Aufgabe 1 (Interpolation, 342 Punkte)
Folgende drei Werte einer unbekannten Funktion f : R — R sind bekannt:

fa sl gl@Q=1, [)=-2.

Gesucht ist das Interpolationspolynom py € Py, das in den Punkten zx, € {—2,0,1} mit f(zx)
ibereinstimmt.

a) Berechnen Sie das Interpolationspolynom in der Newtonschen Darstellung. Geben Sie
auch die Darstellung in der Monombasis an.

b) Sie erhalten nun zusitzlich die Information f(2) = 1. Berechnen Sie die Newtonsche
Darstellung des Interpolationspolynoms p3 € P3, das zusétzlich auch in diesem Punkt mit
f lbereinstimmt. Geben Sie auch dessen Darstellung in der Monombasis an.

Aufgabe 2 (Fehlersuche, 5 Punkte)
Das Integral fj’r cos(z) dz soll mit der summierten Simpson-Regel mit m = 10 Teilintervallen
berechnet werden. Dazu steht ein MATLAB-Programm zur Verfligung, das jedoch Fehler enthalt:

clear;

i A=T
:1:1(1); lo o L‘T

h=(b-a) /(m-1) ;
s1mp=0 b‘ W

for k=0:m-1 .
zk=a+k* (b-a) ; ‘t‘k.: a"" & (4.
simp=simp+h* (cos (zk)+2*cos (zk+h/2) +cos(zk+h) ) /6; %é) “'qa))*m

end

N\

ergebnis=simp

Unterstreichen Sie jede Zeile, die einen Fehler enthélt und geben Sie in der rechten Spalte je-
weils die korrigierte Fassung an (ohne Begriindung). Gesucht werden ausschlieflich Fehler im
Algorithmus, keine MATLAB-Fehler. Fiir falsche Antworten werden keine Punkte abgezogen.

*
i

Aufgabe 3 (Quadratur, 243 Punkte)
Betrachten Sie fiir @ €]0, 1] die Quadraturformel

e Pl G (o S
zur Approximation von I(f) = f_ll Flx)dz.

a) Berechnen Sie die Quadraturgewichte ¢ in Abhéngigkeit von den Stiitzstellen +c.

b) Die Quadraturformel Q ist fiir Polynome vom Grad 1 exakt. GebeniSie ein v €]0, 1] an,
so dass die Quadraturformel sogar flir alle Polynome vom Grad 2 exakt ist.



Aufgabe 4 (Anfangswertproblem, 243 Punkte)
Es soll die Losung des bekannten Anfangswertproblems

2'(t) =98y ;" 2(0) = 2o
Y (t) = —z(@), v0) =1y

zu den Anfangwerten zo = 0 und yg = 1 untersucht werden.

a) Zeigen Sie, dass fiir die exakte Losung (z(¢))? + (y(t))* = 1 fiir alle Zeiten ¢ > 0 gilt.

b) Es sei (zk,yk), k € N die mit dem expliziten Euler-Verfahren zur Schrittweite 7 > 0
berechnete Losung. Berechnen Sie z7+y7. Gilt die Erhaltungseigenschaft aus a) weiterhin?

Aufgabe 5 (Variation der Konstanten: Resonanz, 3 Punkte)
Gegeben sei das inhomogene Anfangswertproblem

y'(x) = My(z) + o(z), y(zo) =wo-

Dabei ist A € R beliebig, ¢: [0,00[— R stetig und yo € R irgendein Anfangswert. Falls die
Inhomogenitit ¢ selber Lésung des homogenen Problems ist, d.h. ¢’ = \¢, so spricht man vom
Resonanzfall. Zeigen Sie, dass in diesem Fall

y(z) = exp(\(z — z0))yo + (z — z0)¢(x)

VAR

Léé‘ﬁ‘ng des inhomogenen Anfangswertproblems ist.

Aufgabe 6 (Multiple choice, 6 Punkte)

Kreuzen Sie an, ob die jeweiligen Aussagen ,,wahr oder ,falsch“ sind. Fiir jede richtig ange-
kreuzte Aussage erhalten Sie einen Punkt; fiir jede falsch angekreuzte Aussage wird ein Punkt
' “abgezogen. Sie konnen jedoch nicht weniger als 0 Punkte in dieser Aufgabe bekommen.

Vi f Jatn
e Y g

wahr | falsch Aussage

Das implizite Euler-Verfahren zur Approximation der Lésung von z' = Az
ist fiir alle A > 0 unbedingt stabil.

Fiir beliebig oft differenzierbare Funktionen f € C*°[a,b] halbiert sich der
Interpolationsfehler bei Verdopplung der Anzahl der Stiitzstellen.

Das explizite Euler-Verfahren zur Approximation der Losung von &’ = Az
>< ist fiir jedes A € R konsistent mit der Ordnung p = 1.

Der Interpolationsfehler der Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms
ist immer kleiner als der der Lagrange-Darstellung.

Es sei f € C°°[a,b] und fiir alle n € N gelte ||f™|| < 5. Dann geht der
Interpolationsfehler mit wachsender Anzahl von Stiitzstellen gegen Null.

Der Fehler einer Newton-Cotes-Formel hdngt von der Funktion ab, die inte-
griert werden soll.
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