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Aufgabe 1. [4 Punkte] Prähilbertraum
Zeigen Sie, dass für einen normierten Raum (X, ‖·‖) folgende Aussagen äquivalent sind:
(i) X ist Prähilbertraum, d.h. ‖·‖ = 〈·, ·〉 1

2 für ein geeignetes Skalarprodukt 〈·, ·〉,

(ii) ‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 (‖x‖2 + ‖y‖2) für alle x, y ∈ X.
Aufgabe 2. [4 Punkte] Vektorprodukt
Seien x, y, z ∈ R3, dann gilt:

x, y, z sind linear unabhängig⇔ x× y, y × z, z × x sind linear unabhängig.

Aufgabe 3. [4 Punkte] Skalarprodukt
Sei A ∈ M(n;R). Für x, y ∈ Rn definieren wir:

(x, y)A := tx · A · y.

Welche der Eigenschaften 1. - 3. aus 5.1.1 werden von (·, ·)A erfüllt? Geben Sie für die
Eigenschaften, die nicht für jedes A gelten, konkrete Beispiele für A an, die dies zeigen.
Aufgabe 4. [4 Punkte] Geraden

(i) Sei g = v +R · w eine Gerade in R2 (d.h. v, w ∈ R2, w 6= 0). Wir nennen y ∈ R2

orthogonal zu g (y ⊥ g), falls y ⊥ (x− x′) für alle x, x′ ∈ g gilt. Zeigen Sie:

y ⊥ g ⇔ y ⊥ w.

(ii) g ⊂ R2 ist Gerade genau dann, wenn es ein a ∈ R2 \ {0} und ein b ∈ R gibt, mit

g = {y ∈ R2 : 〈a, y〉 = b}.

(iii) Sei g = v +Rw wie in i), und sei u ∈ R2. Dann gibt es genau ein x∗ ∈ g mit

‖x∗ − u‖ = min{‖x− u‖ : x ∈ g}.


