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Aufgabe 1. [4 Punkte] Nicht-ausgeartete Bilinearform
Eine Bilinearform b auf einem Vektorraum V heißt nicht-ausgeartet, wenn gilt:

b(x, y) = 0 für alle y ∈ V impliziert x = 0, b(x, y) = 0 für alle x ∈ V impliziert y = 0.

Sei V nun ein endlich dimensionaler Vektorraum und s : V × V → R eine symmetrische
Bilinearform auf V . Man definiere den Kern von s durch:

ker s : {x ∈ V : s(x, y) = 0 für alle y ∈ V }

und zeige, dass ker s ein Unterraum ist und dass s eine nicht-ausgeartete symmetrische
Bilinearform auf V/ ker s induziert.

Aufgabe 2. [4 Punkte] Orthonormalbasis
Es sei V ein euklidischer bzw. unitärer K-Vektorraum mit Basis x1, . . . , xn, aus der
man durch Anwenden des Gram-Schmidt Verfahrens die Orthonormalbasis e1, . . . , en

erhalte. Man zeige für Konstanten ε1, . . . , εn ∈ K mit |εi| = 1, dass das Orthonor-
malisierungsverfahren die Basis ε1x1, . . . , εnxn in die Orthonormalbasis ε1e1, . . . , εnxn

überführt.

Aufgabe 3. [4 Punkte] Gramsche Matrix, Gramsche Determinante
Sei A ∈ Rm×n, m ≤ n. Dann heißt G := AtA ∈ Rm×m Gramsche Matrix und g := det G
heißt Gramsche Determinante. Zeigen Sie, dass stets gilt g ≥ 0, wobei g > 0 genau dann
gilt, wenn rang A = m.

Aufgabe 4. [4 Punkte] Begriffe zur Orthogonalität und symmetrischen Bilinearformen
Es sei V = Rn×n der R-Vektorraum aller reellen (n× n)-Matrizen. Man zeige:

(i) Durch ϕ(A, B) = Spur(A ·B) wird auf V eine nicht-ausgeartete (siehe Aufgabe 1)
symmetrische Bilinearform erklärt.



(ii) Sei U+ = {U ∈ V : tU = U} der Untervektorraum aller symmetrischen und
U− = {U ∈ V : tU = −U} der Untervektorraum aller schiefsymmetrischen
Matrizen. Es gilt

V = U+ ⊕ U−, U⊥+ = U−, U⊥− = U+.

(iii) Es ist ϕ positiv definit auf U+ und negativ definit auf U−, d.h. es gilt ϕ(A, A) > 0
für alle A ∈ V+ \ {0} und ϕ(A, A) < 0 für alle A ∈ V− \ {0}.


