Aufgabe 1 (4 Punkte)
Sei A eine n x m-Matrix. Die Matrix A7 ist die m x n-Matrix, die durch Vertauschen der Zeilen
und Spalten aus A hervorgeht (d.h.: aus Zeilen werden Spalten, und umgekehrt). Die Matrix
AT heiBt transponierte Matriz von A. Zeigen Sie, dass fiir B € R™*" (AB)T = BT AT gilt.
Losung
Gegeben:

Ac Rnxm’B c Rmxn

Zeige:
(AB)T = BT AT
AB ist eine n x n-Matrix mit Eintragen c;;. Fir diese gilt:

m
(AB)ij =cij = Z by (Definition der Matrix-Matrix-Multiplikation)
k=1

Damit 148t sich die Aufgabe durch einfaches Rechnen zeigen:

m m e briae oo D00 briang
(AB)" = (cij)" = (¢ji) = O ajubri) = O briar) = :
k=1 k=1 Yoy bk oo Dopey bknGnk
T T
b11 e bml aill e anl b11 e bln a1l ... Q1m
— S : . — T . — BT AT
bln oo bnm A1m --- Omn bml “e bmn anl ... Qpm

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei A eine n x n-matrix und b ein Vektor aus R", fiir eine natiirliche Zahl n.

a) Wieviele Additionen/Subtraktionen brauchen Sie maximal, um das lineare Gleichungs-
system Az = b mit Gauss-Elimination zu lésen?
Hinweis: > p_; k(k — 1) = $n(n* — 1).
Loésung:
Betrachten Sie die erweiterte Matrix

ail ... Qin b1

Apl .. Qpp bn

In der ersten Spalte sind n — 1 Eintrdge zu eliminieren. Jeder Eintrag kostet n + 1 Addi-
tionen/Subtraktionen. Mithilfe von (n + 1)(n — 1) Subt. und Add. erreichen Sie also den

Zustand
ain a2z ... aip b
0 aog ... a9, by
0 S *

Dabei sind ago, ao3 etc. die neuen Werte in der zweiten Zeile der Matrix. In der zweiten
Spalte sind jetzt n—2 Eintrége zu eliminieren. Zur Elimination eines jeden dieser Eintrage



brauchen Sie n Add./Sub. Sie brauchen also weitere n(n — 2) Additionen/Subtraktionen,
um zum Zustand

a1 @12 a13 ... Qip by
0 aoy asoz ... asop b
0 0 * ...k *
0 0 * * *

zu kommen. Mit weiteren

n—1)(n—=3)+(n—-2)(n—4)+...+4-2+3-1

Additionen/Subtraktionen erreichen Sie die obere Dreiecksform

ail a2 ... A1n b1
0 &22 e &Qn
0 A(n—1)n ~
0 0 Ann bn,

Sie haben dafiir
1:342-44+..nn=2)+ (n+1)(n—1)
Additionen/Subtraktionen gebraucht. Das sind

n

Z(kz +1)(k—-1) Summenschreibweise
k=2

= [k(k - 1)+ (k- 1)] Ausmultiplizieren der ersten Klammer

= Z k(k—1)+ Z(k: -1) Auflésen der eckigen Klammer

k=2 k=2
n n
=Y k(k—1)+> (k—1) dal-(1-1)=0
k=1 k=2
n n—1
= Z k(k—1)+ Z k Umnummerieren der Summanden
k=1 k=1
1 5 1 L.
= gn(n —-1)+ in(n -1) der Hinweis.
Um jetzt die Losung x1,...,z, zu erhalten miissen Sie riickwérts einsetzen. Sie erhalten

Ty = l;n/dnn ohne Add./Sub. Fir z,_; = (En,l — d(n_l)nxn)/&(n_l)(n_l) brauchen Sie
eine, fir x,_s zwei usw. Insgesamt sind das

n—1
1
1+2+3+...n—1:;k:2n(n—1).
1=

Fiir das gesamte Losen des Gleichungssystems werden also

%n(n2 —-1)+ %n(n -1)+ %n(n -1)= %n(n2 —1)+n(n-1)

Additionen und Subtraktionen bendtigt.



b) Angenommen Sie kdnnen in einer Sekunde eine Addition/Subtraktion durchfithren. Wie-
viele Jahre brauchen Sie, um ein Gleichungssystem mit n = 1000 zu lésen?
Loésung:
334332000 sec =~ 10,6 Jahre

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Man betrachte ein Federpendel, dass in einer Flissigkeit héngt. Solch ein Pendel gehorcht der
Gleichung

my” +ry + ky =0,

wobei m die Masse des Pendels, &k die Federkonstante, und r der Reibungswiderstand der Fliissig-
keit ist.

e Sei k =3g/s? und r = 4g/s. Wie gro muss die Masse m sein, damit das Pendel Schwin-
gungen ausfihrt?
Losung:
Schwingungen erhilt man genau dann, wenn die quadratische Gleichung mA% +rA+k = 0
komplexwertige Losungen hat. Dies ist genau dann der Fall wenn

r? —dmk < 0.

Umformen ergibt

2
r—dmk <0 < r<4dmk < l—k<m.

Dort kann jetzt die bekannten Werte fiir » und k einsetzen und erhélt die Bedingung

e g/ 4

43g/s%) 3

e Sei k wie oben, r = 0g/s und m = 1,5 g. Zusétzlich gelte y(0) = 0. Wie grof ist dann die
Schwingungsfrequenz des Pendels?
Losung:
Wenn r = 0 ist erhélt man das ungeddmpfte Pendel mit der Gleichung

my” + ky = 0.

Wie aus der Vorlesung/dem Skript bekannt hat diese Gleichung die allgemeine Losung

y = ¢y sin(y/ %t) + 2 cos(4 / %t)

fiir zwei reelle Konstanten ¢; und co. Mit der Zusatzbedingung y(0) = 0 kann man eine
der beiden Konstanten eliminieren. Man erhalt namlich

0=y(0) =c1sin(0) + c2cos(0) =¢; -0+ c2- 1.

Das kann nur gelten falls co = 0 ist. Alle moglichen Losungen haben also die Form

y(t) = sin(\/zt).

Mithin betrdgt die Schwingungsfrequenz des Pendels % = 35/522 = /2571,




Aufgabe 4 (4 Punkte)
a) Berechnen Sie den Gradienten von

\/ﬂ—xz

f(m’y’z):W'

Losung:
Die Funktion ist ein Bruch. Wir berechnen zuerst die partiellen Ableitungen von Zéahler
V¥ — xz und Nenner o +2? separat.

o 8(\/3;952) -,

o O(y/y—xz) _ 1

oy 2/y
o 8(\/gz—xz) —
° 8(62;Z ) _ 2:1:6$2+32
ae )

° oy =0

o a(exajz ) = 9z¢7°
Mit der Quotientenregel

h\' h'g—hg
(E) g
erhalt man dann
_ :c2+z2_ _ :c2 22
- (e(wﬁzzx)sze i —z—2z(y—=z2)
fo(z,y, 2) %.(612+22) e932l+z2
Vf(:c,y, Z) = fy(x,y,Z) = % = 2\/2(6124-.22)
f(x,y, 2) _Iezz+zz_(\2/ﬂ_2m)2zez2+zz %
(eac +z )2

b) Berechnen Sie den Gradienten von
g(z,y) = a* —y?,

und finden Sie eine Nullstelle dieses Gradienten. Ist diese Nullstelle ein lokales Minimum
von g7 Hinweis: Betrachten Sie g eingeschrankt auf die Linie = = 0.
Losung

e Gradient: Vg(z,y) = (2z, —2y)
e Nullstelle: Vg(z,y) =0 2 =y = 0.

Die Nullstelle (0,0) ist kein Minimum von g. Denn auf der Linie x = 0 ist g(z,y) =
f(y) = —y?. Die Werte von f(y) sind immer negativ, auBer fiir y = 0, denn dann gilt
f(y) = f(0) = 0. Also ist 0 ein Maximum von f, und somit kann (0, 0) kein Minimum von
g sein.

Hinweis: fir den Beweis, dass (0,0) keine Nullstelle ist gab es einen Zusatzpunkt.

Aufgabe 5 (4 Punkte)

Ein Student der Geowissenschaften muss eine Matheklausur schreiben, und dort genau 200 Punk-
te erlangen. In seiner unergriindlichen Weisheit hat der Matheprofessor eine lange Liste von
Aufgaben aufgestellt, aus denen sich der Student Aufgaben aussuchen kann. Es gibt genau drei
Typen von Aufgaben: Textaufgaben, Rechenaufgaben und Beweisaufgaben. Jeder dieser Auf-
gabentypen bringt eine andere Anzahl von Punkten. Aulerdem braucht die Bearbeitung der
Aufgabentypen unterschiedlich viel Zeit. Schliellich kann die Matheklausur ohne den Konsum
von Gummibérchen gelost werden (s. Tabelle).



‘ Gummibérchen ‘ Zeit [min)] ‘ Punkte

Rechenaufgaben 0 5/6 5
Textaufgaben 2 8 10
Beweisaufgaben 4 20 45

Wieviele Text-, Rechen- und Beweisaufgaben muss der Student l6sen um genau die geforderten
200 Punkte zu erlangen, wenn er genau 90 min Zeit und 96 Gummibéarchen verbrauchen will?
Losung;:

Hinweis: In dieser Aufgabe sind ein paar Zahlen falsch, deshalb ist sie nicht ganz so leicht zu
rechnen wie urspriunglich geplant. Deshalb wurden Rechenfehler bei der Korrektur nicht beriick-
sichtigt. Man beachte allerdings, dass die Aufgabe auch in ihrer gestellten Form durchaus l6sbar
15t.

In mathematischer Form verlangt die Aufgabe, dass lineare Gleichungssystem

2y 442 =96

)
6x+8y—|—202=90

5z + 10y + 45z = 200

zu 16sen. In reduzierter Form schreibt sich das
0 2 4 96
5/6 8 20 90
5 10 45 200
Darauf kann man die Gauss-Elimination anwenden. Vertausche zunachst die ersten beiden Zeilen

5/6 8 20 90
0 2 4 96
5 10 45 200

Multipliziere die erste Zeile mit 6, teile die zweite durch 2:

5 48 120 540

0 1 2 48

5 10 45 200
Ziehe die erste Zeile von der dritten ab:

5 48 120 540
0 1 2 48
0 -38 -75 -340

Addiere die zweite Zeile 38-mal zur dritten Zeile:

5 48 120 540
0o 1 2 48
0 0 1 1484

Aus der dritten Zeile folgt z = 1484. Dies kann man in die zweite Zeile einsetzen und erhélt
y+ 21484 = 48,
also y = —2920. Einsetzen der Werte fiir y und z in die erste Zeile ergibt
Sx + 48 - (—2920) + 120 - 1484 = 540,

also
T = —7476.

Die mathematisch richtige, wenn auch im Rahmen der Textaufgabe etwas blodsinnige Losung
lautet: Der Student muss -7476 Rechenaufgaben, -2920 Textaufgaben, und 1484 Beweisaufgaben
16sen.

Ende der Klausuraufgaben



