Aufgabe 1 (4 Punkte)

Sei n eine natiirliche Zahl, A eine n x n-Matrix und X eine reelle Zahl. Ein Vektor x € R™ heisst
Eigenvektor der Matriz A zum Figenwert X, wenn er das Gleichungssystem

Az = Az
16st. Zeigen Sie:

1. Wenn z € R™ Eigenvektor von A zum Eigenwert A ist, und o € R, so ist auch ax € R"
Eigenvektor von A zum Eigenwert A.

2. Wenn sowohl z € R™ als auch y € R™ Eigenvektoren von A zum Eigenwert A sind, so ist
auch x + y Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Losung 1
1. Sei @ € R. Nach Voraussetzung gilt Az = Ax. Zu zeigen ist

A(azx) = Max).

Zuerst gilt

A(azx) = aAx,
denn
a] ... Qin ar, 11001 + @120 + ... + A1, ATy,
Alaz) =1 + ., azy | = :
Gni .. Gnn ar3 1 O] + Ana0iTa + ... + ApnQTy,
a(anxl + a12T2 + ...+ alnmn) aj1xy + a12X2 + ...+ A1ndn
- s o .
a(an121 + anoxa + ... + Apny) A1 1 + AnaZo + ...+ ApnTn
= aAx,

(oder man verweist einfach auf das Skript). Dann benutzt man die Voraussetzung Az = Az
und erhalt

A(azx) = aAz = adz = Max).

2. Ahnlich wie oben zeigt man, dass A(z +y) = Az + Ay (oder man verweist nur auf das
Skript, S.73). Mit der Voraussetzung gilt dann

Alz+y) = Az + Ay = dax + \y = Az + y).

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei n eine natiirliche Zahl, und A und B zwei beliebige n x n-Matrizen.

1. Wieviele Additionen brauchen Sie, um das Produkt AB auszurechnen?

2. Wieviele Multiplikationen brauchen Sie, um das Produkt AB auszurechnen?



Losung 2
Das Produkt AB ist eine n x n-Matrix, (d.h., eine Matrix mit n Zeilen und n Spalten). Insgesamt
hat das Produkt also n? Eintriige. Nach Definition des Produkts von Matrizen hat jeder dieser

Eintrége die Form
n
Z QL bkj .
k=1

Dies ist eine Summe mit n Summanden, und jeder dieser Summanden ist ein Produkt zweier
Zahlen. Man braucht also n Multiplikationen und n—1 Additionen, um einen Eintrag auszurech-
nen. Bei n? Eintriigen insgesamt braucht man also n?(n—1) Additionen und n® Multiplikationen
fir das gesamte Matrizenprodukt AB.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Man betrachte ein Federpendel, das in einer Fliissigkeit hédngt. Die Auslenkung y(t) eines solchen
Pendels gehorcht der Gleichung

my” +ry + ky =0,

wobei m die Masse des Pendels, k die Federkonstante, und r der Reibungswiderstand der
Fliissigkeit ist.

1. Sei k = 3g/s? und m = 4 g. Wie gro8 muss der Reibungswiderstand der Fliissigkeit r sein,
damit das Pendel keine Schwingungen ausfithrt?

2. Sei k wie oben, r = 0g/s, und es gelte y(0) = 0. Wie grol muss die Masse des Pendels
sein, damit die Schwingungsfrequenz genau ein Hertz (d.h. eine Schwingung pro Sekunde)
betragt?

Losung 3
1. Wie aus der Vorlesung (und der ersten Klausur) bekannt, gibt es genau dann keine Schwingun-
gen, wenn mA2 + rA + k = 0 keine komplexen Losungen hat. Dies ist genau dann der Fall
wenn
r2—dmk >0 <= 7r2>4dmk <— |r| > V4Amk.

Da der Reibungswiderstand r (aus physikalischen Griinden) positiv sein muss entfallen die
Betragsstriche. Einsetzen der Zahlenwerte ergibt die Bedingung

r>vVimk =r> 4-4g-3%:4\/§g.
\/ s s

2. Mit r = 0 wird die Bewegungsgleichung zu
my” + ky = 0.

Wie aus der Vorlesung bekannt ist die allgemeine Losung dieser Gleichung

y = c1sin(4/ %t) + ¢ cos(4/ %t)

mit zwei unbekannten Konstanten ¢; und ¢y. Mit der gegebenen Bedingung y(0) = 0 kann
man die Konstante co bestimmen, denn es gilt

y(0) = ¢18in(0) + caco8(0) =¢1 -0+ ¢y -1 =co =0.



Also haben alle Losungen die Form

y(t) = ¢y sin (\/EO

Die Konstante c¢; lasst sich mit den angegebenen Informationen nicht bestimmen. Gefragt
ist allerdings auch nur nach der Schwingungsfrequenz, und die ist unabhéngig von ¢y,
ndmlich w = y/k/m in den FEinheiten Bogenmafl pro Sekunde. In Hertz, das heifit in

\Vk/m

2

Schwingungen pro Sekunde, ist die Frequenz dann @ = . Um nun m so zu bestimmen

dass @ = 1s~! rechnet man

k 3% 3

T A 2L an?

m

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Berechnen Sie alle ersten und zweiten partiellen Ableitungen von

VY —zy

flz,y) = sin(@ )
Losung 4
Zum Losen dieser Aufgabe ist die Quotientenregel
(g)/ _ g,h B gh/
h h?

wichtig.
Erste partielle Ableitungen: Da f ein Bruch ist leiten wir zuerst Zdhler und Nenner
separat ab. Fiir die Ableitungen nach x von Zahler und Nenner erhalten wir

0.(Vy—zxy) = —y und Oy (sin(x + y)) = cos(z + y).
Fiir die Ableitungen nach y erhalten wir

0,3~ 2y) = 5y~

Also erhalt man mit der Quotientenregel

—ysin(z +y) — \/ycos(x + y) 4+ zy cos(x + y)
sin’(z + y)

N

-z und Oy(sin(z 4+ y)) = cos(z + y).

Ouf(x,y) = :
und X
Ly~ 2 sin(z +y) — asin(z +y) — Y cos(z + y) + zy cos(z + y)

Oy f(x.y) = sin?(z + Y)

Zweite partielle Ableitungen:
Wir berechnen zuerst 0y, f und 0,y f als Ableitungen von 0, f.
Setze

h(z,y) = —ysin(z +y) — /ycos(x +y) + xy cos(x + y).
Man erhalt

dzh(z,y) = —ycos(z +y) +ysin(z +y) + ycos(z +y) — zysin(z +y)
Oh(z,y) = —ycos(z + y) + Vysin(z + y) + y cos(z + y) — zysin(z + y)



und fiir den Nenner
Oy (sin?(x +y)) = 9, (sin?(x + y)) = 2sin(z + y) cos(x + ).
Zusammen erhélt man

Duh(z, y) sin®(z + y) — 2sin(z +y) cos(x + y)h(z,y)

fowl@,y) = sint(z + y)

und
Oyh(z,y) sin® (z+y) — 2sin(z + y) cos(z + y)h(z,y)

sin(z + y)

foy(z,y) =

Dann berechnen wir 0y, f und d,, als Ableitungen von J, f.
Setze

h(z,y) = (

Die Ableitung davon nach y ist

y_% —z)sin(x +y) — (VY + zy) cos(z + y).

N =

~ cos(z +y) sin(z+y)

hy(z,y) = —T cos(x—i—y)—w

2Vy Ay 2y

Mit der Quotientenregel erhélt man daraus

+./y sin(z+y)+z cos(z+y) —zy sin(z+y).

Jyy(,y) = sin4(zl+y) [ﬁx(ﬂc, y) sin?(z +y) — 2sin(z + y) cos(z + y)h(z,y)
funle) = s 5T (o ) — wcos(a +4) + sinte +1) + yeos(e +1) — zysina-+y)]

Dabei ist es streng genommen unnétig, fy, direkt auszurechnen, denn wie aus der Vorlesung
bekannt gilt fyz = foy-

Aufgabe 5 (4 Punkte)
Lésen Sie das lineare Gleichungssystem

0 5 5 1 25
2 8 10 z2 | =50
4 20 5 T3 63

Losung 5
Da oben links in der Matrix eine Null steht vertauschen wir zuerst die erste und die zweite
Gleichung und erhalten

2 8 10 1 50
0 5 5 T2 | =125
4 20 5 T3 63

Wir ziehen die erste Zeile zweimal von der dritten ab:

2 8 10 1 50
05 5 2 | = 25
0 4 -15 T3 —37



Wir teilen die zweite Zeile durch 5:

2 8 10 1 50
0 1 1 To | = 5
0 4 -15 3 —37

Wir ziehen die zweite Zeile viermal von der dritten ab:

2 8 10 1 50
0 1 1 ZTo = )
0 0 -19 T3 —57

Jetzt haben wir die Matrix in Dreiecksform. Die letzte Gleichung ist jetzt —19x35 = —57, also ist
x3 = 3. Einsetzen davon in die zweite Zeile ergibt die Gleichung 1-z5+1-3 =5, also ist o = 2.
Einsetzen von x5 und x3 in die erste Zeile ergibt

2-x1+8-24+10-3 =50.

Also ist 1 = 2.



