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Teil I (10 Punkte)

Kreuzen Sie an, ob die jeweiligen Aussagen ,wahr* oder ,falsch“ sind. Fiir jede richtig ange-
kreuzte Aussage erhalten Sie einen Punkt. Fiir jede falsch angekreuzte Aussage erhalten Sie 0
Punkte. Falls Sie kein Kreuz setzen, gibt es einen halben Punkt.

wahr | falsch Aussage
X Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Verteilung.
< Die Ubergangsmatrix einer irreduziblen Markov-Kette hat nur echt positive
Eintrége.
X Die bedingte Erwartung einer Zufallsvariablen ist wieder eine Zufallsvariable.
< Die momenterzeugende Funktion einer Zufallsvariablen ist wieder eine Zu-
fallsvariable.
« Fiir einen transienten Zustand einer Markov-Kette ist die Riickkehrzeit fast
sicher unendlich.
< Gemeinsam normalverteilte Zufallsvariablen sind genau dann unabhéngig,
wenn sie unkorreliert sind.
X Die Verteilungsfunktion einer reellen Zufallsvariablen ist immer stetig.
X Fine stochastische Matrix hat immer einen Eigenwert 1.
X Die Potenzmenge einer Menge bildet stets eine o-Algebra.
N Fiir zwei reelle Zufallsvariablen X, Y gilt stets Var(X +Y) = Var(X) +
Var(Y').

Teil II finden Sie auf der Seite 3.



Teil II (25 Punkte)

Bearbeiten Sie alle der folgenden Aufgaben!

Aufgabe 1 (8 Punkte)
Wir betrachten eine Markov-Kette mit Ubergangsmatrix
0
pP= 1

S o o

1
0
0 1-«

Untersuchen Sie die Markov-Kette fiir alle o € [0, 1] auf Irreduzibilitét, Kommunikationsklassen,

transiente und (positiv/Null-)rekurrente Zustéinde sowie Periodizitét.
Fiir welche a hat die Kette eine stationére Verteilung? Wie sieht sie aus? Ist sie eindeutig?

Loésung;:

0 <a<1: Alle Zustidnde liegen in einer Kommunikationsklasse {1,2,3}, denn der Prozess
kommt von 1 nach 2, sowie von 2 nach 3 und von 3 nach 1 jeweils mit echt positiver Wahr-
scheinlichkeit. Damit ist der Prozess irreduzibel. Ausgehend von Zustand 3 kehrt man sicher
in endlicher Zeit nach 3 zuriick, denn es gilt: P3(73 = 1) = 1 — o und P3(r3 = 3) = a. D.h., 3
ist rekurrent. Da es sich um einen endlichen Zustandsraum handelt, sind damit alle Zustinde
positiv rekurrent. Es gibt keine Periodizitit.

a = 0: Zustand 3 ist absorbierend und bildet daher fiir sich eine Kommunikationsklasse {3}. Die
Zusténde 1 und 2 liegen nach Definition jeweils mit sich selbst in einer Kommunikationsklasse:
{1} bzw. {2}. Der Zustand 3 ist positiv rekurrent (da er nie verlassen wird), wihrend 1 und 2
transient sind (der Prozess wandert nach 3 und bleibt dort). Es gibt keine Periodizitit.

a = 1: Alle Zusténde liegen in einer Kommunikationsklasse {1,2,3}, d.h. der Prozess ist irre-
duzibel. Alle Zusténde sind positiv rekurrent, denn es gilt P, (7, = 3) = 1 fiir alle z = 1,2, 3.

Die Kette ist periodisch mit Periode 3, denn es gilt pg(;;;) =1 falls n ein Vielfaches von 3 ist, und

(n)

Pz = 0 sonst.
Die stationére Verteilung ist in allen Féllen eindeutig und gegeben durch

B « o 1
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Aufgabe 2 (8 Punkte)
(vergleiche Aufg. 1 von UB 4) Sei (Q,&, 1) ein Mafraum mit 4(Q) < co und f : Q — [0, 0]
eine messbare Funktion. Zeigen Sie, dass durch

v:E— 0,00, EH/f-XEdu:/fd,u
Q E
ein Maf auf (2, &) definiert wird.
Es gilt

o Nulltreue: v(0) = [, f - xpdpu = [, 0dp = 0.

e Positivitit: v(A) = fA fdu >0 folgt aus f > 0 und der Monotonie des Integral.



e o-Additivitdt: Fiir disjunkte A, gilt

V(UAOZA#&mﬁMM:AZHMMM
n=1 n=1

@ . / m . m
= lim fxa, dp= lim v(Ay),
A, 2 A, > v(4n)

wobei in (1) genutzt wurde, dass die A,, disjunkt sind, und in (2) der Satz von der
monotonen Konvergenz.

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Fiir n € N sei X,, normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz #, d.h. X, ~ N (0, #)
Man bestimme eine Zufallsvariable X, fiir die gilt:

iV,

X, — X.

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass die charakteristische Funktion einer N(u,o?)-verteilten
Zufallsvariable durch o(s) = ¢5#=775*/2 gogeben ist.

Losung:
n—oo

Es gilt X, RN genau dann, wenn ¢x, — @x punktweise. Hier gilt
2

px,(5) = e 22 "1

fiir alle s. Die Funktion ¢x(s) = 1 ist die charakteristische Funktion der Zufallsvariable X mit
P(X =0) =1 (d.h. Px = dp), denn

ox(s) =E (eiSX) = / e dsg=1-¢e"=1.
R

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Der stochastische Prozess (X, )nen, erfiille die Martingaleigenschaft

E (Xnt+1|Fn) = Xpn, Vn € Ny,
wobei F,, = o(Xo, ..., X;,). Zeigen Sie, dass auch
E (Xn+1|~/—"nfl) = anb Vn eN
gilt.
Losung:
Es gilt
Xn—l == IE()(n|'/rn—1)
= E(E(Xn-&-l“’rn)’fn—l)
- E(Xn—&-l“’tn—l%

wobei die ersten beiden Gleichungen direkt aus der Martingaleigenschaft folgen und die letzte,
wegen J,_1 C Fp, aus der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung.

Ende der Klausuraufgaben



