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Teil I (10 Punkte)

Kreuzen Sie an, ob die jeweiligen Aussagen
”
wahr“ oder

”
falsch“ sind. Für jede richtig ange-

kreuzte Aussage erhalten Sie einen Punkt. Für jede falsch angekreuzte Aussage erhalten Sie 0
Punkte. Falls Sie kein Kreuz setzen, gibt es einen halben Punkt.

wahr falsch Aussage

x Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz in Verteilung.

x
Die Übergangsmatrix einer irreduziblen Markov-Kette hat nur echt positive
Einträge.

x Die bedingte Erwartung einer Zufallsvariablen ist wieder eine Zufallsvariable.

x
Die momenterzeugende Funktion einer Zufallsvariablen ist wieder eine Zu-
fallsvariable.

x
Für einen transienten Zustand einer Markov-Kette ist die Rückkehrzeit fast
sicher unendlich.

x
Gemeinsam normalverteilte Zufallsvariablen sind genau dann unabhängig,
wenn sie unkorreliert sind.

x Die Verteilungsfunktion einer reellen Zufallsvariablen ist immer stetig.

x Eine stochastische Matrix hat immer einen Eigenwert 1.

x Die Potenzmenge einer Menge bildet stets eine σ-Algebra.

x
Für zwei reelle Zufallsvariablen X,Y gilt stets Var(X + Y ) = Var(X) +
Var(Y ).

Teil II finden Sie auf der Seite 3.
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Teil II (25 Punkte)

Bearbeiten Sie alle der folgenden Aufgaben!

Aufgabe 1 (8 Punkte)
Wir betrachten eine Markov-Kette mit Übergangsmatrix

P =

 0 1 0
0 0 1
α 0 1− α

 .

Untersuchen Sie die Markov-Kette für alle α ∈ [0, 1] auf Irreduzibilität, Kommunikationsklassen,
transiente und (positiv/Null-)rekurrente Zustände sowie Periodizität.
Für welche α hat die Kette eine stationäre Verteilung? Wie sieht sie aus? Ist sie eindeutig?

Lösung:
0 < α < 1: Alle Zustände liegen in einer Kommunikationsklasse {1, 2, 3}, denn der Prozess
kommt von 1 nach 2, sowie von 2 nach 3 und von 3 nach 1 jeweils mit echt positiver Wahr-
scheinlichkeit. Damit ist der Prozess irreduzibel. Ausgehend von Zustand 3 kehrt man sicher
in endlicher Zeit nach 3 zurück, denn es gilt: P3(τ3 = 1) = 1 − α und P3(τ3 = 3) = α. D.h., 3
ist rekurrent. Da es sich um einen endlichen Zustandsraum handelt, sind damit alle Zustände
positiv rekurrent. Es gibt keine Periodizität.
α = 0: Zustand 3 ist absorbierend und bildet daher für sich eine Kommunikationsklasse {3}. Die
Zustände 1 und 2 liegen nach Definition jeweils mit sich selbst in einer Kommunikationsklasse:
{1} bzw. {2}. Der Zustand 3 ist positiv rekurrent (da er nie verlassen wird), während 1 und 2
transient sind (der Prozess wandert nach 3 und bleibt dort). Es gibt keine Periodizität.
α = 1: Alle Zustände liegen in einer Kommunikationsklasse {1, 2, 3}, d.h. der Prozess ist irre-
duzibel. Alle Zustände sind positiv rekurrent, denn es gilt Px(τx = 3) = 1 für alle x = 1, 2, 3.

Die Kette ist periodisch mit Periode 3, denn es gilt p
(n)
xx = 1 falls n ein Vielfaches von 3 ist, und

p
(n)
xx = 0 sonst.

Die stationäre Verteilung ist in allen Fällen eindeutig und gegeben durch

π =

(
α

1 + 2α
,

α

1 + 2α
,

1

1 + 2α

)
.

Aufgabe 2 (8 Punkte)
(vergleiche Aufg. 1 von ÜB 4) Sei (Ω, E , µ) ein Maßraum mit µ(Ω) < ∞ und f : Ω → [0,∞]
eine messbare Funktion. Zeigen Sie, dass durch

ν : E → [0,∞], E 7→
∫

Ω
f · χE dµ =

∫
E
f dµ

ein Maß auf (Ω, E) definiert wird.

Es gilt

• Nulltreue: ν(∅) =
∫

Ω f · χ∅ dµ =
∫

Ω 0 dµ = 0.

• Positivität: ν(A) =
∫
A f dµ ≥ 0 folgt aus f ≥ 0 und der Monotonie des Integral.
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• σ-Additivität: Für disjunkte An gilt

ν

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∫
Ω
fχ⋃∞

n=1 An
dµ

(1)
=

∫
Ω

∞∑
n=1

fχAn dµ

(2)
= lim

m→∞

∫
Ω

m∑
n=1

fχAn dµ = lim
m→∞

m∑
n=1

ν(An),

wobei in (1) genutzt wurde, dass die An disjunkt sind, und in (2) der Satz von der
monotonen Konvergenz.

Aufgabe 3 (5 Punkte)
Für n ∈ N sei Xn normalverteilt mit Erwartungswert 0 und Varianz 1

n2 , d.h. Xn ∼ N
(
0, 1

n2

)
.

Man bestimme eine Zufallsvariable X, für die gilt:

Xn
i.V.−→ X.

Hinweis: Sie dürfen verwenden, dass die charakteristische Funktion einer N(µ, σ2)-verteilten
Zufallsvariable durch ϕ(s) = eisµ−σ

2s2/2 gegeben ist.

Lösung:
Es gilt Xn

i.V.−→ X genau dann, wenn ϕXn

n→∞−→ ϕX punktweise. Hier gilt

ϕXn(s) = e−
s2

2n2
n→∞−→ 1

für alle s. Die Funktion ϕX(s) = 1 ist die charakteristische Funktion der Zufallsvariable X mit
P(X = 0) = 1 (d.h. PX = δ0), denn

ϕX(s) = E
(
eisX

)
=

∫
R
eisx dδ0 = 1 · e0 = 1.

Aufgabe 4 (4 Punkte)
Der stochastische Prozess (Xn)n∈N0 erfülle die Martingaleigenschaft

E (Xn+1|Fn) = Xn, ∀n ∈ N0,

wobei Fn = σ(X0, ..., Xn). Zeigen Sie, dass auch

E (Xn+1|Fn−1) = Xn−1, ∀n ∈ N

gilt.

Lösung:
Es gilt

Xn−1 = E(Xn|Fn−1)

= E(E(Xn+1|Fn)|Fn−1)

= E(Xn+1|Fn−1),

wobei die ersten beiden Gleichungen direkt aus der Martingaleigenschaft folgen und die letzte,
wegen Fn−1 ⊂ Fn, aus der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung.

Ende der Klausuraufgaben
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