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2 Carsten Hartmann: Vorlesung Stochastik II

Vorwort

Dieses unfertige Skript basiert auf der Vorlesung “Stochastik II” an der FU Berlin im Sommersemester 2012. Es
ist insofern Work in progress, als dass es keinem festen Schema folgt und erst im Verlaufe der Vorlesung Form
annehmen wird. Inhaltlich kniipft es dort an, wo in der Vorlesung “Elementare Stochastik” die meisten Fragen
unbeantwortet bleiben mussten — bei der prézisen mafitheoretischen Formulierung von Wahrscheinlichkeiten.
Auch wenn dabei eine gewisse Vertrautheit im Umgang mit Wahrscheinlichkeiten vorausgesetzt wird, so versucht
dieses Skript dennoch, ein einigermaflen vollstandiges Bild der “echten” Wahrscheinlichkeitstheorie zu vermitteln,
indem alle wesentlichen Definitionen und Sétze noch einmal vorgestellt werden.

1 Grundlagen der Maf3- und Integrationstheorie

Zunéchst stellen wir einige Voriiberlegungen an. Wir betrachten eine beliebige nichtleere Menge (2, die Menge
aller Elementarereignisse w € 1, und ein System .4 von Teilmengen A C Q, Ereignissystem genannt.

Unter einem Wahrscheinlichkeitsmafl, das jedem Ereignis, sprich: jedem Element von A, eine Zahl zwischen
0 und 1 zuordnet, verstehen wir eine Mengenfunktion P: A — R := R U {—o0, +00} mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Normiertheit: P(2) = 1.
2. Positivitdt: 0 < P(A) <1 fiir alle A € A.

3. o-Additivitit: Fiir eine Folge Ay, As, As, ... € A von paarweise disjunkten Elementen gilt
P (U An> = ZP(A,L).
n=1 n=1

Zwei zentrale Fragen, die in der Vorlesung “Elementare Stochastik” unbeantwortet geblieben sind, waren zum
einen die Frage nach der geeigneten Wahl von A — bzw. die Frage, warum die Potenzmenge 2% sich im Allgemeinen
nicht als Ereignissystem eignet — sowie die Frage, ob die etwas unnatiirliche Unterscheidung zwischen abzéahlbaren
und iiberabzihlbaren Mengen von Elementarereignissen wirklich notwendig ist.

1.1 Maflproblem, Mengensysteme, Maflraum

Angenommen wir wollten den Fliacheinhalt Grofibritanniens auf einer Landkarte bestimmen. Dazu kdnnten wir
beispielsweise die Fliche mit hinreichend kleinen, moglicherweise unendlich vielen Quadraten iiberdecken und die
(leicht zu berechnenden) Flicheninhalte der Quadrate aufsummieren (siche Abb. 1). Etwas allgemeiner gesagt
suchen wir eine o-additive Mengenfunktion z: B — [0, 00) auf einem Mengensystem B C 2, die invariant unter
Kongruenztransformationen® ist; da die Nullfunktion p = 0 diese Bedingungen erfiillt, fordern wir zusitzlich
1([0,1]™) =1 fiir das n-dimensionale Einheitsintervall [0, 1]™ = [0,1] x ... x [0,1].

Das Maj$problem besteht gerade darin, eine solche Mengenfunktion p auf der Potenzmenge von 2 C R"™ zu
finden. Dass das Mafiproblem keine Losung hat, besagt der folgende Satz von Vitali.?

Satz 1.1 (Vitali, 1905) Das Mafproblem ist fiir kein n € N ldsbar.

Beweis. Wir beschrinken uns auf den Fall n = 1 und verweisen ansonsten auf die einschlégige Literatur,
z.B. [5, Satz I11.3.3]. Um einen Widerspruchsbeweis zu fithren, nehmen wir an, dass ein translationsinvariantes,
o-additives und normiertes Maf auf 29 existiert und betrachten das Einheitsintervall I = [0, 1], wobei wir die
beiden Endpunkte miteinander identifizieren (mit anderen Worten: wir betrachten einen eindimensionalen Torus
der Linge 1). Nach Voraussetzung gilt 1([0,1]) = 1, und Translationsinvarianz bedeutet

pw(B+axmodl)=pu(B) VBCI,

wobei wir die Notation B+ 2 = {x +y: y € B} verwenden. Die Idee des Beweises ist es, eine geeignete Partition
von I zu finden, aus der sich eine Menge konstruieren lisst, der kein eindeutiges Mafl zugewiesen werden kann.

L Zwei Mengen A, B €C R™ werden kongruent genannt, wenn ein Vektor ¢ € R™ und eine Drehmatrix @ € O(n) existieren, so
dass B = Q(A) + ¢, wobei Q(A) eine kompakte Schreibweise fiir {Qz: x € A} ist.
2 Giuseppe Vitali (1875-1932), ital. Mathematiker
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Abb. 1 Disjunkte Uberdeckung einer Menge durch Quadrate

Dazu bilden wir eine Aquivalenzklasse von Punkten, die alle rationalen Anstand zueinander haben; sei also A,
die Aquivalenzklasse aller Punkte, die durch die Aquivalenzrelation

bestimmt ist. Fiir zwei beliebige Punkte z,y € I gilt dann also entweder A, = A, oder A, N A, = 0. Aus der
Partition P := {A,: x € I} der Menge I wihlen wir mit Hilfe des Auswahlaxioms je einen Représentanten pro
Aquivalenzklasse aus, also x € A, y € Ay, .... Es sei nun V' die Menge all dieser Représentanten und

Vsi=V+zmodl, s€[0,1]NQ.

Offenbar sind die V; alle disjunkt, denn es gilt V, NV, = ( fiir alle s # s’. Ferner ist

U v=r1,

s€[0,1]NQ

so dass wir aus den Eigenschaften des Mafles folgern kénnen, dass

l=pD)= > pVo)= > wl).

s€[0,1]NQ s€[0,1]NQ

Dabei haben wir im ersten Schritt die Normiertheit, im zweiten die o-Additivitdt und im dritten die Transla-
tionsinvarianz des Mafles ausgenutzt. Da im letzten Ausdruck aber eine unendliche Summe iiber alle rationalen
Punkte s € [0,1] N Q steht, kann auf der rechten Seite der Gleichung nur 0 oder unendlich stehen, wodurch die
Aussage des Satzes fiir n = 1 bewiesen wére. O

Da die Forderungen, die wir an unser Maf} gestellt haben, allesamt sinnvoll erscheinen, bleibt uns an dieser
Stelle nichts anderes iibrig, als den Definitionsbereich von p einzuschréinken, sprich: die Wahl des Systems von
Teilmengen B C 29, denen ein MaB oder ein Volumen zugeordnet werden kann, zu iiberdenken. Tatsichlich stellt
sich heraus, dass die Potenzmenge zu grof3 ist, und, wie wir sehen werden, ist die o-Algebra der Borelmengen ein
natiirlicher Kandidat bei der Lésung des Mafproblems.

Definition 1.2 (Algebra, o-Algebra) Es sei  eine nichtleere Menge und A ein System von Teilmengen auf
Q. A heifit Algebra, wenn

1. 0 A,
2. AABe A= AUBc A,
3. Ac A= Ac=Q\Ac A

‘Work in progress. ..



4 Carsten Hartmann: Vorlesung Stochastik II

A heifit o-Algebra, wenn zusétzlich gilt, dass
4. A, Az, As,... € A= U,A, € A

Anmerkung 1.3 Wie man leicht mit Hilfe der de Morganschen Regeln beweist, enthalten o-Algebren neben
abzéhlbaren auch endliche Vereinigungen, Relativkomplemente sowie beliebige Durchschnitte.

Anmerkung 1.4 Eine weitere hilfreiche, leicht zu beweisende Eigenschaft von o-Algebren ist ihre Durch-
schnittstabilitdt: Der Schnitt zweier o-Algebren A und B ist wieder eine o-Algebra.

Ein wichtiger Begriff ist der der erzeugten o-Algebra. Ist beispielsweise A € € irgendeine Teilmenge, so ist
{0,9Q, A, A} die kleinste o-Algebra, die A enthilt; sie wird die von A erzeugte o-Algebra genannt und A ihr
Erzeuger. Bezogen auf Mengensysteme ergeben sich die nachstehenden Definitionen.

Definition 1.5 (erzeugte o-Algebra, Erzeuger) Es sei & C 2 ein Mengensystem und ¥ die Menge aller
o-Algebren, die £ enthalten. Die o-Algebra
&)= F

Fex

ist die kleinste o-Algebra, die £ enthilt und heifit die von & erzeugte o-Algebra. £ wird Erzeuger von o(E)
genannt.

Definition 1.6 (o-Algebra der Borelmengen) Sei 2 ein topologischer Raum und O das System der offenen
Teilmengen von 2. Dann heif3t
B(Q) =0(0)
Borelsche o-Algebra iiber Q; die Elemente von B()) werden Borelmengen genannt.

Borelmengen von R sind praktisch alle Mengen, die sich mit Hilfe elementarer Mengensymbole wie “U”, “N7”,
“\”, “[-,-)” usw. hinschreiben lassen.

Satz 1.7 (Erzeuger der Borel-o-Algebra) Jedes der folgenden Mengensysteme ist Erzeuger von B(R™):

O"={U CR": U offen}

C" ={A CR": A abgeschlossen}

7" = {(a,b] = (a1,b1] X ... X (an,bp]: ai, b; € R}
7 ={(—o00,c]: ce R"}

Beweis. UA O

1.2 Konstruktion von (Wahrscheinlichkeits-)Maflen

Das Konzept der erzeugten o-Algebra erlaubt es uns, bestimmte Eigenschaften von Mafien nicht auf der gesamten
o-Algebra, sondern nur auf dem Erzeuger (also beispielsweise auf den offenen Intervallen (a,b) C R, a,b € R)
nachzuweisen und dann auf das Mengensystem der o-Algebra hochzuziehen. Was damit gemeint ist, wollen wir
nun genauer untersuchen.

Definition 1.8 (Mafl) & sei ein Mengensystem iiber €, das die leere Menge enthilt. Eine Mengenfunktion
w: € — R heillt Maf$ auf £, wenn

1. wu(0) =0 (Nulltreue),
2. w(E) >0 fiir alle F € &,
3. w(UnEy,) =307 P(E,) fiir jede Folge E1, Es, Fs, ... € £ von paarweise disjunkten Teilmengen.

Bekannte Beispiele sind das Diracma$l (auch Punktmaf oder Punktmasse genannt)

] [0, wé¢EFE
du: € = {0,1}, 5W(E)—{L weE
oder das Zahlmaf
|Al, A endlich

w: A— NU{oco}, M(A){

00,  sonst.

Wie man leicht einsieht, erfiillt auch das Nullmafl ¢ = 0 die obige Definition.

Work in progress. ..
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Definition 1.9 (Messraum, messbare Menge, Mafiraum) Es sei {2 nichtleer und B eine o-Algebra {iber 2. Das
Paar (€, B) heift Messraum; die Elemente von B heiflen messbare Mengen; das Tripel (2, B, u) heifit Mafraum.

Die Definition des MafBraums dhnelt bereits stark der Definition des Wahrscheinlichkeitsraums (€2, B, P) fiir
ein Wahrscheinlichkeitsmafl P. (Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein MaBraum (Q, B, P) mit P(Q2) = 1; die
Normiertheit impliziert zusammen mit der Additivitit des Mafies P die Nulltreue P(0) = 0.)

Wir kommen zu einem wichtigen Baustein bei der Konstruktion eines eindeutigen Mafles auf den Borelmengen,
dem Fortsetzungs- und Eindeutigkeitssatz von Carathéodory.®> Als Mengensystem F wihlen wir einen Erzeuger
der Borelschen o-Algebra, den wir mit der algebraischen Struktur eines Rings versehen.

Definition 1.10 (Ring) Ein System F von Teilmengen iiber einer Menge 2 heifit Ring, wenn
1. 0 e F,

2. ABe F=AUBEF,

3. ABe F=B\AcF.

Aus der Definition 1.2 folgt zusammen mit den de Morganschen Regeln, dass jede Algebra auch ein Ring ist.

Satz 1.11 (Carathéodory, 1914) Jedes o-endliche Maf$ v auf einem Ring £ (d.h., es existieren E,, € £ mit
E, 1T Q und p(E,) < oo fiir alle n € N) lisst sich eindeutig auf die von £ erzeugte o-Algebra fortsetzen, d.h., es
existiert ein eindeutiges Maf$ p* auf o(€), so dass u*(F) = u(E) fir olle E € €.

Beweis. Wir werden den Beweis nur skizzieren und wie zuvor auf die einschlédgige Literatur verweisen.
1. Zun#chst definieren wir ein sogenanntes dufleres Mafl durch

o0
w2t s Ryt (B) = inf S (B, (1.1)
e n=1

wobei E,, € £ und wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit annehmen kénnen, dass die Uberdeckung von
E C U,E, durch die E,, disjunkt ist (ansonsten wihlen wir statt der E,, € £ die Mengen E,, \ (F; U...U
E,_1)€é).

2. Von p* ldsst sich zeigen, dass p*(F) = u(FE) fir alle E € £ und dass es sub-o-additiv ist, d.h., dass
(U)o 12
n=1 n=1

Die erste Eigenschaft ergibt sich im wesentlichen direkt aus (1.1), indem man sich zuniichst klarmacht, dass
p*(E) < p(E) und dass wegen der o-Additivitdt von p umgekehrt p*(E) > u(E) gelten muss; folglich ist
P (E) = p(F) fur alle E € £. Um die Sub-o-Additivitét zu beweisen, nehmen wir an, dass ), p*(E,) < 0o
ist — andernfalls gilt die Ungleichung (1.2) trivialerweise — und betrachten eine Folge {F}'}, k¥ € N von
Uberdeckungungen von E,, fiir jeweils festes n € N. Die Uberdeckungen seien so gewihlt, dass

- * n * €
SWER) < pf(E) 4+ =, €0,

Mit der Uberdeckungseigenschaft der {F}'} folgt nun

v (U E> S < 3w () e
n=1 n=1k=1 n=1

und der Grenzwert € — 0 liefert die Sub-o-Additivitdt des dufleren Mafles.

3 Konstantinos Karatheodori (1873-1950), griech. Mathematiker

Work in progress. ..
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3. Wir definieren eine Menge B C () als p*-messbar, wenn
p(A) > (AN B) + u* (AN B°) VA€ 2¢ (1.3)

und zeigen dass die p*-messbaren Mengen eine o-Algebra B5* bilden und dass p* auf B* o-additiv ist.

Wir werden als erstes zeigen, dass die p*-messbaren Mengen eine Algebra bilden. Dazu machen wir uns
zunichst klar, dass (1.3) wegen der Subadditivitit von pu* gleichbedeutend ist mit der Aussage

p(A) = (ANB) + u* (AN B°) VA 2? (1.4)

d.h., B ist p*-messbar, wenn Sie jede Teilmenge A C 2 in disjunkte Teilmengen zerlegt, auf denen p* additiv
ist. Damit sehen wir sofort, dass § € B*; aufgrund der Symmetrie von (1.4) liegt mit jeder Menge B € B*
auch ihr Komplement in B*. Fiir zwei Mengen Bi, By € B* gilt nun

p(A) = p* (AN By) + p" (AN BY)

w (AN By) 4+ p (AN BfN Bs) + p* (AN Bf N BS)
w((ANB1)U(ANBYN Bs)) + p* (AN Bf N BS)
1w (

(AN (B1UBg)) + p* (AN (B U By)°),

>
>

wobel wir in den ersten beiden Ungleichungen die Definition (1.3) und in der dritten Ungleichung die Sub-
additivitat von p* ausgenutzt haben — die letzte Zeile folgt aus der Anwendung der de Morganschen Regeln
und der Distributivitdt der Mengenoperationen “N” und “U”. Damit ist By U By € B*.

Abgeschlossenheit von B* beziiglich abzihlbaren Vereinigungen und o-Additivitéit von p* zeigt man in einem
Zuge — durch Induktion: Sei Fy, Es, ... eine Folge disjunkter Mengen in £ mit E = U, E,,. Wenn wir in (1.4)
fiir A die Menge A N (Ey U E3) und fiir B die Menge E; einsetzen, so folgt aus

(AN (ELUE) =p (AN Ey) + u* (AN Ey)

per Induktion, dass

w* (Aﬂ GE"> :i,u*(AﬂEn) vm e N.

n=1

Da wir soeben bewiesen haben, dass UM, E,, € B*, ergibt sich zusammen mit (1.3), dass

(o @ )ﬂ” (=)

f: WF(ANE°),

| \%

©(A)

\%

insbesondere also -
p(A) 2 S p (AN By 4t (AN B
n=1
Andererseits folgt aus der Sub-o-Additivitidt des dulleren MafBes, dass

S WH(ANE,) + p (ANES) > p*(ANE) + p* (AN E°)
n=1

> 1 (A).

Aus der Kombination der letzten beiden Ungleichungen kénnen wir also schlieen, dass

(A = 3 (AN E,) + p* (AN EY) = u* (AN E) + (AN E°).

n=1

Die zweite Gleichheitszeichen driickt dabei aus, dass F = U, F,, in B* liegt, die erste Gleichung besagt, dass
das duflere Mafl p* auf B* o-additiv ist — voilal

Work in progress. ..
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4. Es bleibt zu zeigen, dass B* D ¢(€). Das ist aber klar, denn wir haben bewiesen, dass B* eine o-Algebra ist,
die £ enthilt. Also ist mit B* D & auch B* D ¢(€) und p* ist die gesuchte Fortsetzung von p auf o(&).

5. Die Eindeutigkeit des fortgesetzten Mafles ergibt sich aus einer Eigenschaft monotoner Klassen. Dazu nehmen
wir an, es wiirden zwei unterschiedliche Fortsetzungen p; und pg auf o(€) existieren und definieren

M = {M € o(€): pa(M) = ps(M)}

Aus der Stetigkeit von Maflen folgt nun, dass wenn M,, eine aufsteigende Kette von Teilmengen ist (d.h.
M; C M, C ...), auch ihre Vereinigung U, M,, in M liegt bzw. fiir eine absteigenden Kette M7 D My D ...
ihr Schnitt N, M,. Eine solche Familie M C 29 heifit monotone Klasse. Nach dem Satz iiber monotone
Klassen [5, Satz 1.6.2] gilt aber, dass die kleinste monotone Klasse, die £ enthilt, gerade o(€) ist und somit

p(E) = p2(E) = p*(E) VE € o(£).
O

Anmerkung 1.12 In einer etwas allgemeineren Fassung des Satzes von Carathéodory ist das Mafl p nur auf
einem Halbring statt auf einem Ring definiert; man spricht in diesem Fall von einem Pramaf. Jeder Ring ist
auch ein Halbring, und der Einfachheit halber haben wir den Satz in seiner vereinfachten Fassung bewiesen.

Was haben wir nun gewonnen? Offenbar 16st der Satz von Carathéodory nicht unser Mafiproblem, sondern
fithrt es auf seine Losung auf einem Mengenring zuriick. Die weitere Strategie zur Definition eines eindeutigen
Wahrscheinlichkeitsbegriffs fiir Borelmengen wird sein, den Halbring der halboffenen Teilmengen (a,b] C R™
etwas aufzupeppen, so dass er zu einem Ring wird und darauf dann unser Maf3 zu definieren.

Lebesguemafl, Wahrscheinlichkeitsmaf3, Verteilungsfunktion

Die Tatsache, dass wir den Intervallen problemlos einen Inhalt bzw. ein Volumen zuordnen kénnen und dass die
halboffenen Intervalle die o-Algebra der Borelmengen erzeugen, erkliart die Bedeutung der Borel-o-Algebra fiir
die Mafitheorie. Wir beschréinken uns zunichst auf den Fall n = 1. Sei also Z = I'! das System der halboffenen
Intervalle I, = (a,b] auf R; einen Ring F erhalten wir, wenn wir zu Z die disjunkten endlichen Vereinigungen
der Intervalle I, ;, und die leere Menge hinzunehmen. Da die von F erzeugte o-Algebra o(F) gerade die Borel-
o-Algebra B(R) iiber R ist, besagt Satz 1.11, dass ein eindeutiges Maf§ A auf den Borelmengen existiert, das
jedem Intervall I, , seinen elementargeometrischen Inhalt A\(I, ) = b— a, sprich: seine Linge zuordnet. Die letzte
Aussage konnen wir als Definition des n-dimensionalen Lebesguemafles heranziehen:

Definition 1.13 (Lebesguema$, Lebesgue-Borel-Maf}) Das Mafi A™: B(R™) — [0, 0], das jedem n-dimensio-
nalen Intervall I}, = (a1,b1] X ... X (an,bs] C R™ sein Volumen

N'(Igy) = H(bi —a;),

zuordnet heifit Lebesguemaj$ bzw. Lebesgue-Borel-Mafl

Da das Lebesguemaf all die geforderten Eigenschaften eines Volumenmafles hat, ist es die Losung unseres
Mafproblems, sofern wir die Einschrinkung auf Borelmengen akzeptieren. Doch zuriick zum Fall n = 1 und
zu den Wahrscheinlichkeiten: Das Lebesguemafl hat die Eigenschaft, dass neben der leeren Menge auch jede
hochstens abzéhlbare Menge das Mafi 0 hat, was bei der Betrachtung von fast sicheren Ereignissen eine Rolle
spielen wird.*

Wir werden nun zeigen, dass eine Eins-zu-eins-Beziehung zwischen Wahrscheinlichkeitsmaflen P — im Falle
der Gleichverteilung sind das gerade die normierten Lebesguemafie — und den sogenannten Verteilungsfunktionen
existiert. Dazu sei F': R — R eine Funktion die monoton wachsend ist (im Sinne von nicht fallend); fir F' gelte

lim F(z)=0, lim F(z)=1.
Tr—r00

T——00
und wir definieren ein endlich additives Wahrscheinlichkeitsmafl durch die Abbildung
P(Iop) = F(b) — F(a)

4 Dass abzihlbare Mengen Lebesgue-Nullmengen sind, folgt sofort aus der Stetigkeit des MaBes von oben, A({z}) =
limp— 00 A((z — 1/n,2]) = limp— oo 1/n = 0, und seiner o-Additivitét.

Work in progress. ..
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zunéchst fiir beliebige Intervalle I, , € Z bzw. als Summe

P (U Ian,bn> = Z (F(bn) — F(an))

n=1
fiir die endlichen Vereinigungen, die in F enthalten sind. Das folgende Resultat beleuchtet den Zusammenhang
zwischen Verteilungsfunktion und Wahrscheinlichkeiten etwas genauer.
Satz 1.14 (frei nach Lebesgue, 1902) P ist o-additiv auf B genau dann, wenn F rechtsseitig stetig ist. Zu
jedem o-additiven Wahrscheinlichkeitsmaf$ existiert also genau eine rechtsseitig stetige Funktion F mit

lim F(z)=0, lim F(z)=1,

Tr—r—00 T—>00

so dass
F(z)=P(I_-»,) YzeR

und umgekehrt.

Beweis. Die wesentliche Schwierigkeit besteht darin, die o-Additivitdt mit der Rechtsstetigkeit von F' zu
verbinden. Wir skizzieren den Beweis und stellen zunéchst I, , = (a,b] als abzihlbare, disjunkte Vereinigung

Ia,b = fj In, In = (an;bn]

n=1

dar. Wegen der endlichen Additivitdt von P gilt dann

P (G In> = iP(In) +P ( G In> > Emjp(fn). (1.5)

n=m

Ist also P o-additiv, so muss gelten, dass P(B,) — 0 fiir jede absteigende Kette By D By D ... € B mit B, | 0,
woraus sofort die Stetigkeit von F' von rechts folgt. Um umgekehrt die o-Additivitit von P aus der rechtsseitigen
Stetigkeit zu folgern, verfahren wir wie folgt:

1. Da die Ungleichung (1.5) fiir alle m € N gilt, ist
o0
P(Iop) > P(I,). (1.6)
n=1

2. Sei nun € > 0 fest. Wegen der rechtsseitigen Stetigkeit von F' gibt es ein « € (a,b], so dass F(«a) — F(a) <
€/2. Mit dem gleichen Argument kénnen wir zu jedem Teilintervall I,, = (an,by] ein 8, > b, finden mit
F(B,) — F(b,) < 27"~ 1. Offenbar ist [a,b] C Uy, (an,Bn), und der Satz von Heine-Borel sagt uns, dass es
fiir [, b] eine endliche Uberdeckung durch offene Mengen gibt, d.h. es gibt ein m € N, so dass

[aa b] - U (an; Bn) C U (anvﬁn} .
n=1 n=1

Wegen (a, b] C [a, b] gilt das gleichermafien, wenn wir den linken Randpunkt auslassen, so dass wir aus der
(endlichen) Subadditivitét von P folgern kdnnen, dass

P(Iop) <Y P(la,p,)- (1.7)

Aus der rechtsseitigen Stetigkeit von F' bei a und b,, erhalten wir ferner die Abschitzungen

P(la, 5,) < P(la,p,) + (1.8)

2n+1

sowie

N =

P(Iy) < P(Iny) + g (1.9)

Work in progress. ..
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3. Aus (1.7)—(1.9) folgt sodann

und somit -
P(Iop) > P(I) (1.10)
n=1

Die Ungleichungen (1.6) und (1.10) liefern zusammen die o-Additivitidt von P.
O

Anmerkung 1.15 Die maflerzeugende Funktion F': R — R aus Satz 1.14 heifit Verteilungsfunktion. Thre
Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dass zwei Kandidaten Fip, Fs fiir F' sich hochstens um eine Konstante ¢
unterscheiden konnen, d.h., F; = F5 + ¢; nun gilt aber Fy(z), F3(z) — 1 fiir £ — oo, d.h., ¢ = 0.

Anmerkung 1.16 Die Aussage des Satzes 1.14 gilt analog fiir das Lebesgue-Mafl A. Wird A durch eine
rechtsseitig stetige, monotone Funktion F' dargestellt, spricht man auch vom Lebesgue-Stieltjes-Mafs.

Beispiel 1.17 Das Ma8 der Gleichverteilung auf einer Grundmenge 2 C R mit A(2) < co ist das normierte
Lebesguemaf

P(A)zi\\EA;, A€ BOQ).

Ist also €2 = [¢, d], so gilt insbesondere

P(I,4) =F(®)—F(a), Iup Cled]

s

mit
0, z<c
Fla)=< 7=, c<z<d
1, T >d

1.3 Integration messbarer Funktionen

Im folgenden sei (2,&, 1) ein Mafiraum. Wir wollen nun den MaBbegriff, mit dessen Hilfe sich Volumina von
beliebigen Borelmengen im Prinzip berechnen lassen, auf Mafle erweitern, bei denen die Punkte der Basismenge
Q mit einer Funktion gewichtet sind, also etwa in der Art von

P(X <c)= \/127‘_/_cocexp (—f) do = % (1+erf (\%)) :

wenn (R, B(R), N (0,1)) der Wahrscheinlichkeitsraum der Standard-Normalverteilung ist, wie bei der Berechnung
des Volumens der dreidimensionalen Einheitskugel K, = {z € R3: [z]2 <1} C R3°
4
N(E)= [ dv="T
K; 3

oder schlieflich bei der Berechnung von Erwartungswerten einer Zufallsvariable X : Q — R,
E[X] = / X (w)dP(w).
Q

5 Man mache sich klar, dass A*(K1) = 0 ist, d.h., die dreidimensionale Einheitskugel K1 C R?3 ist zwar gleichmichtig zum
Kontinuum, aber dennoch eine Lebesgue-Nullmenge, wenn man sie als Untermannigfaltigkeit des R* betrachtet.

Work in progress. ..
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Messbarkeit, Bildmaf3

Die folgende Definition sollte aus der elementaren Stochastik bekannt sein und nicht weiter tiberraschen — wir
identifizieren Zufallsvariable mit messbaren Funktionen.

Definition 1.18 (messbare Funktion) Eine messbare Funktion bzw. Zufallsvariable ist eine Abbildung f:  —
R, fiir die gilt, dass f~1(B) = {w € Q: f(w) € B} fiir eine beliebige Borelmenge B € B(R) eine messbare
Teilmenge von € ist, d.h., dass f~1(B) C £.

Nach der Definition der Messbarkeit ist f~!(B) eine messbare Menge, der ein Maf zugeordnet werden kann,
d.h., wir kénnen das transformierte Ma$ y¢(B) = (uo f~')(B) bestimmen. Dieses MaB heifit Bildmaf von p unter
f- In der Sprache der Wahrscheinlichkeitstheorie klingt das so: Ist P ein Wahrscheinlichkeitsmafl und X: Q@ - R
eine Zufallsvariable, so ist (R, B(R), Px) der durch X induzierte Wahrscheinlichkeitsraum.

Anmerkung 1.19 Auch bei der Messbarkeit kommt uns das Konzept des Erzeugers zupass. Da ndmlich B(R)
eine erzeugte o-Algebra ist, z.B. von dem System der halboffenen Mengen I, 3, reicht es, die Messbarkeitseigen-
schaft auf dem Erzeugendensystem nachzuweisen, d.h., man zeigt, dass alle f~!(l, ;) in € liegen.©

Beispiel 1.20 Wir wollen nun einige Beispiele von messbaren Funktionen aufzéihlen, die uns beim Entwickeln
eines fiir die Wahrscheinlichkeitstheorie brauchbaren Integralbegriffs begegnen werden.

e Fiir beliebige Mengen A € B(R), ist die charakteristische Funktion, auch Indikatorfunktion genannt und
definiert als

0, A
XAB%{Oal}a XA(W):{I ZiA

messbar und beschrankt.

o Ist {A;: i=1,...,m} eine endliche Partition von €2 in messbare Mengen A;, so ist die Funktion

f@)=> yixa,(w),y €R
1=1

eine messbare Funktion, die als Treppenfunktion oder einfache Funktion bezeichnet wird; einfache Funktionen
sind allgemein messbare Funktionen f: 2 — R mit endlichem Bild, d.h., f(Q) = {y1,...,Ym}-

e Summen, Produkte, Verkettungen, Grenzwerte messbarer Funktionen(-folgen) sowie einige elementare Ope-
rationen wie “min” oder “max” liefern wieder messbare Funktionen.”

Lebesgue-Integral
Wir werden nun die Begriffe Lebesgue-Integral und Lebesque-Integrierbarkeit entwickeln. Die Strategie wird
dhnlich wie beim Riemann-Integral darin bestehen, zunéchst das Integral fiir eine Folge von Treppenfunktio-
nen zu definieren und dann den Grenzwert zu bilden. Der Einfachheit halber beschréinken wir uns auf den Fall,
p() < oo

und verfahren wie folgt.

1. Lebesgue-Integral fiir Treppenfunktionen: Fiir Treppenfunktionen
m
fri QR (W) =D yixa, (W),
i=1

mit A; = £ 1(y;) und Q = {A4;: i =1,...,m} definieren wir das Lebesgue-Integral als die Summe

me?ZWm> (111)

6 (A,
7 UA.

Work in progress. ..
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bzw.

/ frmdp:=>> yiu(AinB), BCQ. (1.12)
B i=1

Wie sich leicht zeigen lisst, ist die Lebesgue-Summe von der Darstellung von f,, unabingig (die y; miissen
i.A. nicht paarweise verschieden sein und die A; dementsprechend nicht disjunkt). Ebenso zeigt man:

(a) Linearitit: Sind fo,, gn: © — R Treppenfunktionen, so gilt

[ @t + B9y du=a [ fudu+5 [ gudn va.5eR.

(b) Positivitit: Ist f,, > 0, so ist
/fm dp > 0.

/fmdué/gndu-

Wegen der Positivit gilt insbesondere, dass

(¢) Monotonie: Ist f, < gm, so auch

‘ [ 5 du‘ < [Vl < sup 1 @ln(@).

2. Lebesgue-Integral fiir beschrinkte, messbare Funktionen: Es sei f: 2 — R eine beschrinkte,
messbare Funktion, also sup,, |f(w)] < M < oco. Ferner sei (f,,)men, eine Folge von Treppenfunktionen,
die gleichméfBig gegen f konvergiert d.h.,

sup | fm(w) — f(w)| = 0 fiir m — oo.
weN

Dass eine solche Folge immer existiert, sieht man, indem man z.B. das Intervall [—M, M] in 2™ dquidistante
Teilintervalle zerlegt und f,,, = [2™f]/2™ setzt, wobei |z| die grofite ganze Zahl ist, die kleiner als x ist.®
Dann ist sup,, | fm(w) — f(w)] < 2M/2™ und wir definieren das Lebesgue-Integral als

/ fdp:= lim fmdw, BCQ. (1.13)
B m— o0 B

Der Grenzwert existiert, denn die Lebesgue-Summe iiber f,, ist eine Cauchy-Folge.

3. Verallgemeinerung auf beliebige messbare Funktionen: Wir nehmen zunéchst an, dass f nicht-negativ
sei und verzichten dabei auf die Forderung, dass f beschrénkt sein soll. Sei also h eine beschrankte, messbare
Funktion mit der Eigenschaft 0 < h < f. Wir definieren das Lebesgue-Integral als

/fdu = {sup/hdu: h beschrinkt, 0 < h < f} . (1.14)
h

Das Lebesgue-Integral als Supremum des Lebesgue-Integrals (1.13) fiir beschriinkte Funktionen ist damit
auch fiir nicht-negative, messbare Funktionen wohldefiniert. (Das Integral kann den Wert unendlich anneh-
men). Zu guter Letzt lassen wir auch negative Funktionen zu: Seien f* = max{0, f} bzw. f~ = —min{0, f}
die (messbaren) positiven und negativen Aste von f. Da f~ nicht-negativ ist und sich f durch f = f* — f~
darstellen lasst, konnen wir das Integral beliebiger messbarer Funktionen einfach als

[ran=[sran- [ a

8 Die Funktion fm nimmt jeweils nur endlich viele rationale Werte an k/2™ mit 0 < k < m2™, und die Urbildmengen {w €
Q: k2™ < f(w) < (k+1)/2™, 0 < k < m2™} sind messbar. D.h., fn, ist eine Folge von Treppenfunktionen; fp, ist sogar monoton,
denn nach Konstruktion ist fi(w) < f2(w) < f3(w) < ... fiir alle w € Q.

definieren.

Work in progress. ..
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4. Eindeutigkeit des Lebesgue-Integrals: Wir miissen zeigen, dass der Wert des Lebesgue-Integrals fiir
beschriankte und messbare Funktionen unabhéngig von der approximierenden Funktionenfolge ist. Dazu
betrachten wir zwei monotone Folgen (f,)men und (gm)men von Treppenfunktionen, die gleichmiflig gegen
f konvergieren. Wir miissen zeigen, dass dann

Dabei kénnen wir ohne Einschréankung der Allgemeinheit annehmen, dass

() < () S gnle) < J(@) + o

fir alle w € Q und fiir eine geeignete Konstante L < oo. (Zum Beispiel kénnen wir f,, wie oben und
gm = [2™f]/2™ wihlen, wobei [z] die kleinste ganze Zahl grofier = ist, womit L = 2M < oo ist.) Aus der
Monotonie der Lebesgue-Summe und der Positivitéit folgt sogleich, dass

L
[tmin< [omdn< [ fudut n@ vmen

und damit

lim fmdu = lim /gm du .
m—»o0 m—o0

Der wesentliche Unterschied zwischen dem Lebesgue- und dem Riemann-Integral besteht darin, dass bei der
Konstruktion des Ersteren der Bildbereich, wihrend bei Letzterem der Definitionsbereich der zu integrierenden
Funktion diskretisiert wird. Insbesondere gilt, dass, wenn das Lebesgue-Integral von f = f* — f~ endlich ist, es
dann auch fiir | f| = f* + f~ endlich ist. Wir fassen die letzten Schritte mit einer Definition und einem Satz iiber
die wichtigsten Eigenschaften des Lebesgue-Integrals zusammen.

Definition 1.21 (Lebesgue-Integrierbarkeit, Lebesgue-Integral) Sei f: & — R eine messbare Funktion mit
Positiv- und Negativteil f* und f~. Die Funktion f heifit Lebesgue-integrierbar oder u-integrierbar, wenn

/f+du<oo und /f_d,u<oo.

/fdu=/f+du—/f‘du
definiert.

Lemma 1.22 (Eigenschaften des Lebesgue-Integrals) Fir u-integrierbare Funktionen f,g: Q — R gilt:

Das Lebesgue-Integral ist durch

1. Linearitat: Fir beliebige o, 8 € R ist

[@t+sgdn=a [ sdu+s [gan.

/fduZO.
/fdué/gdu-

Wegen der Positivit gilt insbesondere, dass

’/fdu‘S/fldu-

Beweis. Die Eigenschaften des Lebesgue-Integrals ergeben sich direkt aus den Eigenschaften der Lebesgue-
Summe (UA). O

Work in progress. ..
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Das folgende Beispiel ist ein Klassiker, an dem der Unterschied zwischen Lebesgue- und Riemann-Integral
noch einmal verdeutlicht wird.

Beispiel 1.23 Es sei xq: [0,1] — {0,1} die charakteristische Funktion der rationalen Zahlen (Dirichlet-
Funktion)

0, w¢QnIo,1]
XQ(“’):{ 1, weQnlo,1]

Das Riemann-Integral ist fiir diese Funktion nicht definiert, da die Obersumme stets den Wert 1 hat, die Unter-
summe jedoch 0 ist, da fiir jede noch so feine Zerlegung Ui I, = [0, 1] in jedem der Teilintervalle Ij stets beliebig
viele rationale und irrationale Zahlen liegen. Fiir das Lebesgue-Integral ist jedoch

| xadr= [ xanoudh=x@n(o.1) =o.
[0,1] R
da das Lebesguemaf einer abzéhlbaren Punktmenge — und das ist Q N [0, 1] — gleich null ist.

1.4 Konvergenzsitze der Mafitheorie (starke Konvergenz)

Wir werden nun Aussagen iiber die Vertauschbarkeit von Integral und Limes bei der Integration iiber Funktio-
nenfolgen untersuchen. Dazu werden wir uns als erstes die verschiedenen Varianten der Aussage f,, konvergiert
gegen f fir Zufallsvariablen (d.h. messbare Funktionen) ins Gedéchtnis rufen.

Definition 1.24 (Fast sichere Konvergenz) Eine Folge von messbaren Funktionen f,, konvergiert fast sicher

gegen f (symbolisch: f, by f), wenn es eine p-Nullmenge N C Q gibt und

lim f,(w) = flw) YweQ\N.

n—oo

Definition 1.25 (Konvergenz dem Mafle nach bzw. Konvergenz in Wahrscheinlichkeit) Eine Folge von messba-
ren Funktionen f,, konvergiert dem MaBe nach gegen f (symbolisch: f,, £ f), wenn

ILm w{we Q| fulw) — f(w)]>€}) =0 Ve>0.
Lemma 1.26 Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz dem MafSe nach, die Umkehrung gilt nicht.

Beweis. Sei p(N) = 0 fiir eine Menge N C €. Konvergenz f,(w) — f(w) fir alle w € @\ N bedeutet, dass

Uwelfuw) —fwlzead () Ulwe:falw) - fw)|=ed SN

m=1n=m

fiir alle € > 0. Wegen der Stetigkeit des Mafles von oben gilt, dass

n({w € Q: | fulw) — F@)] = ) < u ( U {w € Q: [fulw) = f()] > e}>

n=m

w(ﬂ {MEQ:Ifn(w)—f(w)Z€}>-

m=1n=m

Der letzte Ausdruck ist wegen der Monotonie des Mafles durch p (V) nach oben beschriinkt. Nach Voraussetzung
ist jedoch p(N) = 0, somit folgt f, = f. Fiir die Umkehrung reicht ein Gegenbeispiel: Die Folge f,,(w) = x 1, (W)
auf Q = [0,1] mit I; = [0,1/2], I = (1/2,1], Is = [0,1/3], Iy, = (1/3,2/3], Is = (2/3,1], Is = [0,1/4] etc.
konvergiert dem Mafle nach gegen 0, nicht aber fast sicher. O

Obwohl bis auf die Ausnahme von Satz 1.27 alle der folgenden Konvergenzsitze auch fiir unendliche Mafle
gelten, nehmen wir der Einfachheit halber an, dass u(2) < oo sei. Das ist fiir unsere Zwecke (Wahrscheinlich-
keitsmaBe) ausreichend und macht die Beweise eleganter. Uber die Vertauschbarkeit von Integral und Grenzwert
im Falle gleichmé&fig beschrénkter Folgen gibt der folgende Satz Auskunft.

Work in progress. ..
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Satz 1.27 (Satz von der beschriinkten Konvergenz) Fiir eine Folge (fn)nen gleichmiflig beschrinkter, messba-
rer Funktionen, die dem Mafle nach gegen f konvergiert, gilt

lim fndu:/fdu.
n— oo

‘/fndu—/fdu’=’/(fn—f)du'S/Ifn—fldu,

und es reicht zu zeigen, dass aus f, - 0 auch J 1 fnldp — 0 folgt. Nun ist

nl du = | du + nld
/|f| ” /Ifn<€|f| ” /mzjfl ,
< ep({w e Q: |fu] <e}) + Sgngn(w)Iu({w €0:|ful 2 €}).

Beweis. Es gilt

Fiir n — oo strebt der zweite Summand wegen der gleichméfiigen Beschrianktheit der f,, d.h. sup, |f.(w)| <
Cy < oo fiir alle n € N, und der Eigenschaft f,, =5 0 gegen 0, der erste Summand ist wegen der Endlichkeit von
p durch Coe mit 0 < Cy < oo beschrankt. Demnach existiert eine Konstante 0 < (3 < 0o, so dass

limsup/\fn|d,u§Cge Ve > 0.

n—oo

Da € beliebig klein gewihlt werden kann, folgt die Behauptung. O

Anmerkung 1.28 Ohne die Annahme p(2) < oo ist der Satz falsch, wie man sich leicht anhand des Beispiels
fn(w) = n"'x (0, (w) fiir das Lebesguema p = A klarmachen kann. Offenbar ist |f,| < 1 fiir alle w € Q und
n € N, und f, konvergiert auf ganz R punktweise gegen 0. Somit erhalten wir

= im = im = lim 7)\((()’”])
0—/Rl fnd)\—/ROd)\#l and)\—l

n—oo n—oo n—oo n

=1.

Auch ohne die gleichméflige Beschrénktheit geht es schief: Die Folge g, (w) = nw™ auf Q = [0, 1] konvergiert fast
sicher gegen 0, denn g, — 0 aufler auf der Lebesgue-Nullmenge N = {1}. Damit gilt erst recht g, A 0, aber

n
gndr= " 1.
/[0,1] n+1

Wie der letzte Satz ohne die gleichmiilige Beschriinktheit aussiihe, sagt das berithmte Lemma von Fatou.”
Satz 1.29 (Fatou, 1907) Sei (f,)nen eine Folge nicht-negativer, messbarer Funktionen mit f, £ f. Dann

gilt
liminf/fndu > /fdu.
n—oo
Beweis. Sei g eine beschriankte und messbare Funktion mit der Eigenschaft 0 < g < f. Dann ist die Folge
hy, = min{f,, g} gleichméBig beschrinkt und konvergiert punktweise gegen ¢, denn
lim h, = min{f, g} =g.
n—oo

Nach dem eben bewiesenen Satz 1.27 gilt damit:

lim hnd,u:/gdu.

n—oo

Nun ist aber [ hndp < [ fodp fiir alle n € N, woraus wir folgern konnen, dass

/gdu < liminf/fndu.

n—oo
Die Behauptung folgt nun aus der Tatsache, dass 0 < g < f beliebig war und sich das Lebesgue-Integral iiber
f > 0 als Supremum iiber Integrale von beschrinkten Funktionen gemifl (1.14) schreiben lésst. O

Als Korollar aus dem Fatou-Lemma erhalten wir einen der wichtigsten Konvergenzsitze der Mafitheorie, der
auf Beppo Levi zuriickgeht.19

9 Pierre Fatou (1878-1929), frz. Mathematiker
10 Beppo Levi (1875-1961), ital. Mathematiker

Work in progress. ..
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Satz 1.30 (Satz von der monotonen Konvergenz, 1906) Fiir jede monotone Folge (fn)nen nicht-negativer,
messbarer Funktionen mit f, T f gilt

lim fndu:/fdu.
n—oo

Beweis. Wegen der Monotonie des Integrals gilt

lim fndug/fdp Vn € N.
n—oo

Umgekehrt folgt aus dem Lemma von Fatou, dass

liminf [ f,dyu = lim /fnd,uz/fdu
n—oo

n—oo
und damit die Behauptung. O

Korollar 1.31 Ist g > 0 messbar fiir alle k € N, so gilt nach Satz 1.30, dass

[ (S )3 (foem):

Anmerkung 1.32 Typischerweise wird der Satz von der monotonen Konvergenz ohne die Zuhilfenahme des
Fatou-Lemmas bewiesen, da er zum einen é&lter ist (isb. in seiner urspriinglichen Formulierung durch Lebesgue)
und da er zum anderen fiir bedeutender erachtet wird. Welcher Satz bedeutsamer ist, soll an dieser Stelle nicht
diskutiert werden, wir werden aber sehen, dass auch der néichste wichtige Satz, der Satz von der majorisierten
Konvergenz von Lebesgue, sich mit Hilfe des Lemmas von Fatou beweisen lésst.

Satz 1.33 (Satz von der majorisierten Konvergenz, 1910) Es sei (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen
mit f, £ f. Ferner sei g: Q — R eine integrable Funktion mit |f,(w)| < g(w) fiir alle n € N. Dann gilt

lim fndu:/fdu.

n—0o0

Beweis. Nach Voraussetzung sind die Funktionenfolgen g+ f,, messbar und nicht-negativ mit g+ f,, ©> g+ f.
Auf g + f, angewandt liefert Satz 1.29

iimint [(g+ £,)du> [(g+ Pda.

Da g integrabel ist, konnen wir [ gdu < oo abziehen, woraus folgt, dass

liminf [ f,dp > /fdﬂ.
n— oo

Umgekehrt liefert Satz 1.29 fiir g — f,, die Ungleichung

limSUP/(g—fn)duZ lglrgggf/(g—fn)dﬂ > /(g—f)du,

n—oo

von der wir wieder f gdp < oo abziehen diirfen. Zusammen mit der Ungleichung fiir g + f,, erhalten wir

liminf/fn du> [ fdu> limsup/fn du,
n—00 n—00

also Gleichheit und damit die gewiinschte Aussage. O

Anmerkung 1.34 Auch dieser Satz wird falsch, wenn man die Bedingung, dass f, durch eine integrable
Funktion g majorisiert wird, weglisst. Als Beispiel betrachten wir

n, we0,1/n]
fn(w){ 0, sonst.

Work in progress. ..
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1 1 k. 1
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
x

Abb. 2 Konvexe Funktion ¢(z) (blau) und ihre Subgradienten an der Stelle z =1 (rot).

Fiir die Folge (fn)nen auf Q = [0, 1] ldsst sich keine Majorante finden, denn, obwohl f,, — 0, miisste jede solche
Funktion g auch eine Majorante des punktweisen Supremums h(w) = sup,, fn(w) sein. Allerdings ist

m—1 m—1
1
hdAz/ hd) = / ndr—= S L
/[0,1] (+,1] ; (k12 7;”*1

und der Ausdruck rechts divergiert fiir m — oo. Tatséchlich sieht man sofort, dass

1= lim fnd)\;é/fd)\:o.

Die Jensensche Ungleichung

Wir betrachten nun konkret Mafie mit der Eigenschaft ;(€2) = 1. Es sei also g = P ein Wahrscheinlichkeitsmaf}
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 8, P) und X : Q — R eine Zufallsvariable (d.h. eine messbare Funktion).

Definition 1.35 (Erwartungswert einer Zufallsvariable) Der Erwartungswert von X ist definiert als

E[X]:/QX(oJ)dP(w):/RdeX(aj), (1.15)

wobei Px = P o X~ ! das durch X induzierte BildmaS ist.
Definition 1.36 (Konvexe Funktion) Eine Funktion ¢: R — R heifit konvez, wenn
Ay + (1= Nz) < Ap(y) + (1 = Ao (x)

fiir alle 2,y € R und A € [0, 1]. Ist —¢ konvex, so heifit ¢ konkav.
Anmerkung 1.37 Konvexe Funktionen miissen weder stetig noch differenzierbar sein.
Satz 1.38 (Jensen-Ungleichung) Sei ¢: R — R eine konvexe Funktion. Sind ¢ und ¢ o X integrabel, so gilt

¢(E[X]) < E[¢(X)].

Beweis. Aus Lemma 1.22 wissen wir, dass die Ungleichung stimmt, wenn ¢(z) = |z| die Betragsfunktion
ist. Allgemein gibt es wegen der Eigenschaft konvexer Funktionen, subdifferenzierbar zu sein, stets Konstanten
a,b € R, so dass ax + b < ¢(x) fiir alle x € R (siehe Abb. 2). Insbesondere gilt also

aX(w)+b<P(X(w) Ywel.

Work in progress. ..
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Die Konstanten a, b lassen sich so wiihlen, dass am + b = ¢(m) fiir ein beliebiges m € R gilt. Mit m = E[X] folgt
aus der Linearitdt des Erwartungswertes, dass

E[¢(X)] > am +b = ¢(m) = $(E[X])
und damit die Behauptung. O

Beispiel 1.39 Die Jensensche Ungleichung impliziert die Ungleichung von arithmetischem und geometrischem
Mittel. Sei X eine endliche Zufallsvariable (d.h., X nimmt nur endlich viele, sagen wir N Werte an) und Px das
zugehorige Bildmafl Px(z;) = P{w € Q: X(w) = 2;}) mit ¢ = 1,..., N. Dann ist

N
E[X] = Zpiwm pi = Px (i),

i=1
und wegen der Konkavitit der Logarithmusfunktion (d.h. —log(+) ist konvex) gilt

N N
log (Zpi$i> > pilog(xi) .
i=1 =1

Exponentieren beider Seiten liefert

N N N
S s = exp (zpi 1og<xi>> s
=1 =1 =1

woraus fiir p; = 1/N die Ungleichung vom arithmetischen und geometrischen Mittel folgt:

L N 1/N
- Z; Z Z; .
v (1)

Eine wichtige Folgerung aus der Jensenschen ist die Holdersche Ungleichung, die eine Art Verallgemeinerung
der Cauchy-Schwarz-Ungleichung darstellt.
Korollar 1.40 (Holder-Ungleichung) Seien 1 < p,q < oo fest mit 1/p+1/qg =1 und X,Y: Q — R zwei
Zufallsvariable. Dann gilt
1 1
E[XY|] < (B[|IX ") (B[Y|)"* .

Beweis. UA. O

1.5 Produktmafle

Bei den wesentlichen Uberlegungen zum Lebesgue-Integral haben wir uns bislang auf den eindimensionalen Fall
beschriankt. Das soll sich nun dndern, indem wir — aufbauend auf den bisherigen Resultaten — die Integration
iiber mehrere Variablen einfithren. Dazu betrachten wir zwei Mafirdume (21, By, u1) sowie (Qg, Ba, p2). Ziel ist
es, ein Maf} p iiber dem kartesischen Produkt

Ql X QQ = {(wl,wg): w1 € Ql, ,Wy € QQ} (116)
zu definieren. Als Mengensystem bietet sich dafiir die Produkt-o-Algebra an, die durch
Bi ® By := U({Al X Ag: A1 € By, Ay € BQ}), (1.17)

definiert ist. Mit anderen Worten: By ® Bo ist die von dem System der Rechtecksmengen der Form A; x A,
erzeugte o-Algebra. (Man mache sich klar, dass {4; X As} zwar ein durchschnittstabiler Erzeuger, aber selbst
keine o-Algebra ist; vgl. die Konstruktion der n-dimensionalen Borelmengen und Satz 1.7.)

Ein geeigneter Kandidat fiir ein Produktmaf} iiber dem Messraum (2, B) := (21 x 9, B; ® Bs) ist das Maf,
das dhnlich wie das Lebsguemafl den Rechtecksmengen das Produkt der Mafle der Grundmengen zuordnet, d.h.,

[i(Ar x Ag) = pi1 (A1) p2(As) (1.18)

Work in progress. ..
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bzw.
N . . N . .
fi <U A x A§> = m(ADua(A) (1.19)
i=1 i=1

fiir disjunkte endliche Vereinigungen. Fiir den weiteren Verlauf nehmen wir an, dass p1 und pe beide o-endlich
seien. Das folgende Lemma zeigt, dass dadurch bereits ein Mafl bzw. Pramafl definiert ist.

Lemma 1.41 (Produktmaf$ auf Ring) Sei & der Mengenring, der die Mengen {A; x Ay: Ay € By, As € Ba},
sowie thre endlichen, disjunkten Vereinigungen enthdlt. Dann ist i ein o-endliches additives MafS auf £.

Beweis. Da sich die meisten Eigenschaften wie z.B. die o-Endlichkeit direkt von 1, po auf g3 ® pe vererben,
besteht die wesentliche Schwierigkeit wie schon beim Beweis von Satz 1.14 darin, die o-Additivitdt des Mafles,
d.h., seine Stetigkeit von oben zu zeigen. Wir verfahren in 3 Schritten:

1. Sei E € &. Als Schnitt von E bezeichnen wir die Menge!!
E,, :={w; € Q1: (w1,ws) € E}.

Nach Konstruktion des Schnitts ist E,, € B; eine messbare Menge. Gleichermaflen ist die Funktion f, die
durch f(w2) = p1(E,,) erkldrt ist, als Funktion von wy messbar. (Fiir Mengen E = E; X Es ist pu1(E,,) =
11 (E1)xE, (w2) eine Treppenfunktion, damit ist f messbar.) Nach Definition von i gilt dann

A(E) = /Q 11 (Eun) dpn(n)

2. Sei E1 D E3 D ..., E, € £ eine absteigende Kette mit F,, | (). Dann gilt auch, dass die Kette der
En,wQ = {wl SVE (wl,w2) € En}
fiir alle wy € Q9 absteigend ist mit £, ,,, | (). Nun ist p; ein Maf, mithin stetig. Daher gilt

Jim g (Epw,) = 0.
3. Nach Satz 1.14 reicht es fiir die o-Additivitdt, zu zeigen, dass p stetig ist. Gemifl unserer Definition ist
B = [ 0(B) dion).
2

und wir miissen zeigen, dass fi(E,) — 0 fiir n — co. Wegen der o-Endlichkeit von u; diirfen wir annehmen,
dass die Folge (111(En,w,))nen gleichmiBig beschrénkt ist, d.h., es gibt eine Konstante M < oo, so dass

0 < pi(En,we) <M

fiir alle n € N und ws € Q3. Aus dem Satz von der beschrinkten Konvergenz, Satz 1.27 folgt somit

li 7(E,) = [l (Bs) dpa(z) =0,
Q2

n— oo

was zu beweisen war.
O

Nach dem Satz von Carathéodory, Satz 1.11, hat i eine eindeutige, o-additive Fortsetzung auf o(&) — die
von & erzeugte o-Algebra. Die Fortsetzung wird Produktmass genannt und mit g = puy ® pg bezeichnet. Das
n-dimensionale Produktmafl wird analog definiert:

Definition 1.42 (Produktmaf) Das Produktmass y = )., yt; von n o-endlichen MaBen p, ..., u, ist das

eindeutige Mafl auf der Produkt-o-Algebra B =B ® ... ® B, das auf dem System der Rechtecksmengen mit i
iibereinstimmt, wobei fi die n-dimensionale Verallgemeinerung von (1.18)—(1.19) ist.

11 Der Schnitt ist das Urbild der (kanonischen) Biindelprojektion m2: Q1 X Q2 — Qa, (wi,w2) — w2, eingeschriankt auf die
Menge E, d.h., E,,, enthilt alle Punkte (wi,w2), die in E liegen und deren Projektion auf die zweite Komponente wo ergibt; die
obige Definition gilt analog fiir den Schnitt E,; tiber Q.

Work in progress. ..
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Wie integriert man also beziiglich u = p1 ® pe? Vom Lebesguemafl wissen wir, dass
X*((a1,b1] x (az, b)) = / A (@1, 01]X 0,551 (W2) dA (W2) = (b1 — a1) (b2 — az) .
R

Allgemein gilt die folgende Aussage.
Korollar 1.43 Fiir alle B€ B =B, ® By ist

w(B) = /92 (/91 XB(whwz)dMl(wl)) dpz(w2)

= /Q1 (/Q2 XB(wlaWQ)d,u2(w2)) dpa (wr) -

Beweis. Es reicht, die Behauptung fiir i = u|g¢ und die Rechtecksmengen B = A; x As nachzurechnen. [

Satz von Fubini

Unter praktischen Gesichtspunkten sagt Korollar 1.43 im wesentlichen alles, was wir beim Rechnen mit Mehrfach-
integralen iiber die Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge wissen miissen. Der berithmte Satz von Fubini
priizisiert die Bedingungen, die eine zu integrierende Funktion erfiillen muss.'?

Satz 1.44 (Fubini, 1907) Sei f: Q1 x Qo — R messbar und mit f die Funktionen g, : Q2 — R und hy,: Q1 —
R, die durch g, (w2) = hy, (w1) = f(w1,ws) definiert sind. Dann gilt:

1. Ist f integrabel, so sind es auch g, und hy, fir fast alle we bzw. wy; thre Integrale
G(wl) = / Gun d“? ; H(W2) = hwz d,ul
QQ Ql

als Funktionen von wy bzw. wo sind messbar, fast tiberall endlich und integrabel, und es gilt

/fdu:/ de:/ Hdpss .
Q Ql QZ

2. Ist f > 0 messbar und entweder H oder G integrabel, so ist es auch die jeweils andere Funktion und

Gy = Hdmz/fdu,
Qq Qo Q

d.h., f ist integrabel.

Beweis. Wir skizzieren den Beweis, der analog zur Konstruktion des Lebesgue-Integrals verlduft: Sei zunéchst
B € B messbar und f(w1,ws) = xp(w1,ws). Fiir diesen Fall folgt die Aussage des Satzes aus Korollar 1.43. Wegen
der Linearitdt des Lebesgue-Integrals gilt das gleichermaflen fiir Treppenfunktionen, und nach dem Satz von der
beschrankten Konvergenz, Satz 1.27, auch fiir beschrénkte, messbare Funktionen, die, wie wir gesehen haben, sich
gleichméflig durch Treppenfunktionen approximieren lassen. Fiir nicht-negative, messbare Funktionen, die sich
als punktweise monotone Limites von Treppenfunktionen darstellen lassen, folgt die Aussage des Satzes sodann
aus dem Satz von der monotonen Konvergenz, Satz 1.30, und schliellich fiir beliebige integrable Funktionen mit
Hilfe der Zerlegung in negativen und positiven Teil, f = f+ — f~. O

Das folgende Beispiel stammt aus [8].

Beispiel 1.45 (Integral als Fliche unter dem Graphen) Sei f: Q — [0, c0) messbar auf (2, £, 1) und (R, B(R), \)
der Lebsgue-Maffiraum. Wir setzen v = p ® A und definieren

A:={(w,y) €2 x[0,00): 0<y < f(w)}

als die Menge aller Punkte unter dem Graphen von f. Wie man leicht klarmacht, sind
f@= [ xaepaw
0,00

12 Guido Fubini (1879-1943), ital. Mathematiker

Work in progress. ..
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und

w({w e Q: fw) > y)) = / xa(@, ) dplw) .

Damit folgt aus dem Satz von Fubini, dass die Flidche unter dem Graphen das Integral iiber die Funktion ist:

v(4) = / fdu = /[ Az ).

2 Summen von unabhingigen Zufallsvariablen

Es sei (2, &, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X :  — R eine reellwertige Zufallsvariable (d.h., eine messbare
Funktion). Der durch X induzierte Wahrscheinlichkeitsraum ist durch (R,B(R), Px) gegeben, wobei Px =
Po X! das Bildma8 von P unter der Abbildung X bezeichnet. Fiir Wahrscheinlichkeiten beziiglich P bzw. Px
werden wir je nach Kontext die folgenden Schreibweisen verwenden:

Py(A)=P(X € A)=P{weQ: X(w) € A}), AcBR).

Wegen der Messbarkeit von X ist X ~!(A) fiir alle Borelmengen A € B(R) ein Element aus £ und damit wieder
eine messbare Menge, der sich eindeutig eine Wahrscheinlichkeit P(X € A) zuordnen lésst.

2.1 Wabhrscheinlichkeitsverteilungen und -dichten

Die folgende Definition haben wir in d&hnlicher Form bereits in Satz 1.14 kennengelernt.
Definition 2.1 (Verteilungsfunktion) Eine Funktion F': R — [0, 1] mit der Eigenschaft

F(z) = P{we Q: X(w) <z} = Px((—o0,z]) (2.1)

heifit Verteilungsfunktion von X.
Definition 2.2 (Erwartungswert) Die Abbildung X — E(X), die durch

E[X] :/QX(w) dP(w):/dePX(JU). (2.2)

definiert ist, wird Erwartungswert von X genannt.

Man kann nun das Spiel mit Mafl und Bildmaf} wiederholen und sich leicht klarmachen, dass der Erwartungs-
wert fiir eine neue Zufallsvariable Y = g(X) gerade durch

BLY] = Bls(X)] = [ gaPx.

1

gegeben sein muss (Px o g~ ! ist die Verteilung von Y'). Das motiviert die néchste Definition:

Definition 2.3 (Momente, zentrierte Momente) Das k-te Moment von X ist durch

M (X) =E [X*] :/ka dPx (). (2.3)

definiert; als zentriertes k-tes Moment von X bezeichnen wir
Cu(X) =B[(X - B0 = [ (o~ BX)" dPx(s). (2.4
R

Definition 2.4 (Varianz) Das zweite zentrierte Moment V[X] := Cy(X) wird Varianz genannt.

In Anwendungen taucht oft das Problem auf, dass man Zufallszahlen zu einer vorgegeben Verteilung erzeugen
mochte (z.B. auf einem Computer, der nur uniform verteilte Zufallszahlen erzeugen kann).

Beispiel 2.5 (Inversionsmethode I) Sei 2 = [0,1] und P = x[o,;jA das Wahrscheinlichkeitsmaf der stetigen
Gleichverteilung auf Q (d.h., das auf 2 eingeschriinkte Lebesguemaf}). Wir wollen zu einer gegebenen Verteilungs-
funktion F': R — [0, 1] eine Zufallsvariable X : [0,1] — R finden, die F' als Verteilungsfunktion hat.

Work in progress. ..
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e Zunichst definieren wir eine verallgemeinerte Umkehrfunktion '~ durch
F~'(u) = inf{z € R: F(x) > u}.

Ist F stetig und streng monoton steigend, so entspricht £ ~!(-) dem lokalen Auflésen nach z. (Eine “klassi-
sche” Umkehrfunktion existiert i.A. nicht, denn F' muss weder stetig noch streng monoton sein.)

e Als Zufallsvariable definieren wir X (w) = F~1(w). Somit gilt

Px((—oco,2]) =P

wobei wir in der vorletzten Zeile die Monotonie von F' und in der letzten Zeile die Tatsache, dass w € [0, 1]
gleichverteilt ist, ausgenutzt haben. Also ist X nach F' verteilt.

e Zum Erzeugen F-verteilter, unabhingiger Zufallszahlen 1, ..., z,, erzeugt man sich auf dem Intervall [0, 1]
uniform verteilte, unabhingige Zufallszahlen uy,...,u, und setzt z = F~'ug, k = 1,...,n. Die Un-
abhéngigkeit der zj, folgt dabei aus der Messbarkeit der Verteilungsfunktion F'.

Beispiel 2.6 (Inversionsmethode IT) Sei ([0, 1], B[0, 1], xj0,1)A) der Wahrscheinlichkeitsraum der auf [0, 1] uni-
form verteilten Zufallsvariablen U ~ U(0,1). Dann ist die Zufallsvariable

X =-XA"ltlog(1-0)
exponentialverteilt mit Parameter A > 0 (gedéichtnislose Wartezeit); die zugehérige Verteilungsfunktion ist
F:[0,00) — [0,1], F(z)=1—exp(—Az).

Das letzte Beispiel ist (traurige) Geschichte: Stanislaw Ulam und John von Neumann, zwei der Pioniere der
Monte-Carlo-Methode, verwendeten das Verfahren bei der Entwicklung der Atombombe am Los Alamos National
Laboratory zur Simulation der Neutronenstreuung (einen historischen Abriss findet man in [10]).

Definition 2.7 (Randverteilungen) Sei X: Q@ — R", X = (X3,...,X,,) eine vektorwertige Zufallsvariable
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, €, P).

1. Px = Po X! heiit gemeinsame Verteilung von X1,...,Xp.

2. Sei mi: R® = R, (21,...,7,) — z; die Projektion auf die i-te Komponente von X. die Py om; ' = Po X; !,
i=1,...,n werden Randverteilungen von X genannt.

Eine unmittelbare Folgerung aus der Definition des Erwartungswertes ist seine Linearitéit. (Den Beweis iiberlassen
wir den Lesern als Ubungsaufgabe.)

Korollar 2.8 (Linearitdt des Erwartungswertes) Seien X1,...,X,, reelle Zufallsvariable auf einem gemein-
samen Wahrscheinlichkeitsraum (Q,E, P) und o, ..., a, reelle Zahlen. Dann gilt

E[Ole + ...+ Oann] = O(lE[Xl] + ...+ OénE[Xn] .

Satz 2.9 (Dichtefunktion) Ist (Q,&,u) ein Mafraum und f: Q — [0, 00| eine messbare Funktion, so definiert

v: & —[0,00], EH/fxEdu:/ fdu
Q E
ein Mafl auf £; v ist genau dann ein Wahrscheinlichkeitsmaj$, wenn fQ fdp =1 ist.

Beweis. UA. O

Lésst sich ein Mafl v durch eine messbare Funktion f > 0 darstellen, so sprechen wir von f als Dichtefunktion
von v beziiglich p, symbolisch f = dv/du.'3

13 Der Ausdruck dv/dp wird Radon-Nikodym-Ableitung genannt und in Kapitel 3 prézise definiert.

Work in progress. ..
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Beispiel 2.10 Es folgen eine Reihe von Beispielen zu Dichtefunktion und Randverteilungen.

1. Zihldichte: Sei Q endlich und £ = 2%. Ist mit (p.,)weq eine Familie nicht-negativer Zahlen gegeben, die sich
zu 1 aufsummieren, d.h. >  p,, = 1, so wird durch

P:&—100,00], Ew pr
w€eE

ein diskretes Wahrscheinlichkeitsmafl auf £ definiert. Die Familie p, heif3t Zdhldichte von P; sie ist eine
Dichte beziiglich des Zdahlmafles i, das durch p(A) = | A| fiir alle A C Q erkliirt ist. Ferner gilt

BIX] = [ X(@hpdu= 3 X(w)pa.

weN

2. Stetige Gleichverteilung: Sei Q = [a,b] C R und € = B([a,b]). Dann ist f = (b — a)~'x[a, die Dichte der
Gleichverteilung beziiglich Lebesguemafl .

3. Randverteilung: Sei (€, £, P) ein Wahrscheinlickeitsraum und Px die gemeinsame Verteilung von X1 (w), X2 (w)

mit Dichtefunktion f(x1,x2) beziiglich A = A; ® Ag. Dann ist

fl(xl):/Rfd)\gz/Rf(xl,xg)dxg

die Dichte der Randverteilung

(PX o wfl) ((—o0,x1]) = lim P(X; < 21, Xo < x9)

To—>00
in 1 beziiglich A;.

4. Diracmaf: Das Punktmaf ¢, iiber (R, B(R)) hat keine Lebesgue-Dichte; fiir alle B € B(R) gilt vielmehr:

/deaz = f(2)6,(B) :{ g(x), v eB

sonst.

Satz 2.11 Ist Px ein Wahrscheinlichhkeitsmafl auf B(R) mit der Dichte f = dPx /dX, so gilt
P = el = [ g [ g

Ist umgekehrt Py ein Wahrscheinlichkeitsmafl mit stetiger Verteilungsfunktion F, so ist f = F' Dichte von Px.

Beweis. Die erste Aussage folgt direkt aus der Definition der Wahrscheinlichkeitsdichte, die zweite aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. O

2.2 Verteilungskonvergenz (schwache Konvergenz)

In diesem Abschnitt werden wir die (schwache) Konvergenz von Zufallsvariablen einfiihren, die nur von ihren
Verteilungen abhéngt, und die unter anderem dem Zentralen Grenzwertsatz zugrundeliegt. Ziel ist es, die schwache
Konvergenz von Zufallsvariablen auf die punktweise Konvergenz ihrer Verteilungsfunktion bzw. ihrer durch die
Verteilungsfunktion eindeutig bestimmten charakteristischen Funktion zuriickzufiihren.

Charakteristische Funktion

Definition 2.12 (Charakteristische Funktion) Es sei X: Q@ — R eine reellwertige Zufallsvariable mit Vertei-
lung Px. Die Funktion ¢px: R — C, die durch

px(s) =E[e"¥] = /Rei“mc dPx(x) (2.5)

erklart ist, heifit charakteristische Funktion von X.
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Satz 2.13 ¢x ist gleichmdfig stetig, beschrankt und positiv semi-definit, d.h., fir beliebige komplere Zahlen
€1,...,&, und reelle Zahlen sy, ...,s, (n € N beliebig) gilt'*

Z &i&px(sj—si) > 0.
ij=1

Beweis. Aus der Identitit e = cos(z) + isin(z) folgt sofort, dass |e?*| = 1 fiir alle z € R, so dass wir mit
der Monotonie des Erwartungswertes

|90X(3)| = ’E [eiSX” <E Hez'sXH -1
erhalten. Dass px gleichmifig stetig ist, sieht man wie folgt: Es gilt
lox () —ex(s)| <E HeitX _ eisXH

- E |: ei(t—s)XeisX _ eisXH

:E[

pilt=)X _ 1H '

Da der Ausdruck unter dem Erwartungswert in der letzten Zeile beschrinkt ist, folgt aus dem Satz von der
beschrankten Konvergenz, Satz 1.27, dass

s—t

lim [ox (1) = px ()| = B [lim |e9% 1]} =0,

wobei der Ausdruck unter dem Erwartungswert fiir alle t € R gleichméfig stetig ist. Die Positivitét folgt schlielich
aus der Linearitdt des Erwartungswertes:

D Gex(si—si) = D &&E [ei(srsi)x} =E

i,j=1 t,j=1

5 l&ei(six” 0.

i=1
O

Die Bedeutung der charakteristischen Funktion ¢x erklért sich dadurch, dass sie alle Informationen iiber Px
enthilt, so dass sich viele Aussagen iiber Px auf die charakteristische Funktion zuriickfithren lassen (dazu spéter
mehr). Sind alle Momente von X endlich, so lisst sich ¢ x als Potenzreihe darstellen

ox(s) = Z %E[X"] =1+ isE[X] - i;E[XQ] +....

Beispiel 2.14 Fiir die meisten gebrauchlichen Wahrscheinlichkeitsverteilungen lésst sich px direkt ausrech-
nen: Hier sind einige Beispiele:

1. Stetige Gleichverteilung auf [a, b]:

cish _ gisa
T
2. Normalverteilung N (u, 02):
ox(s) = eisu—0252/2.
3. Poissonverteilung zum Parameter A > 0:
px(s) = .

Anmerkung 2.15 In der Regel existieren nicht alle Momente einer Zufallsvariable X . Ist jedoch E[| X|] < oo,
so ist px stetig differenzierbar und es gilt, dass E[X] = —i¢'y (0); dasselbe gilt analog fiir hohere Momente. Um-
gekehrt kann ¢ x durchaus stetig differenzierbar sein, ohne dass E[|X|] und damit der Erwartungswert existieren,
d.h., E[X] = co. Auch diese Aussage gilt fiir alle ungeraden Momente, wegen Satz 1.33 aber nicht fiir gerade
Momente, fiir die aus der Differenzierbarkeit immer auch die Existenz der entsprechenden Momente folgt.'®

14 g € bezeichnen wir die komplex Konjugierte zu & € C, d.h., £ = R(£) — i¥(€).
15 ¥
UA.
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Wir werden nun untersuchen, ob die Verteilungsfunktion F' und damit Px eindeutig durch die charakteri-
stische Funktion ¢x bestimmt ist und uns der Frage zuwenden, wie die Konvergenz einer Folge (X, )pen mit
der punktweisen Konvergenz von ¢x, zusammenhéngt. Im néchsten Abschnitt, Abschnitt 2.3, werden wir die
Uberlegungen auf Summen S,, von unabhéngigen Zufallsvariablen X, ..., X, iibertragen, woraus sich dann leicht
Aussagen wie der Zentrale Grenzwertsatz oder das schwache Gesetz der grolen Zahlen beweisen lassen.

Zusammenhang zwischen Verteilungsfunktion und charakteristischer Funktion

Um F(z) = Px((—o0,z]) aus ¢x zu berechnen, nehmen wir zunéchst an, dass Px eine Dichtefunktion f =
dPx /dz habe. In diesem Fall ist

o0
ox(s)= [ eofa)da
— 00
die Fouriertransformierte von f. Fiir integrable Funktionen f ist die Fouriertransformierte eine stetige Funktion,

die im Unendlichen verschwindet.'® Die Umkehrung der Fouriertransformation liefert eine Darstellung von f:

f@) = [ T e o (s) ds

:g .

Auch dieses Integral lasst sich berechnen, indem man Real- und Imaginérteil getrennt integriert. Wir kénnen nun
versuchen, einen allgemeinen Zusammenhang zwischen Verteilungsfunktion und charakteristischer Funktion zu
erraten. Da f(x) = F'(x) ist, dringt sich die folgende Darstellung auf:

F(b) — F(a) = % /ab /Z e %y (s) dsdx .

Nach dem Satz von Fubini kénnen wir die Integrationsreihenfolge vertauschen, so dass

F(b) — F(a) = o {/ e "Tox(s) ds} dx

T Ja — o0
1 oo b .

=5 L wx(s) /a e "Tdx| ds
1 oo efisb o efisa

= 9r . WX(S)i—is ds
) 1 S efisa _ efisb

= Jim o /,SMS)T‘“

Behauptung 2.16 Fir alle a,b € R, an denen F stetig ist, gilt

S —isa __ ,—1isb
F(b) — F(a) = lim i/ <px(s)¥d8.
S

S—o0 2T 1S

Beweis. Nach Definition der charakteristischen Funktion und dem Satz von Fubini gilt

1 S —isa __ ,—isb 1 S ) —isa __ ,—isb
lim 7/ ox(s)——S—ds = lim —/ [/ eis dPX] £ —° s
-8 R s

18 S—oo 2m J_g

1 S is(zx—a) _ ,is(z—b)
= lim —/ l/ ¢ - ¢ ds
S—oo 2T JR | J_s 18

Das innere Integral in der letzten Zeile ist ein Cauchyscher Hauptwert und lisst sich getrennt nach Real- und
Imaginérteil integrieren. Da der Hauptwert beschriankt ist, konnen wir den Limes S — oo nach innen ziehen;

damit erhalten wir
i i/ l/s eis(w—a) .—eis(ffb) ds| apy .1 / [/S sin(s(z — a)) — sin(s(z — b)) s
S—o0 2T Jr |/ s (5 S—o00 2T Jr |J_s S

== / (sgn(x — a) —sgn(x — b)) dPx ,
R

dPx .

I
3
|

dPx

16 Fiir die genaue Definition der Fouriertransformation und ihre Eigenschaften sei auf [14, Kap. V.2] verwiesen.
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wobei die zweite Gleichung aus der Definition des Integralsinus

S o -1, =<0
T L G 0, =0
S—o0 J S 1’ x>0

folgt. Da a und b nach Voraussetzung Stetigkeitsstellen von F sind, ist

5 [ (senle @) —sgne — ) dPx = Pr((~o0.8) - Px((=o%.a)) = F(b) - F(a).
R

womit die Behauptung bewiesen wire. O

Konvergenz in Verteilung

Wir betrachten eine Folge (X,,)nen von reellwertigen Zufallsvariablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, £, P),
zu denen eine Folge von induzierten Verteilungen p,, auf (R, B(R)) gehort. Um zu verstehen, was Konvergenz in
Verteilung bedeutet, miissen wir uns zunéchst klarmachen, was es fiir zwei Mafle p, v heifit, dass p =~ v.

Definition 2.17 (TV-Norm) Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafie p, v auf (R, B(R)) heifit

|p=vlrv = sup |u(B)-v(B)
BEB(R)

der totale Variationsabstand zwischen p und v.

Offensichtlich ist 0 < || — v||Tv < 1, und es ist gewissermafien Folklore, dass die TV-Norm fast immer 1 ist;
zum Beispiel ist ||0; — J,||rv = 1 fiir Diracmafle 6, 6, mit & # y — unabhéngig davon wie klein |z — y| ist. Damit
ist die TV-Norm fiir unsere Zwecke ungeeignet.

Da wir insbesondere an Folgen von stetigen Verteilungen interessiert sind, die sich an einzelnen Punkten kon-
zentrieren, sind starke Konvergenzbegriffe & la “u,,(B) — p(B) fiir alle Borelmengen B € B(R)” gleichermaflen
ungeeignet (siche Beispiel 2.19 unten).!” Andererseits haben wir mit dem Erwartungswert, Definition 2.2, ein
lineares Funktional gegeben, das fiir Punktmafile und Mafle mit Dichtefunktion auf einheitliche Art und Weise
stetigen und beschrinkten Funktionen reelle Zahlen zuordnet. Das motiviert die folgende Definition (vgl. [2,
Kap. 4]).

Definition 2.18 (Schwache Konvergenz, Konvergenz in Verteilung) Sei (u,,)nen eine Folge von Wahrschein-
lichkeitsmaBen auf (R, B(R)). Wir sagen, u,, konvergiere schwach gegen p (symbolisch: p, — 1), wenn

/Rfdun—>/Rfdu VC,(R),

wobei C,(R) der Raum der beschriinkten und stetigen Funktionen auf R. ist. Eine Folge (X, ),en von Zufallsva-
riablen auf einer Familie von Wahrscheinlichkeitsraumen (Q,,, &y, P,) heifit konvergent in Verteilung (symbolisch:

X, x ), wenn die Folge ihrer Verteilungen Py schwach gegen Px konvergiert, d.h. wenn
E[f(Xn)] = E[f(X)] VC,(R).

Beispiel 2.19 Wir betrachten zwei typische Fille von Wahrscheinlichkeitsmafien mit Dichte, deren schwache
Grenzwerte Punktmafle sind.

1. Es sei X,, ~ N(a,n™?) normalverteilt mit a = E[X,,] und n=2 = E[(X,, — a)?] und der Lebesguedichte

n n? 2
_ — 2 (z—a)
n(x) = ——e™ 2 .
fal2) V2r
Da f, fiir n — oo nur an der Stelle z = a von 0 verschieden ist, konzentriert sich dort die gesamte
Wahrscheinlichkeit, d.h.,
oo
lim h(z) fn(x) dz = h(a)
n—oo [ o

fiir alle stetigen und beschrénkten Funktionen h. Folglich konvergiert u,, = f, A schwach gegen das Diracmafl
bei a, d.h. p, — §,. Dass p, nicht auch stark konvergiert, sieht man, indem man sich klarmacht, dass
un({a}) =0 fiir alle n € N ist, da Punktmengen stets Lebesguemaf} 0 haben.

17 Ein Beispiel fiir starke Konvergenz auf einem abzihlbaren Messraum (N,2N) ist die Konvergenz der Binomialverteilung
B(k;n,p) gegen die Poissonverteilung P(k; \) fiir n — oo, p — 0 und np — A.

Work in progress. ..
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2. Wir betrachten das Wahrscheinlichkeitsma$l p,(B) = xp(1/n). Wegen 1/n — 0 ist p, nur dann von 0
verschieden, wenn 0 € B ist, und man sieht leicht ein, dass u,, — dp. Andererseits konvergiert j,, nicht stark,
sprich: nicht fiir alle Borelmengen B € B(R); das sieht man, indem man beispielsweise B = (—o0, 0] wihlt
— in diesem Fall ist p,,(B) = 0 fiir alle n € N, aber §o(B) = 1.

Satz 2.20 (Lévy-Cramérscher Stetigkeitssatz'®) Sei (i, )nen eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen auf
dem Messraum (R, B(R)). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. F,(x) = F(z) an allen Stetigkeitsstellen von F,

2. fin =
3. px, = ¢x punktweise auf ganz R.

Beweis. Es gilt F,(z) = pn((—o0,z]) und ¢x, (s) = [g €™“*dp, und analog fiir F(x) sowie ¢x(s). Wir
beweisen die Implikationen der Reihe nach.

1. = 2. Seie > 0. Ferner seien a,b € R Stetigkeitsstellen mit a < b und F(a) < e und 1 - F(b) < e. Da F,(z) — F(z)
fiir alle x, an denen F stetig ist, existiert ein m = m(e) € N mit Fy,(a) < 2¢ und 1 — F,,(b) < 2e.

Sei nun f € Cy(R) eine Testfunktion. Fiir ein beliebiges § > 0 zerlegen wir das Intervall (a, b] in N disjunkte
Teilintervalle I; = (aj,ajH] mit a = a1 < az... < ay41 = b, wobei die a; allesamt Stetigkeitsstellen sind
und N = N(6) so gewéhlt ist, dass die Differenz zwischen dem grofiten und kleinsten Wert, den f auf jedem
der I; annimmt, hochstens 6 ist; letzteres ist immer mdglich, da f nach Voraussetzung auf ganz R stetig
und damit auf allen beschrinkten Intervallen (a,b] gleichmiflig stetig ist.

Mit der Treppenfunktion
N
g9(x) =Y flay)xu, ()
j=1

definieren wir eine gleichméflige Approximation von f auf (a, b], fiir die gilt, dass sup,¢ (44 [f(2) — g(x)| < 4,
und die auf (a, b]° = R\ (a,b] verschwindet (d.h. g|(q,}c = 0). Da f beschrénkt ist, existiert eine Konstante
M < oo mit sup,cg |f(z)] < M. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir die Abschitzungen

N
|/Rfd/11m_Zf(afj)(Fm(aj+l)_Fm(aj)) =

[ G-t [ fdunt [ fau
(a,b] (—o0,a] (b,00)

§5+MFm(a)+M(1_Fm(b))
=d+4Me.

bzw.

N
[ £n =3 £@)(Playin) = Flay)| < 5+ 20e.

Wegen F,(a;) — F(a;) fiir alle j =1,... N ergibt sich nun mit der Dreiecksungleichung:

limsup‘/ fdun—/fdu‘§5+6Me.
R R

n—oo

Da €, > 0 beliebig sind, folgt die Behauptung.
2. = 3. Es gilt x, (s) = [g €*“dppn mit [e”**| = 1. Damit ist die Behauptung trivial.
3. = 1. Dieser Schritt ist am schwierigsten; wir unterteilen den Beweis in mehrere Schritte:

18 Paul Lévy (1886-1971), frz. Mathematiker; Harald Cramér (1893-1985), schwed. Mathematiker
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(a) Es bezeichne q1, qa, ... € Q eine Nummerierung der rationalen Zahlen. Fiir festes j € N betrachten wir
die Folge (F,(¢;))nen = {Fn(g;): n € N}, wobei

1 % > —isT
Fn(‘]j)zﬂ/ / e cpxn(s)dsd:v.

Da 0 < F,(g;) < 1 hat (F,(gj))nen mindestens eine konvergente Teilfolge, von der wir wiederum eine
Teilfolge (Gr)ren = {Fn,(¢): ¢, € Q,k € N} mit der Eigenschaft Gi(¢) — g4 fiir alle ¢ € Q wéhlen
konnen, wobei aufgrund der Monotonie von F,, gilt, dass

9<p = 99=<9p-
(b) Aus den Grenzwerten g, der Teilfolgen wird durch
G(z) := inf g,. (2.6)

q>x

eine rechtsseitig stetige Funktion definiert; wegen der Monotonie der g, ist G monoton wachsend und
nach Konstruktion gilt fiir jede Folge (z,,)nen mit z, | x, dass G(z) = inf,,en G(z,), denn ¢ > =
impliziert wegen der Konvergenz der Folge, dass auch ¢ > z,, fiir alle hinreichend grofien n. Also ist die
Funktion G rechtsseitig stetig. Es ldsst sich zeigen, dass sogar

lim G,(x) = G(x)

n— oo

gilt, wenn = € R eine Stetigkeitsstelle von G ist. Dazu betrachten wir eine rationale Zahl ¢ > z, fiir die
nach dem oben Gesagten gilt, dass G, (z) < Gy (g) — g4. Folglich ist

limsup Gy, (z) < g4 -

n— oo

Da das fiir alle ¢ € Q mit ¢ > z gilt, ist nach (2.6)
limsup G, (z) < G(z).

n— 00

Umgekehrt erhalten wir fiir y < p <  mit p € Q und z,y € R die Ungleichungen

liminf G, (z) > lirginf Gn(p) =g, = G(p) > G(y),

n— o0

die fiir alle reellen Zahlen y < = gelten. Da wir angenommen haben, dass G an der Stelle x stetig sei,
folgt mit der obigen Abschétzung sofort, dass

liminf G,,(z) > sup G(y) = lifn G(z —€) = G(z) > limsup Gy (z),

n—00 y<z 0 n—00
also mit anderen Worten:
lim G,(x) =G(z).

n—oo

(c) Aus der Stetigkeit von px folgt nun, dass G tatséchlich eine Verteilungsfunktion ist: Sei px die charak-
teristische Funktion von X mit der Verteilung u, so dass

2 | Z ex(as= [ [;S / Zemds} du()
:/F{sinéix) du()
< [ |75 dute)

S
:/ du(x)Jr/
|z| <l |z|>1

sin(Sz)
< (10 + gl (-11)°),

sin(Sx)
Sz

du(z)

Sx
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wobei (—1,1)¢ = (—o0, =] U[l,00) und wir in der letzten Ungleichung die Abschétzungen |sinz| < |z|
sowie |siny| < 1 verwendet haben. Damit haben wir

S
- 35 [ ex(ds = 1= u((=L0) = (LD

- (1 - Sll) (1, 1))

_ (1 _ ;) (1= F(l) + F(-1)).

Insbesondere gilt also fiir [ = 2/5, dass

— F(2/S)+ F(-2/5) <2——/ px(s

bzw. analog

1= F,, (2/8) 4+ Fa (=2/5) < 2——/ ox,, (s)ds VkeN.

Wir wéhlen S so, dass £2/.5 Stetigkeitsstellen von G sind. Aus der letzten Ungleichung folgt dann mit
dem Satz von der beschrinkten Konvergenz, Satz 1.27, dass fiir K — oo

—G2/S) + G(~2/8) <2_f/ ox(s

Um zu sehen, dass G tatsichlich eine Verteilungsfunktion ist, lassen wir S — 0 gehen, so dass +2/S
Stetigkeitsstellen bleiben. Wegen der Stetigkeit von ¢x und ¢x(0) = 1 folgt aus der Monotonie von G,
dass die rechte Seite der letzten Ungleichung gegen 0 strebt, so dass

lim G(z) =0, lim G(z)=

T—r—00 r—r00

Folglich ist G eine Verteilungsfunktion.

(d) Der Rest des Beweises besteht darin, zu zeigen, dass F,, — F an allen Stellen, an denen F' stetig ist.
Dazu verwenden wir, dass wir bereits gezeigt haben, dass mit ¢ Xn, ™ PX auch G = F,,, — G an allen
Stetigkeitsstellen von G konvergiert. Per definitionem ist F' die eindeutige Verteilungsfunktion zu ¢x,
folglich muss F' = G sein. Und da das Argument nicht von der Wahl der Teilfolge (F,, Jken C (Fi)neN
abhingt, muss es andere Teilfolgen von (F,),en geben, deren Teilfolgen alle den Grenzwert G haben.
Daraus folgt, dass F;, an allen Stetigkeitsstellen gegen I’ konvergiert, und wir sind fertig.

O

Fazit: Punktweise Konvergenz der charakteristischen Funktion ist gleichbedeutend mit Konvergenz in Vertei-
lung bzw. schwacher Konvergenz der Mafle. Allgemein gelten folgende Implikationen (vgl. Lemma 1.26).

Lemma 2.21 (Konvergenz von Zufallsvariablen) Fast sichere Konvergenz impliziert Konvergenz dem Mafle
nach; letztere impliziert Konvergenz in Verteilung; die Umkehrungen gelten nicht.

Beweis. Siehe [8, Satz 7.2]. O

2.3 Unabhingigkeit

Wir rufen uns zunéchst die Definition von unabhéngigen Zufallsvariablen ins Gedéchtnis und zdhlen einige ihrer
elementaren Eigenschaften auf.

Definition 2.22 (Unabhéngigkeit I) Zwei Zufallsvariablen X7, X3: @ — R heiflen unabhingig, wenn die
Ereignisse {w € : X;(w) € A} und {w € Q: X3(w) € B} fiir alle A, B € B(R) unabhéngig sind, d.h. wenn

P({X, € A}n{X, € B})=P(X; € A)P(X, € B)

Work in progress. ..
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X1, X2 unabhangig
aF @X1, X2 abhéngig

< ofF i
0.5

b ]
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-3F i
-4 - 0.2
5 L L L L L 01

-3 -2 -1 0 1 2 3 :

Abb. 3 Dichten abhéngiger und unabhingiger normalverteilter Zufallsvariabler X1, X2 (Kontourplot zeigt die Isolinien
der unnormierten Dichtefunktionen f = f(z1,z2)).

Definition 2.23 (Unabhingigkeit II) Eine abzéhlbare Familie X1, X5, X3, ... von Zufallsvariablen X;: @ - R
heifit unabhéngig, wenn fiir jede endliche Teilfamilie X ,...,X;,, n € N gilt, dass

P (ﬁ{X]k S Ak}> = ﬁP(Xjk S Ak)
k=1 k=1

Lemma 2.24 Zwei Zufallsvariable X1, Xo auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,E, P) sind genau dann
unabhingig, wenn das Bildmafl Px = PoX ™! X = (X1, X») auf (R?, B(R?)), sprich: die gemeinsame Verteilung
von X1 und Xso, das Produktmafl 11 ® po der Randverteilungen pu; = P o Xi_1 ist.

Beweis. UA. O

Beispiel 2.25 (Mehrdimensionale Normalverteilung) Die mehrdimensionale (auch: multivariate) Normalver-
teilung stellt einen Sonderfall dar, denn bei ihr fallen Unabhéngigkeit und Unkorreliertheit zusammen.

Essei X ~N(p, %), X = (X4,...,X,), wobei mit N (i, ) die n-dimensionale Normalverteilung mit Dichte-
funktion (beziiglich des Produkt-Lebesguemafes dx = dx; .. .dx,)

f(z) = (det(27%) 2 exp (—;(x — ) e - u)) , x=(z1,...,2,) €R"

bezeichnet werde. Dabei ist pu = (1, ..., ) der n-dimensionale Vektor der Erwartungswerte p; = E[X;] und
Y e R, ¥ = (X)) =1, n eine symmetrische und positiv definite Matrix mit den Eintrégen

ij = BI(Xs — ) (X5 — pj)],

Kovarianzmatriz genannt. Offensichtlich ist f(z) = fi(x1) - ... fu(z,) genau dann, wenn ¥ = diag(o?,...,02)
Diagonalgestalt hat; das ist gerade dann der Fall, wenn die X1, ..., X,, unabhiingig sind (siehe Abb. 3).

.....

Beispiel 2.26 (Fallstricke beim Hantieren mit Normalverteilungen) Dass man vorsichtig sein muss, wenn man
von der Unkorreliertheit auf die Unabhéngigkeit schlieflen will, zeigt das folgende Beispiel, das aus [9] stammt.

Sei X ~ N (0,1) und W eine von X unabhiingige, diskrete Zufallsvariable, die mit Wahrscheinlichkeit P(W =
+1) = 1/2 die Werte W = £1 annimmt. Die Zufallsvariable Y = WX ist nach Konstruktion genau wie X
standardnormalverteilt, Y ~ A/(0,1) und abhéngig von X. Dennoch sind X und Y unkorelliert, denn

1 1
E[XY]=E[X)P(W =1) - E[X?)|P(W = —1) = 550
Also gilt Pxy # Px ® Py. Man mache sich klar, dass das kein Widerspruch zum oben Gesagten ist, denn nur
die Randverteilungen Py, Py von X und Y sind GauBsch, nicht aber ihre gemeinsame Verteilung Pxy. (Wire

sie es, so miissten X und Y auch unabhiingig sein.)
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Lemma 2.27 (Summen unabhiingiger Zufallsvariabler I) Seien X, Y : Q — R zwei unabhdingige Zufallsvaria-
ble und Z = X +Y ihre Summe. Dann ist

Pz(B):/Rpx(st)dpy(S):/pr(st)dpx(S) VBGB(R)

Haben Px, Py Lebesguedichten fx, fy, so hat die Verteilung der Summe die Dichte

2) = [w Fx(z = 8)fy(s)ds = [O fr(z—s)fx(s)ds VzeR.

Beweis. Wegen der Unabhéngigkeit ist die gemeinsame Verteilung von X und Y das Produktmafl Pxy =
Px ® Py. Berechnen des Bildmafles von Pxy unter der Abbildung (x,y) — = + y liefert die Aussage. O

Anmerkung 2.28 Die Operation
o0
(e = [ f-ag@o= [ oty- i@

wird Faltung von f und g genannt (Integrabilitiit von f und g vorausgesetzt). Die Faltung ist symmetrisch: Es
gilt fxg=g=x*f.

Lemma 2.29 (Summen unabhiingiger Zufallsvariabler II) Die Summe Z = X + Y zweier unabhingiger
Zufallsvariabler X,Y hat die charakteristische Funktion

pz(s) = px(s)ey(s).
Dabei sind px(s) = E[e”*X] und oy = E[e**Y] die charakteristischen Funktionen von X und Y.

Beweis. Die Fouriertransformation einer Faltung zweier Funktionen ist das Produkte der fouriertransfor-
mierten Funktionen. O

Wir zéhlen einige unmittelbare Folgerungen aus den vorstehenden Uberlegungen auf, deren Beweis wir den
Lesern als Ubungsaufgabe tiberlassen (ebenso wie die Verallgemeinerung auf abzihlbar viele Zufallsvariable).

Korollar 2.30 Fiir unabhdngige Zufallsvariable X,Y gilt:
1. VIX +Y]=V[X]+ V][Y],
2. E[XY] = E[X]E[Y],
3. E[f(X)g(Y)] = E[f(X)|E[g(Y)] fiir messbare Funktionen f,g: R — R.

Beispiel 2.31 (Andern der Verteilung beim Summieren) Im Allgemeinen dndert sich der Verteilungstyp beim
Summieren, auch wenn die Summanden die gleiche Verteilung haben, sprich: identisch verteilt sind. Zum Beispiel
ist die Summe von zwei unabhingigen Zufallsvariablen X,Y ~ U(0,1) nicht mehr uniform verteilt, denn fiir
Ix = fy = X(o,1) rechnet man leicht nach, dass

z, z €[0,1]
fxiv(z)=<¢ 2—2, z€(1,2]
0 sonst.

Eine der wenigen Ausnahmen ist die Normalverteilung.'® Sind X ~ N (u1,0?) und Y ~ N (u2,03) unabhiingig
normalverteilt (aber nicht notwendigerweise identisch verteilt), so ist

X +Y ~ N + po, 07 +03) .

19 Tatséchlich stellt die Normalverteilung einen Sonderfall dar, denn sie bildet einen Fixpunkt beim Summieren — nach dem Zen-
tralen Grenzwertsatz (s.u.) konvergiert die Verteilung einer Summe von unabhéngigen und identisch verteilten (IID) Zufallsvariablen
mit endlicher Varianz fiir n — oo gegen die Normalverteilung.
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2.4 Grenzwertsitze

FEin in jeder Hinsicht niitzliches Werkzeug sind die Ungleichungen vom Typ der Tschebyscheff-Ungleichung: Sei
X: Q — R eine Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert E[X] < co. Dann gilt fiir alle § > 0:

P(IX — E[X]| 25):/ ap
|X—B[X]|>5

< 5"“/ | X — E[X]*aP (2.7)
| X—E[X]|>$

< 5—’f/ |X — E[X]*dP.
Q

wobei im Falle k¥ = 2m das Integral gerade Cy,,(X), d.h. das 2m-te zentrierte Moment ist. Der Spezialfall k = 2

ist unter dem Namen Tschebyscheff-Ungleichung geldufig:

VIX]
52

P(IX —E[X]| > 6) < V6> 0. (2.8)

Beispiel 2.32 (Abschétzen von Wahrscheinlichkeiten) Wir betrachten das wiederholtes Werfen eines mog-
licherweise unfairen Wiirfels. Dazu sei (£2,29, P) der Raum der diskreten Gleichverteilung (Laplaceraum) iiber
Q={1,...,6}. Wir fragen nach der Haufigkeit des Auftretens der Zahl 6 und definieren X (w) = xy6}(w) als die
Indikatorfunktion des Ereignisses w = {6}; entsprechend steht X; fiir die Zahl 6 beim i-ten Wurf. Dann gilt

EX]=p, V[X]=p(1-p),
mit p € [0,1] und die Tschebyscheff-Ungleichung liefert fiir die relative Haufigkeit

X4+ X,
N n

Y, (X1,...,X,, unabhingig)

die Abschitzung

Dabei haben wir ausgenutzt, dass E[Y,,] = E[X;] und wegen der Unabhéngigkeit V[Y,] = V[X1]/n ist.

Wir formulieren das schwache Gesetz der grofien Zahlen in zwei Varianten, deren erste nichts anderes als eine
elementare Umformulierung der Tschebyscheff-Ungleichung (2.8) ist.

Satz 2.33 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen I) Sei X1, Xo,... eine Folge von unabhdngigen, identisch
verteilten Zufallsvariablen mit endlicher Varianz V[X1] < oo. Dann gilt

(’X1+...+Xn

n

lim P

n— oo

- E[X4]

26)20 Ve >0,

d.h.,
X +... +X,

L Blxy).
n

Mt anderen Worten: Der Mittelwert konvergiert in Wahrscheinlichkeit gegen den Erwartungswert.
Beweis. UA. O

Satz 2.34 (Schwaches Gesetz der groflen Zahlen II) Sei X7, Xs,... eine Folge von unabhingigen, identisch
verteilten Zufallsvariablen, deren Erwartungswert existiert. Dann gilt wieder

X, +.. . +X,
LLE[XA.

n

Work in progress. ..



32 Carsten Hartmann: Vorlesung Stochastik II

Beweis. Wir beweisen den Satz mit Hilfe von charakteristischen Funktionen. Dazu sei px(s) = E[e**1].
Nach Lemma 2.29 hat der Mittelwert Y,, die charakteristische Funktion

et =B 00708 - o (3)

Nun ist ¢x(s) wegen E[X;] < oo an der Stelle s = 0 stetig differenzierbar, so dass ¢’y (0) = (E[X;]. Wir setzen
m = E[X}]. Die Taylorentwicklung von ¢x bis zur ersten Ordnung liefert dann

s sm 1
SOX(*):1+7+O -1,
n n n
wobei das Landau-Symbol o(n®) mit o € R alle Terme bezeichnet, die asymptotisch gegeniiber n® vernachléssigbar
sind. Damit ergibt sich fiir den Mittelwert Y,,:

er(o) = (14 5) ot
— €™ fiir n — oo.

Letztere ist die charakteristische Funktion des Diracmafes §,, und nach Satz 2.20 ist dies gleichbedeutend mit
der Aussage Py, — d,, bzw. Y, MY mit Y =m (fast sicher).

Wir miissen noch zeigen, dass aus Y,, Nom sogar die stiarkere Aussage Y, Em folgt. Das ist aber klar, denn
wegen der schwachen Mafikonvergenz Py, — d,,, gibt es eine stetige und beschriankte Funktion f: R — [0, 1] mit
den Eigenschaften f(m) =1 und f < xar., Mc = (m —€,m + ¢€), so dass

Also haben wir
lim P(|Y, —m|>¢)=1— lim P(|Y,—m|<e)=0 Ve>0,
n—oo

n—oo
dh., Y, 5 m. O

Was folgt, ist weniger ein Beispiel, sondern vielmehr ein Gegenbeispiel zum Gesetz der groflen Zahlen.

Beispiel 2.35 (Cauchy-Verteilung) Sei X: Q@ — R eine Cauchy-verteilte Zufallsvariable mit Dichtefunktion
f(x) = (7(1 4 22))~! und charakteristischer Funktion ¢x (s) = e~I*l. Dann gilt E[|X|] = co und

oy, (s) = ox(s),
d.h., Y, ist fiir alle n Cauchy-verteilt (vgl. Anmerkung 2.15).

Starkes Gesetz der groflen Zahlen

Wir werden nun beweisen, dass der Mittelwert von unabhiingigen und identisch verteilten Zufallsvariablen
X1, ..., X, unter bestimmten Voraussetzungen sogar fast sicher gegen Erwartungswert konvergiert. Dazu miissen
wir zeigen, dass Ausreifier bei der Konvergenz fast sicher nur endlich oft vorkommen. Grob gesprochen betrachten
wir dazu Funktionenfolgen der Form f,, = x4, fiir Ereignisse A,, € £. Es lésst sich leicht zeigen, dass f, genau
dann in Wahrscheinlichkeit gegen 0 konvergiert, wenn die P(A,) eine Nullfolge bilden. Zum Beweis stérkerer
Aussagen ist der folgende Satz hilfreich.

Lemma 2.36 (Borel-Cantelli-Lemma) Ist > - | P(A,) < oo, so gilt

P({w e Q: NILII;OXAH(UJ) = 0}) =1.

Die Umkehrung gilt, wenn Ay, Aa, ... unabhingig sind.

Work in progress. ..
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Beweis. Es sei S(w) = > 4 xn(w). Wegen > P(A,) < oo ist E[S] = > P(A,) < oo und S(w) fast
sicher endlich. Damit konvergiert x4, fast sicher gegen 0 und der erste Teil des Lemmas ist bewiesen. Fiir die
Umkehrung reicht es zu zeigen, dass lim,, oo P(Up>mAy) > 0, wenn ) P(A,) = co. Wegen der Stetigkeit von

P gilt
p<[‘jAn>:1_p<ﬁAg>

—1- ﬁ P (A5)

=1- JJa-P(An)

n=m

mmeimm»

P(A,) = oo. Dabei haben wir im zweiten Schritt die Un-
abhéingigkeit von Ap, As, ... ausgenutzt und am Ende die Ungleichung 1 — z < e™*. O

und der letzte Ausdruck ist positiv, wenn ) o

Anmerkung 2.37 Es gilt

{w: lim x4, (w)=0}°={w: limsup x4, (w) =1} = {w: w € A4,, unendlich oft}.
n—oo

n—oo

Das Borel-Cantelli-Lemma sagt also, dass w € A,, fast sicher nur endlich oft vorkommt, sofern die P(A,,) genug
abfallen, so dass >, P(A,) < oco.

Satz 2.38 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen) Ist X, Xa,... eine Folge unabhingiger und identisch verteilter
Zufallsvariablen mit der Eigenschaft E[X1] = M < oo, dann gilt

Xi ..+ X,
T EN SR
n

Beweis. O.B.d.A. setzen wir wieder E[X;] = 0. Fiir die Summe S,, = X; + ... + X, gilt dann
E[S}] = nE[X{] + 3n(n — 1)E[X?] < nM + 3n?c?
wobei E[X?] = 02 < oo nach Voraussetzung. Aus der Tschebyscheff-Ungleichung fiir 4. Momente,

S
JZG

r(|%

folgt, dass P(|S,/n| > €) — 0 mit ) P(|S,/n| > €) < co. Nach dem Borel-Cantelli-Lemma gilt damit

limP(li S":())ZL
n—oo n—,oo M

was zu beweisen war. O

E[S}] < nM + 3n?s?
(ne)t — niet ’

) = P15, 2 nd) <

Anmerkung 2.39 Die Wahrscheinlichkeiten P(]S,,/n| > €) lassen sich mit etwas Miihe schérfer abschétzen.
Damit kann das starke Gesetz sogar unter der schwéicheren Voraussetzung E[|X|] < co bewiesen werden.

Beispiel 2.40 (Monte-Carlo-Integration) Sei X:  — R? eine mehrdimensionale Zufallsvariable mit Vertei-
lung g und (X,,)nen eine Folge unabhiingiger, identischer Kopien von X. Dann gilt

1 al f.s.
N LIE) S [ G

fiir jede beziiglich p integrable Funktion f: RY — R. Anders als bei gewohnlichen Quadraturverfahren zur Ap-
proximation hochdimensionaler Integrale hingt der Approximationsfehler nicht von der Dimension d ab; z.B. ist

Work in progress. ..
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Abb. 4 Empirische Verteilungen des Monte-Carlo-Schiitzers Zy fiir N = 100 (links) und N = 10000 (rechts).

der numerische Aufwand, um mit der Trapezregel einen Fehler ¢ > 0 zu erreichen, von der Ordnung ¢~ %2,

wahrend eine grobe Fehlerabschétzung fiir die Monte-Carlo-Integration durch die Tschebyscheff-Ungleichung,

N
P(]i[;f(Xi)—/Rdfdu Z€> Sw

Nez 7’
gegeben ist. Obwohl die Abschéiitzung grob ist, zeigt sie die typische Konvergenzrate von Monte-Carlo-Verfahren:
der Fehler wird nur mit N ~'/2 kleiner (vorausgesetzt, dass die Varianz der zu integrierenden Funktion endlich ist).
Das ist zwar langsamer als bei jedem gitterbasierten Quadraturverfahren, aber in hohen Dimensionen unschlagbar.

Der Zentrale Grenzwertsatz

Wir betrachten noch einmal das letzte Beispiel. Dazu setzen wir Y = f(X) und bezeichnen mit Sy = (Y1+...Yx)
die Summe von Y; bis Y. Dann ist Zy = Sy /N ein erwartungstreuer Schitzer von E[Y], der fir N — oo
fast sicher gegen E[Y] konvergiert. Fiir festes N jedoch ist Zy eine Zufallsvariable, deren Verteilung durch die
Verteilung der Summanden Y; = f(X;) induziert ist (siche Abb. 4).

Fiir eine einzelne Realisierung Zy(w), mit anderen Worten: fiir ein festes w € €, zeigt Abbildung 5 die
Konvergenz des Schitzers gegen den Erwartungswert E[Y] = 0. Andererseits konnen wir nach der Tschebyschefi-
Ungleichung erwarten, dass der skalierte Schitzer v N Zy (w) asymptotisch die Streuung um den Erwartungswert
angibt. Exemplarisch zeigt das die blaue Kurve in Abb. 5, und mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes werden
wir dieses Verhalten nun genauer unter die Lupe nehmen.

Satz 2.41 (Zentraler Grenzwertsatz fiir I[ID Zufallsvariable®®) Sei X: Q — R eine Zufallsvariable mit der
Eigenschaft E[X] = 0 und V[X] = 02 < co. Fiir unabhingige Kopien X1, Xo,... von X gilt
X +...+X,
Vvn

Beweis. Wir fithren den Beweis mit Hilfe charakteristischer Funktionen. Sei px(s) = E[e*¥X] und S,, =
X1+ ...+ X,,. Wegen der Unabhingigkeit der X; hat S, /+/n die charakteristische Funktion

Yn(s) =E e%(xl+-~+Xn)} _ (@X (;ﬁ)) .

Da nach Voraussetzung E[| X |] und E[|X|?] existieren, kénnen wir ¢y in eine Taylorreihe bis zur zweiten Ordnung
entwickeln:

LV N(0,0?%).

5 + o(s%).

20 1ID = independent and identically distributed (unabhéngig und identisch verteilt).

Work in progress. ..
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Abb. 5 Realisierung des Monte-Carlo-Schiitzers Zn (w) (rote Kurve) und des skalierten Schiitzers VN Zn (w) (blau).

Daraus folgt, dass

o2s?

2n

2.2

) +o(l) e 2,

sl = (1-

und das ist gerade die charakteristische Funktion von N(0, 02).2! Der Lévy-Cramérsche Stetigkeitssatz, Satz 2.20
liefert damit die gewiinschte Aussage. O

Die Formulierung des Zentralen Grenzwertsatzes fiir unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariable geht
auf Lévy und Feller?? zuriick. Wir werden weiter unten seine Verallgemeinerung diskutieren.

Beispiel 2.42 (Brownsche Bewegung) Eine interessante Anwendung des Zentralen Grenzwertsatzes ist die
Konstruktion der Brownschen Molekularbewegung. Im Jahr 1827 beobachtete der schottische Botaniker Robert
Brown unter dem Mikroskop die erratischen Bewegungen von Bliitenpollen in wésseriger Losung, was ihn zunéchst
zu der Annahme verleitete, die Bliitenpollen seien “lebendig”. Heutzutage bezeichnet Brownsche Bewegung all-
gemein die Wéarmebewegung von Teilchen in Fliissigkeiten und Gasen, und es war Einstein, der 1905 erstmals
eine befriedingende mathematische Erklérung fiir Browns Beobachtungen lieferte.

FEinstein nahm an, dass das beobachtete Teilchen bei Raumtemperatur von einer sehr groffen Zahl von Wasser-
molekiilen umgeben ist, die zufillig mit dem Teilchen kollidieren und dadurch seine “Zitterbewegung” verursa-
chen. Sei nun N die Anzahl der Wassermolekiile, die pro Zeiteinheit mit dem beobachteten Teilchen zusammen-
stoflen und dabei eine zufiillige Verschiebung um X; verursachen, wobei X7, X, ... unabhingige Kopien einer
Zufallsvariable X mit E[X] = 0 seien. Die Position des Teilchens zum Zeitpunkt ¢ > 0 ist durch

gegeben. Realistischerweise ist N gigantisch (N ~ 1023), und es bietet sich an, den Grenzfall N — oo zu
betrachten. Damit die mittlere quadratische Verschiebung?® des Teilchens endlich bleibt, nehmen wir an, dass
V[X] = /N fiir ein v > 0 ist, so dass jedes Teilchen nur einen Beitrag zur zufilligen Verschiebung von der
GroBenordnung N~/ liefert. Durch umskalieren der Zufallsvariable X,, in &, = X,/N /7 erhalten wir

S = 5o+ il e

2L A,
22 William Fehler (1906-1970), kroat.-amer. Mathematiker
23 Physikerjargon fiir die Varianz.

Work in progress. ..
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Abb. 6 Verschiedene Realisierungen des Zufallsspaziergangs S7 fiir N = 20, 200, 10000 und X, = £N -1z,

mit normierten Zufallsvariablen &,, d.h., es gilt E[¢,,] = 0 und V[§,] =1 fiir allen =1, 2,.... Aus dem Zentralen
Grenzwertsatz folgt damit die Verteilungskonvergenz von S}V fiir festes t und N — oo:

SN Y5 N(Sp,At) -

Abbildung 6 zeigt Realisierungen von SV fiir verschiedene Werte von N und X,, = +N~/2 mit P(X, =
~N"1?) = P(X, = N~/2) = 1/2. Die pfadweise Konvergenz der Abbildung ¢ ++ S zu einem messbaren
stochastischen Prozess (S:)¢>0 ist schwieriger zu beweisen und soll an dieser Stelle nicht behandelt werden.?*

Wir erwihnen kurz zwei niitzliche Verallgemeinerungen des Zentralen Grenzwertsatzes. Fiir die Beweise ver-
weisen wir auf [8, S. 203 ff.]

1. Ungleich verteilte Zufallsvariable: Seien X7, ..., X,, unabhingig mit E[X;] = 0, V[X;] = ¢ < co und
Verteilungen p; = Px,, ¢ = 1,...,n. Es ldsst sich leicht zeigen, dass die Zufallsvariable Y,, = S,,/s, mit
Sp=X1+ ...+ X, und s2 = 0? + ...+ 02 normiert ist, d.h., es gilt E[Y,,] = 0 und V[Y,,] = 1.

Satz 2.43 (Lindeberg-Theorem I) Seien X1, ..., X, Zufallvariable wie oben, fiir die die Lindeberg-Bedingung

1 n
lim — / 22 dpi(r) =0 Ye>0

gelte. Dann konvergiert Y, in Verteilung gegen die Standard-Normalverteilung, d.h. Yy, G N(0,1).

Im IID-Fall ist die Lindeberg-Bedingung automatisch erfiillt, d.h., Satz 2.43 impliziert den gewd&hnlichen
Zentralen Grenzwertsatz, Satz 2.41.2° Dass die Lindeberg-Bedingung erfiillt ist, sieht man, indem man s2 =
no? setzt und mit Hilfe von Cauchy-Schwarz- und Tschbeyscheff-Ungleichung folgert, dass

1 9 1 / 9
— e7dp = — [ T X{jz|>coym) A
02 J a5 evmo o2 Jg = Mlzlzeavin}

(VUB(]) (/Rx{ml>wﬁ} dﬂ>1/2

= (P(IX| 2 eo/n)"/?

1
<

SV

24 S ist Sy eine Holder-stetige Funktion mit dem Exponenten 1/2, d.h., S; ist stetig, aber an keiner Stelle differenzierbar. Wer
es genauer wissen mochte, sei auf die einschligige Literatur zum Thema Diffusionsprozesse verwiesen, z.B. [1, Kap. 2 und 3].
25 Jarl Waldemar Lindeberg (1876-1932), finn. Mathematiker

IN
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2. Schwach unabhingige Zufallsvariable: Eine doppelt indizierte Folge von Zufallsvariablen
{Xn,i: i=1,...,kn, nEN}

wir Dreiecksschema genannt. Auch fiir diese l4sst sich der Zentrale Grenzwertsatz beweisen, wenn die X, ; nur
jeweils zeilenweise unabhéngig sind. In diesem Fall betrachtet man die Partialsummen S,, = X, 1+...+X, 1.,

die durch die Wurzel aus den Zeilenvarianzen 52 = 02 | +...+ 02,  geteilt werden.

Satz 2.44 (Lindeberg-Theorem II) Sind die Zeilen X, 1,...,Xn k, eines Dreiecksschemas fir alle n € N
unabhdngig mit zeilenweiser Lindeberg-Bedingung

. 1
nh_)rr;og%Z/ , 22 dpn () =0 VYe>0,

Es ist leicht einzusehen, dass Satz 2.44 im Falle unabhéngiger Zufallsvariabler das obige Lindeberg-Theorem,
Satz 2.43 impliziert und damit auch den Zentralen Grenzwertsatz fiir IID Zufallsvariable, Satz 2.41.

2.5 Mittlere und grofle Abweichungen

Wir wenden uns nun wieder dem Standardfall unabhéingiger und identisch verteilter Zufallsvariabler X7, X, ...
zu, und nehmen an, dass E[X;] = 0 und V[X;] = 1 fiir alle ¢ = 1, 2,.... Nach dem starken Gesetz der grofien
Zahlen und dem Zentralen Grenzwertsatz wissen wir, dass fiir die Summen S, = X; + ... + X, gilt

P(lim —Sn :0> =1
n—soo M
bzw.

. Sh 1 R
Pl lm ——<a| = — e 2dx.
(n—>oo \/ﬁ ) 2w /—oo

In Anwendungen, z.B. bei der Monte-Carlo-Integration, stellt sich oft die Frage nach der Konvergenzrate — wie
schnell konvergieren S,,/n bzw. S, /4/n? Dariiber hinaus méchte man abschétzen, wie wahrscheinlich Ausreifier
fiir sehr grofle, aber endliche n sind. Die Frage nach der Konvergenzrate betrifft das Verschwinden der mittleren
oder normalen Abweichungen vom Grenzfall n — oo, die zweite Frage die sogenannten grofien Abweichungen,
auch seltene Ereignisse genannt. In beiden Fillen interessiert man sich fiir das Grenzverhalten der Verteilungen
von S, /n bzw. S, /+/n an ihren Rindern (engl.: tails).

Zunéchst wollen wir uns iiberlegen, wie ein fiir unsere Zwecke geeigneter Wahrscheinlichkeitsraum ausehen
konnte. Dazu sei @ = R> die Menge aller reellwertigen Folgen {X,,: n > 1} von Zufallsvariablen. Zu  gibt
existiert eine natiirliche o-Algebra F, die die kleinste o-Algebra ist, die alle Zylindermengen der Form

Fg = {alle Folgen w: (X1,...,Xy) € E}

enthiilt, wobei E € B(R¥) irgendeine Borelmenge ist und k eine ganze Zahl. Die Ff ; bilden zusammen einen
durchschnittstabilen Erzeuger von

F = J({FEJf: FE e B(Rk)7 k> 1})

Die Randverteilung P, der ersten n Folgenglieder ist entsprechend ein Maf} auf dem Messraum (R™, B(R")), das
aus der gemeinsamen Verteilung P auf (Q, F) durch die kanonischen Projektion m,(w) = (X1,...,X,) mittels
P, = Pon,;! induziert wird. Dass ein solches Ma§ P iiberhaupt existiert und sich sogar eindeutig aus der
(konsistenten) Familie der endlich-dimensionalen Randverteilungen P, ergibt, garantiert der Konsistenzsatz von
Kolmogorov, auf den wir an dieser Stelle nur verweisen (siehe [11, Thm. 2.1.5]).

Work in progress. ..
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Definition 2.45 (Terminale o-Algebra) Ist (X, )nen eine Folge von Zufallsvariablen und G, = o({Xj: k >
n}) die von (X,, Xpni1, Xnio,...) erzeugte o-Algebra®, so heifit

n=1

terminale o-Algebra (engl.: tail o-field); ihre Elemente werden terminale Ereignisse genannt (engl.: tail events).

Beispiel 2.46 Ist (X,,)nen eine Folge von Zufallsvariablen, so ist

(oo}
A= {w e Q: Z X, konvergiert}

n=1

ein terminales Ereignis. Mit anderen Worten: Terminale Ereignisse sind gerade solche Ereignisse, die nicht vom
Verhalten endlich vieler Folgenglieder X,, abhéngen.

Satz 2.47 (Kolmogorovs 0-1-Gesetz) Ist (X,,)nen eine Folge von unabhdingigen Zufallszahlen, so ist P(A) =0
oder P(A) =1 fiir jedes A € Goy.

Beweis. Wir werden zeigen, dass jedes A € G von sich selbst unabhéngig ist. In diesem Fall ist
P(A) = P(ANA) = (P(4))?,

was nur erfiillt sein kann, wenn P(A) = 0 oder P(A) = 1 ist. Dazu sei (2, F, P) der oben definierte Wahrschein-
lichkeitsraum mit der Grundmenge 2 = R als der Menge aller reellen Folgen {X,,: n > 1} von Zufallsvariablen
X, Sei ferner F,, = o({Xy: k < n}) die von X7,..., X, erzeugte o-Algebra. Wegen A € G, C G, 41 ist A fiir
alle n € N unabhiingig von F,, (sprich: von allen F' € F,,) und wegen der Stetigkeit von P folglich auch von Fo.

Mit M bezeichnen wir die Familie von Mengen, die von A unabhéngig sind. Da mit My, C My C ... € M,
auch ihre abzélbare Vereinigung U, M,, in M liegt und mit M; D Ms D ... € M auch ihr Durchschnitt N, M,,,
ist M eine monotone Klasse; nach dem Satz {iber monotone Klassen (siehe [5, Satz 1.6.2]) enthélt M mit Foo
insbesondere die von F, erzeugte o-Algebra o(F.)— das ist aber gerade F und da A € F, ist A von sich selbst
unabhéngig. O

Bevor wir zur Frage der Konvergenzgeschwindigkeit kommen, stellen wir zuniichst einige generelle Uberlegungen
zur Konvergenz von Summen von Zufallsvariablen an; insbesondere interessiert uns die Frage, ob S,//n fiir
n — oo gegen eine “echte” Zufallsvariable Y mit Verteilung N(0,1) konvergiert.?” Die schlichte Antwort lautet
“Nein” und hat mit dem Abfallverhalten der Rinder der Verteilung der Summe S,,/v/n zu tun.

Lemma 2.48 Fiir jede Folge (ng)gen mit ng 1 oo gilt

P <lim sup S = oo) =1

k— o0 ng

P (liminfsnk = oo) =1.

k—o00 /M

Beweis. Wir beweisen nur den ersten Teil der Behauptung. Sei Z = limsup,,_, . S, /+/7%- Da

p( lim 2 L [T %dr>0 VaeR
im — >a| =— e 2dx > a €
(”—m\/ﬁ ) \/277/(1

muss erst recht P(Z > a) > 0 fiir beliebige a € R gelten. Da aber Z nicht von Xi,..., X fiir endliches j € N
abhéngt, ist das Ereignis A = {w: Z(w) > a} terminal, d.h., P(A) = 0 oder P(A) = 1. Wegen P(A) > 0 muss
also P(A) = 1 sein, womit die Behauptung bewiesen ist. (Den zweiten Teil der Aussage beweist man analog.) [

26 GeméB der obenstehenden Definition von F wird G, von dem durchschnittstabilen System der Zylindermengen Gg ) =
{w: (Xn, Xn41,.--, Xnts) € E} € F erzeugt, wobei E die Borelmengen aus B(R*) sind und k iiber alle ganzen Zahlen lauft.

27 Man spricht von Y als uneigentlicher Zufallsvariable — das ist eine Zufallsvariable, die mit positiver Wahrscheinlichkeit die
Werte too annimmt. Ahnliche Uberlegungen gelten fiir die Konvergenz des Mittelwerts Sy, /n fiir n — oo (UA).

Work in progress. ..
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Beispiel 2.49 (Brownsche Bewegung, Fortsetzung) Es sei

VNt

die diskrete Version der Brownschen Bewegung aus Beispiel 2.42 mit Sy = 0 und v = 1. Dabei sind &, 1ID
Zufallsvariable mit E[¢;] = 0 und V[{;] = 1 und nach dem Zentralen Grenzwertsatz gilt

SN Y5 N(0,1).

Nach Lemma 2.48 ist
P (limsup StN = oo) =P (liminfStN = —oo) =1,
N—o0 N—oo
d.h., mit Wahrscheinlichkeit 1 iiber- bzw. unterschreitet S{¥ fiir N — oo jede beliebige Schranke 4a. (Das ist
umso bemerkenswerter, als dass fiir alle ¢ > 0 und N € N gilt: E[S/¥] = 0 und V[S]] < 00.)

Konvergenzgeschwindigkeit

Beim Beweis des schwachen Gesetzes der groflen Zahlen haben wir gesehen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir
Abweichungen vom Erwartungswert von der Gréfenordnung e mit N~1/2 gegen 0 geht (vgl. Beispiel 2.40). Die
Beobachtung deckt sich mit der Tatsache, dass nach dem Zentralen Grenzwertsatz die Standardabweichung des
Mittelwertschiitzers mit der Rate N~1/2 kleiner wird. Fiir die fast sichere Konvergenz sind die Abschétzungen,
die auf dem Zentralen Grenzwertsatz oder der Tschebyscheff-Ungleichung basieren, zu grob. Der nachfolgende
Satz sagt aus, dass die Rate beim starken Gestz der groflen Zahlen geringfiigig kleiner ist, ndmlich:

:o<,/1°g10g"> s
n

Satz 2.50 (Gesetz vom iterierten Logarithmus) Fir jede Folge von unabhingigen, identisch verteilten Zu-
fallsvariablen X1, Xso,... mit E[X1] =0 und V[X1] =1 gilt

Sn
— - E[Xy]
n

P (limsu X1t 4+ X
n~>oop V2nloglogn

bzw.

P (liminf 2Lt X )y
n—oo  \/2nloglogn -

Beweis. Wir skizzieren den Beweis fiir den ersten Teil der Aussage: In diesem Fall ist zu zeigen, dass P(.S,, >
v Anloglog n unendlich oft) = 0 ist, falls A > 2. Die Strategie dabei wird sein, das Borel-Cantelli-Lemma auf die
Rénder der Verteilung von S,,/v/n anzuwenden. Hinreichend nach Lemma 2.36 wiire die Bedingung

ZP (Sn > \/)\nloglogn) < 00,
n=1
falls A > 2. Weil die Partialsummen S,, nicht unabhéngig sind, ist das Kriterium jedoch nicht notwendig, und

wir kommen mit einer etwas schwécheren Bedingung aus. Dazu verfihrt man wie folgt.

1. Wir setzen ¢(n) = y/nloglogn; fiir n > 3 ist ¢(n) monoton wachsend und es reicht, eine Folge (ky)nen zu
finden, so dass

kpn_1<j<kn

ZP ( sup S, > \Acﬁ(hn_l)) < 00,
n=1

fir A > 2. Dann gilt ndmlich nach dem Borel-Cantelli-Lemma, Lemma 2.36, dass

su . S
P <lim sup —pk”flgjgk" / < ) =1.
nooo  VAG(kn_1)
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2. Wegen der Monotonie von ¢ gilt dann auch

P (limﬁsup \Ai:(n) < 1> =1.

Die Behauptung des Satzes folgt dann aus der Tatsache, dass A > 2 beliebig ist.

3. Der (durchaus anspruchsvolle) Rest des Beweises besteht darin, die Terme P(sup...) abzuschétzen; das
macht man zunéchst fiir standard-normalverteilte X7, X5, ... und sodann fiir beliebige Verteilungen unter
der Voraussetzung, dass E[|X1]?>T¢] fiir ein a > 0 existiert (vgl. [13, Thm. 3.25]).

O

Bei den Abschitzungen in Teil 3 des Beweises des letzten Satzes ist das ndchste Resultat hilfreich, das zudem
eine Antwort auf die Frage nach der Konvergenzrate beim Zentralen Grenzwertsatz liefert.

Satz 2.51 (Berry-Esseen-Theorem) Seien (X, )nen IID Zufallsvariable mit E[X1] = 0 und V[X1| = 1. Zudem
sei E[|X1]?T%] < 0o fiir ein o > 0. Dann existieren ein § > 0 und 0 < C < 00, so dass

‘P ( Sn ) 1 /“ 2
su —<a| — — e 2
ekl \va ") T Ve ) a

Beweis. Siehe [13, Thm. 3.26]. O

<Cn~°.

Beispiel 2.52 (Jungen- und Midchengeburten) Das folgende Beispiel stammt aus [8]. Zwischen 1996 und
1999 wurden in Baden-Wiirttemberg 231432 Jungen und 218 674 M&adchen geboren. Wie wahrscheinlich ist es,
dass diese Diskrepanz innerhalb der “normalen” statistischen Schwankungen liegt?

Wir nehmen zunéchst an, dass Jungen- und Médchengeburten gleichwahrscheinlich sind und wéhlen als Wahr-
scheinlichkeitsmodell fiir jede einzelne Geburt die Bernoulliverteilung mit p = 1/2. Sei X die Zufallsvariable An-
zahl der Jungen; bei n = 450 106 Geburten insgesamt ist die erwartete Anzahl der Jungen E[X] = np = 225053,
die zugehérige Standardabweichung ist /V[X] = y/np(1 — p) = y/n/4 ~ 335. Die relative Differenz zwischen
der erwarteten Anzahl von Jungengeburten und dem realen Datum S,, = 231432 betrigt damit

—n/2
D, — Sn =12 1904

Vn/4
Standardabweichungen. Nach dem Zentralen Grenzwertsatz und Satz 2.51 sollte D,, anndhernd standard-normal-
verteilt sein, d.h., D, ~ N(0,1). Da jedoch P(D,, > 19) < 10759 ist, wobei P(-) das Maf der Standard-
Normalverteilung bezeichnet, ist es nahezu ausgeschlossen, dass Jungen- und Médchengeburten gleichwahrschein-
lich sind und die beobachtete Zahl von Geburten innerhalb der zu erwartenden statistischen Schwankungen liegt.

Grofle Abweichungen vom Mittel (seltene Ereignisse)

Sei X : Q@ — R eine Zufallsvariable mit Erwartungswert E[X] = 0, fur die wir die Wahrscheinlichkeit p = P(X > 1)

fiir ein [ > 0 berechnen wollen. Sind X7, ..., X,, unabhéngigen Kopien von X, so ist
L 1<
Pn = o Z X{x;>1} = n Z X([1,00) (2.9)
i=1 i=1

ein erwartungstreuer und konsistenter Schétzer fiir
p=P(X >1)=E[x{x>3]-

Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen konvergiert p,, fiir alle [ € R sogar fast sicher gegen p, und der
Zentrale Grenzwertsatz erlaubt es uns, fiir hinreichend groie n durch

a [2 [~¢/7 2
P (lﬁn _P| > Y e 2 dx
vn T J

entsprechende Konfidenzintervalle zu berechnen. So weit, so gut — wie aber wird sich unser Schétzer verhalten,
wenn [ von der selben Grofenordnung wie n oder /n ist? In der Praxis bedeutet das, dass sowohl [ als auch n
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endlich sind, aber [ ~ y/n. In diesem Fall spricht man von {X >} als seltenem Ereignis. Das Ereignis {X > [}
kann selten sein, weil zum Beispiel [ sehr viel groer als E[X] ist (bei beschrinkter Varianz), so dass p = 0
ist. Typische Anwendungsbeispiele, bei denen seltene Ereignisse eine Rolle spielen, sind das Abschétzen grofier
Versicherungsschiden, die Prognose von Naturkatastrophen oder Phaseniibergiinge in physikalischen Systemen.

Beispiel 2.53 (Wahrscheinlichkeit groBer Werte bei der Normalverteilung) Wir betrachten eine N(0,1)-
verteilte Zufallsvariable X mit unabhéingigen Kopien X;,...,X,, fiir hinreichend grofles n. Fiir [ = 5 ist p =
P(X > 1) ~ 3-1077, und wir mochten p durch p, wie in (2.9) schitzen. Dazu lassen wir uns in Matlab
n = 100000 standard-normalverteilte Zufallszahlen x4, ...z, erzeugen und erhalten die Schéitzung

| 100000
P100000 = 755000 ; X{z;>1} = 0.

Das ist zwar nicht p, aber auch nicht weiter iiberraschend, denn das Ereignis {X > 5} ist selten. Leider wird unsere
Schéitzung nicht besser, wenn wir das Experiment 100 mal ausfithren und tiber die Wiederholungen mitteln:

(100 1 Lo | 100000
(1000 _ L 1 _ et
P1ooo00 = 100 ; (100000 ; X{IEJ)ZZ}> =1-10"".

Das ist zwar etwas besser als vorher, aber immer noch um einen Faktor 3 daneben — von den insgesamt 107
erzeugten Zufallszahlen®® war gerade mal eine einzige grofer als 5. Um das Problem besser zu verstehen, schauen
wir uns zunéchst die Varianz des Schétzers als Maf fiir seine Konvergenz an; da die beiden moglichen Ereignisse
{X > 5} bzw. {X < 5} bernoulliverteilt mit Wahrscheinlichkeit p sind, ist

o VX)) p(l-p) 1
= 2 = < —.
Vi) n n ~ 4n

Der Schitzer verhélt sich also erwartungsgemifl. Das Problem ist, dass die Varianz nicht schnell genug abfallt,
um den relativen Fehler unter Kontrolle zu halten, denn dieser ist fiir verschwindende p unbeschrinkt:

Standardabweichung von p, 1 +/p—p?
Erel = = =" -

Erwartungswert von p, vnooop

Wie man sieht, geht e, fiir p | 0 gegen unendlich. Im unseren Fall ist £,; ~ 2-103/y/n und das ist fiir n = 10 000
noch immer 24/10 ~ 6.32; bei 100 Wiederholungen verringert sich der relative Fehler um den Faktor 10.

Um das Konvergenzverhalten unseres Schéitzers besser zu verstehen, lohnt es sich, die Wahrscheinlichkeit
P(S,/n > x) fir n> 1 und z > E[X] = 0 genauer unter die Lupe zu nehmen. Wir wissen, dass

P(San)%O & P(SHE[O,SC)>*>1 VY >0,
n n 2

wobei die erste Aussage aus dem Gesetz der groflen Zahlen, die zweite aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt.
Wir wollen nun einen geeigneten asymptotischen Ausdruck fiir p, = P(S,/n > z) fiir n — oo herleiten, der die
Konvergenz der beiden Aussagen genauer beschreibt. Dazu benétigen wir einige Werkzeuge.

Definition 2.54 (Kumulantenerzeugende Funktion) Die Funktion
v: R = (—00,00], 7(s) = logE[e*¥]

heifit kumulantenerzeugende Funktion von X.
Lemma 2.55 (Holder-Ungleichung?®) Seien X,Y: Q — R messbar mit E[|X|], E[|Y]] < co. Dann gilt

E[XY]] < (E[X|"])'/P(E[Y )"

fﬂrallelgp,qgoomit%—l—%:l.

28 Es ist im iibrigen kaum anzunehmen, dass die 107 von Matlab erzeugten normalverteilten Zufallszahlen tatsichlich noch
unabhéngig sind. Das soll an dieser Stelle aber nicht unser Problem sein.
29 Otto Holder (1859-1937), dt. Mathematriker
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Beweis. Siehe [5, Kap. VI.1.2]. O
Korollar 2.56 Die Kumulantenerzeugende vy ist konvex mit v(0) = 0.

Beweis. Die Konvexitét ergibt sich aus der Holderschen Ungleichung: Fiir « € [0, 1] ist

E[eatX%»(lfa)sX] — E[eatXe(lfa)sX]

IA

E[(eatx)1/a]aE[(€(1_a)SX)1/(1_a)]1_a
E

[etX]aE[esX]l—a

?

wobei wir im zweiten Schritt die Holder-Ungleichung mit p = 1/ und ¢ = 1/(1 — «) verwendet haben. Logarith-
mieren liefert dann die Ungleichung

Y(at+ (1 —a)s) < ay(t) + (1 - a)y(s),
d.h., v ist konvex. O

Anmerkung 2.57 Ebeno wie die charakteristischen oder die momentenerzeugenden Funktionen enthalten
auch die Kumulantenerzeugenden (oft Log-Momentenerzeugende genannt) Informationen iiber die Momente einer
Zufallsvariable X. Konkret: Ist E[| X |¥] < oo fiir alle k € N, so ist

2
~v(s) = sE[X] + ?V[X] +....

Wie auch die charakteristische Funktion lésst sich  fiir die meisten gerbduchlichen Verteilungen ausrechnen, so
z.B. fiir die

1. Bernoulliverteilung mit Parameter p € [0, 1]: v(s) = log(1 — p + pe®),
2. Poissonverteilung mit Parameter A > 0: v(s) = A(e® — 1),
3. Normalverteilung N (u, 02): v(s) = us + i;z

Definition 2.58 (Legendre-Fenchel-Transformierte) Sei f: R — R. Die Legendre-Fenchel-Transformierte
(auch: konvex Konjugierte) von f ist durch

f*(u) = sup{zu — f(x)}

z€R

definiert.

Lemma 2.59 Fir die konvex Konjugierte f* einer Funktion f gilt:
1. f* ist konvex,

2. f* hat ein eindeutiges Minimum.

Beweis. UA. O

Wir kommen nun zur zentralen Aussage dieses Abschnitts — dem Prinzip grofler Abweichungen fiir 11D Zu-
fallsvariable.

Satz 2.60 (Cramérsches Theorem) Fiir alle © > E[X] gilt

lim 1 log P (5;: > x) = —"(x) = —sup{sz — y(s)}. (2.10)

n—oo N s€ER

Beweis. O.B.d.A. sei E[X] = 0. Der Beweise gliedert sich in 2 Teile.
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1. Obere Schranke “<”: Wegen der Unabhéngigkeit der X; in der Summe S,, = X7 + ... X,, ist fiir alle s > 0

P (S, > nz) = E[x{s, >na}]
< E[es(Sn—nz)]
(E[esX])”e—snm

ny(s)—snz

=€

Daraus folgt, dass

1 n
—log P (S > x) < y(s) — sz < —sup{sx —y(s)}.
n n s>0

Im Supremum auf der rechten Seite diirfen wir die Bedingung s > 0 durch s € R ersetzen, denn nach der
Jensen-Ungleichung, Satz 1.38, gilt

log E[e*X] > log eBlX] = sE[X] = 0,
d.h. v(s) > 0 mit v(0) = 0 als dem globalen Minimum. Fiir > 0 ist sup,o{sz — v(s)} = 0, so dass

sup{sz — y(s)} = sup{sz —y(s)} -
>0 s€R

2. Untere Schranke “>”: Da P(S,/n > x) > P(S,/n € [z,x + ¢)) fir alle € > 0, reicht es zu zeigen, dass

1 Sn
lim lim inf — log P (n € [z, z+ 6)) > —y"(z).

e—=0 n—oo N

Wir nehmen zunéchst an, dass es fiir die Gleichung +/(s) = z eine Losung s*(z) gebe, so dass v*(z) =
s*(x)x — y(s*(z)) ist, und definieren ein neues Wahrscheinlichkeitsmafl Ps, das beziiglich P die Dichte

f(Xy,. ., X)) =) g =X+ X, (2.11)

habe. Der Erwartungswert von X beziiglich dPs = fdP ist damit

/ X dP, = E[X e ()]
Q

— E[XesX—'y(s)] (E[esX—'y(s)])n—l
—_———
=1

E[Xe*¥]
E[esX]
=7'(s).

Umgekehrt gilt fiir alle € > 0:

s, B .
P <n € [z,z+ e)) =Ep, [e sSntny( )X{Sn/ne[m,m+e)}}

_ en'y(s)—nsx EPS [G_SS”JF"WX{sn/ne[z,z+e)}]

— ¢M(s)—nsz Ep, [eins(sn/niw)X{Sn/nE[x,:c+6)}}

Sn
> n(v(s)—sw) ;—nse P, ( €[z, + 6)) ,
n

wobei Ep_[-] den Erwartungswert beziiglich Py bezeichnet und wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, dass
Sp/n — x < e ist. Damit erhalten wir die Ungleichung

1 Sn 1 Sh,
—log P ( > x) > v(s) — sx — |sle + — log Ps ( > x) .
n n n n
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Nach Konstruktion von P; ist Ep_, [X] = +/(s*(z)) = x, und aus dem Zentralen Grenzwertsatz folgt, dass

' 1
lim P,- ( > [m,x—i—e)) =—- Ve>0.
n—00 n 2
Zusammenfassend erhalten wir

lim lim inf 1 log P <Sn > :v) > —sup{sz —v(s)} = —v"(z)
n

e—0 n—oo N seR

Die beiden Abschitzungen zusammengenommen ergeben schliefflich die Behauptung. O

Anmerkung 2.61 Nach dem eben bewiesenen Prinzip grofler Abweichungen sind Ausreiler vom Gesetz der
groflen Zahlen “exponentiell unwahrscheinlich”. Eine geldufige Schreibweise ist dementsprechend

P <Sn > IE> = e (@)
n

Das Symbol “<” deutet an, dass die Gleichung im Sinne von (2.10) zu lesen ist. Die Funktion +*, die den
exponentiellen Abfall der Wahrscheinlichkeit angibt, wird Ratenfunktion genannt. Wegen der Konvexitéit von
~ und der Definition der konvex Konjugierten ist v* an der Stelle Z = E[X] minimimal mit dem eindeutigen
Minimum ~*(Z) = 0 (hier: £ = 0), was gerade der Konvergenz gegen den Erwartungswert entspricht.

Beispiel 2.62 (Fortsetzung von Beispiel 2.53) Wir betrachten noch einmal das Problem des Schitzens kleiner
Wahrscheinlichkeiten. Sei X eine Zufallsvariable mit E[X] = 0 und {X > [} selten unter der Wahrscheinlichkeit
P. Anstatt p = P(X > 1) direkt aus unabhéingigen Kopien der Zihlvariable

Y= X{x>1}

zu schiitzen, definieren wir ein neues WahrscheinlichkeitsmaB P, unter dem {X > I} nicht mehr selten ist —

idealerweise ist P so gewéhlt, dass E[X] = [ ist. Ein geeigneter Kandidat ist P = P, aus Gleichung (2.11):
dP;
dpP

Sei also pn, = E[x{s,, /n>1}]; Was sich beziiglich P, wie folgt schreiben lasst:

— 8Sn—n7(s) , Sp=X1+...+X,.

Pn = Ep [X(s,/nz1ye" D75

Einen erwartungstreuen Schétzer fiir p,, erhalten wir, indem wir den Mittelwert {iber unabhéngige Kopien von

Z = X{Sn,/nzl}em(s)_ssn

mit S, = X1 +...X,, und X; ~ Ps, i =1,...,n bilden. Der Parameter s kann dabei so gewéhlt werden, dass die
Varianz des Schitzers (sprich: sein 2. Moment) minimal wird. Nun ist das 2. Moment von Z gerade durch

M;(Z) - EP5 [X{Sn/nZl}eZn'y(s)—%Sn] < e—Zn(sl—'y(s))
gegeben, und M3 (Z) wird minimal fiir s = s*(1), d.h. sup,{sl —v(s)} = 7*(1). In diesem Fall ist
MP(Z) < e 20

Andererseits gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Satz 2.60
2
Ep,[x(s, mon e’ 7250 > (EPS [X{Sn/nzl}env(S)issn})

2
= (Elx{s, /n>13])
=p?
=2 D)

woraus zusammen mit der oberen Schranke fiir das 2. Moment unseres neuen Schétzers folgt, dass

1 1
lim —log M3 = —2v*(l) =2 lim —logp, .

n—,oo N n—,oo N,
Mit anderen Worten: /MJ =< p,,, d.h., der relative Schétzfehler bleibt auch im Falle p,, — 0 beschrénkt.
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3 Abhingige Zufallsvariable: Markovketten

3.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

Im Folgenden sei (€2, €&, P) wieder unser generischer Wahrscheinlichkeitsraum. Wir betrachten zwei Ereignisse
A, B € &, wobei wir P(A) > 0 annehmen, und bezeichnen mit £4 C £ die o-Algebra der Teilmengen von A, die
in £ liegen.

Definition 3.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeit) Seien A, B € £ mit P(A) > 0. Als bedingte Wahrscheinlichkeit
von B unter der Bedingung A bezeichnen wir

P(ANB)

P(A)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit P4(-) := P(:]A) definiert ein Maf} auf £, das auf A konzentriert ist, d.h.,
P4(A€) = 0. Fiir alle B € €4 ist insbesondere P4(B) = P(B)/P(A).

Definition 3.2 (Bedingte Erwartung I) Essei X : 2 — R eine Zufallsvariable, deren Erwartungswert existiert.
Als bedingten Erwartungswert von X unter der Bedingung A definieren wir
E[Xx4]

BlX|A] = =54

P(B|A) =

Nun ist nach obiger Definition
1
EXAzi/dePw:/dePAw,
X14] = gy [ X(@)aPw) = | X(w)dPat)

insbesondere erhalten wir mit X = yp die bedingte Wahrscheinlichkeit E[xp|A4] = P(B|A). Insofern sollte
es nicht iiberraschen, dass fiir die bedingten Erwartungswerte die fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten iiblichen
Rechenreglen gelten; beispielsweise entspricht das Gesetz des totalen Erwartungswertes,

E[X] = E[Xxa] + E[Xxa¢] = E[X[A]P(A) + E[X|A®]|P(A),
im wesentlichen dem Gesetz von der totalen Wahrscheinlichkeit,
P(B)=P(BNA)+P(BnA° =P(B|A)P(A) + P(B|A°)P(A°).

Wir werden uns weiter unten noch eingehender mit dem bedingten Erwartungswert beschéftigen. Zunéchst
wollen wir nur einige allgemeine Uberlegungen anstellen, die den Fall P(A) = 0 betreffen. Konkret werden wir
bedingende Ereignisse der Form A = {Y = y} betrachten, die im Falle stetig verteilter Zufallsvariabler gerade
Wahrscheinlichkeit 0 haben. Der diskrete Fall wird uns dabei als Blaupause dienen.

1. Diskrete Zufallsvariable: Wir nehmen zunéchst an, dass Y diskret sei und definieren fiir jede integrable
Zufallsvariable X : Q — R durch

E[X|Y =y], P(Y=y)>0
9:R—>R, g(y)={ HO d (Sonsjyt).

eine neue Zufallsvariable Z = ¢(Y). Ferner bezeichnen wir mit F die von den Bildern von Y erzeugte o-
Algebra. Dann steht die Messbarkeit von Z beziiglich F stellvertretend fiir die Aussage, dass Z eine Funktion
von y ist. Gleichzeitig gilt nach Konstruktion von Z, dass

EXX{veryl = ElZx(yer)] VF€F, (3.1)
denn
E[Xx{yer) = > EXX{y=y] = > 9P =y) =E[Zx(yer].
yEF, P(Y=y)>0 yEF, P(Y=y)>0

2. Stetig verteilte Zufallsvariable: Fiir stetig verteilte Zufallsvariable Y ist in der Regel P(Y = y) = 0,
aber wir konnen die Messbarkeit der oben definierten Zufallsvariable Z zusammen mit (3.1) als Definiens
fiir den bedingten Erwartungswert nehmen. Das geht, weil wir uns in unseren Uberlegungen gar nicht auf die
bedingende Zufallsvariable Y, sondern nur auf die von Y erzeugte o-Algebra von bedingenden Ereignissen
bezogen haben und motiviert die nachstehende Definition.
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Definition 3.3 (Bedingte Erwartung II) Es sei X:  — R eine integrable Zufallsvariable auf (£2,&, P) und
F C & eine Sub-o-Algebra. Dann nennen wir die reelle Zufallsvariable Z bedingte Erwartung von X wunter der
Bedingung F (symbolisch: E[X|F]), wenn Z messbar beziiglich F ist und

Anmerkung 3.4 Alle wesentlichen Eigenschaften wie die Linearitéit des Erwartungswertes oder Aussagen wie
die verschiedenen Konvergenzsitze fiir Folgen von Zufallsvariablen gelten auch fiir die bedingten Erwartungswerte,
allerdings gelten die Gleichungen nun, da sie sich auf Zufallsvariable beziehen, nur noch fast sicher. Bedingte
Wahrscheinlichkeiten lassen sich wie schon zuvor mittels P(B|F) = E[xp|F] fiir beliebige B € £ definieren.

Beispiel 3.5 (Bedingte Normalverteilung) Sei X = (X1, X2) € R™ x R™ eine mehrdimensionale, normalver-
teilte Zufallsvariable mit Erwartungswert p und Kovarianzmatrix ¥ = £7° > 0,

n= (Mla:U'Q) € Rn X Rm7 2 = < Z%} 212 > € R(n+m)><(n+m) .
Yo oo

Die gemeinsame Dichte von X = (X1, X5) ist durch
1
f(z) = det(2n%) "2 exp (—2(x — )y e — u)) , x=(r1,22) € R" xR™

gegeben. Fiir festes X, = y ist die bedingte Verteilung die Normalverteilung®®
P([Xz =y) =N (a1, %)

mit dem bedingten Erwartungswert
i (y) = 1 — T12X55 (y — pi2)
und der bedingten Kovarianzmatrix
Y= - S 2,
die durch das Schurkomplement gegeben ist. Letzteres erbt die Definitheit von X, wie man durch

T T T T
ztYr = T 211{172 + 2$2212£E1 + To ZQQLCQ

= (22 — B3y B1om1) Boa (w2 — By Tlhwr) + 2] (S11 — L1235y Th) 2

sieht; da 27Xz > 0 fiir alle 2 # 0 ist, gilt dies insbesondere auch fiir x4 = 2521 YT, 21, woraus folgt, dass auch der
zweite Summand fiir alle x1 # 0 positiv ist. Die bedingte Dichte von P(:| X3 = y) beziiglich dxz; ist damit

Flavin) = den(2am) 2 exp (=501 = ) S o1 - m))

3.2 Markovketten auf abziéhlbarem Zustandsraum

Als einfithrendes Beispiel betrachten wir die Beobachtung des Wetters. Bekanntermaflen ist die Behauptung, dass
das Wetter morgen so wie heute sein werde, eine recht gute Wettervorhersage (die Trefferquote betrégt angeblich
iiber 60%). Wir nehmen, dass wir durch Beobachtungen herausgefunden haben, dass mit Wahrscheinlichkeit
p = 0.7 auf einen Regentag ein Regentag folgt, wihrend fiir Sonnentage die Wahrscheinlichkeit immerhin 0.6
betrigt. Da sich die (bedingten) Wahrscheinlichkeiten zu 1 aufsummieren, folgt mit Wahrscheinlichkeit 0.3 auf
Regen Sonne und mit Wahrscheinlichkeit 0.4 auf Sonne Regen.

Mathematisch konnen wir unser Wettermodell modellieren, indem wir eine Zufallsvariable X: Q@ — S C R
iiber einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, £, P) einfiihren, deren Werte X € {1, 2} fiir Sonne (X = 1) bzw. Regen
(X = 2) stehen. Entsprechend stehen die nicht notwendigerweise unabhiingigen Kopien X,, mit n = 0,1,2,...
fiir das Wetter am n-ten Tag (der Tag n = 0 ist dabei ein beliebig gewihltes Datum, an dem beispielsweise die
Sonne scheint). Die Regeln fiir die Wetterprognose bekommen damit die Form bedingter Wahrscheinlichkeiten,

pllzP(Xn+1:1‘Xn:1)7 plQZP(Xn+1:2|Xn:1)7"'7
wobei wegen der Normierung der Wahrscheinlichkeiten p11 + p12 = pa1 + poo = 1 gilt.

30 JA.
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Definition 3.6 (Stochastische Matrix) Es sei S eine abzéhlbare Menge. Eine |S| x |S|-Matrix P = (p;;)i jes
heifit stochastische Matriz, wenn p;; > 0 fiir alle 7,j € S und Zjespij =1 fiir jedes i € S.

Die Eintrége einer stochastischen Matrix lassen sich als Ubergangswahrscheinlichkeiten eines diskreten dyna-
mischen Systems interpretieren:

Definition 3.7 (Markovkette) Es sei S eine abzihlbare Menge, u eine Zihldichte auf S und P € RISIXI5]
eine stochastische Matrix. Eine Folge (X, )nen, von Zufallsvariablen auf S heifit (homogene) Markovkette mit
Ubergangsmatriz P und Anfangsverteilung p, falls

P(Xg=1z)=Px,(z) =p(x) VreSs

und fiir jedes n € Ny, y € S sowie alle Tupel (zg,z1,...,2,) € S mit P(Xg = zg,...,Xn, = x,) > 0 die
Markoveigenschaft gilt:

P(Xni1 =ylXo =w0,..., Xy =) = P(Xpq1 = y| Xy = 2) = pay . (32)

Im Gegensatz zu den bei den im letzten Kapitel betrachteten Folgen von Zufallsvariablen, sind die Folgenglieder
einer Markovkette nicht unabhiingig, wobei sich die Abhiingigkeit aus den Ubergangswahrscheinlichkeiten p,,
ergibt. Die Markoveigenschaft besagt gerade, dass X,, 1 nur von X,, abhingt, nicht aber von X,,_1,..., Xy. Da
die Ubergangswahrscheinlickeiten Dgy nicht von n abhéngen, wird die Markovkette homogen genannt.

Den Laufindex der Xy, Xi, Xo,... werden wir im Folgenden als Zeit interpretieren, entsprechend (X,)nen,
als stochastischen Prozess, d.h., eine diskrete oder kontinuierliche Familie von Zufallsvariablen, die bestimmte
Messbarkeitseigenschaften erfiillt. Konkret statten wir den Zustandsraum S mit seiner natiirlichen o-Algebra
F = 2% aus. Entsprechend ist ;1 ein Wahrscheinlichkeitsma$ auf (S, F), das sich induktiv mittels

N—-1
PH(XO = X, X1 = ,CCl,...,XN = IN) = /L(l‘o) H P(Xn+1 = $n+1‘Xn = !L‘n)

n=0

zu einem Wahrscheinlichkeitsmafl auf dem Produktmessraum (SN 1, FN+1) erweitern liisst, das die Verteilung der
Trajektorie (Xo, X1,..., Xn) bis zum Zeitpunkt N angibt. Da die Verteilungen der Trajektorien einer bestimmten
Lénge eine konsistente Familie von Wahrscheinlichkeitsmafien bilden, garantiert der Satz von Ionesu-Tulcea [7,
Satz 14.32], dass sogar ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafes auf dem Produkt-Messraum (S5°°, F°°) existiert,
das die Verteilung der Kette (X, )nen, zu allen Zeiten angibt. (Der Konsistenzsatz von Kolmogorov aus Abschnitt
2.5 gilt nur fiir Mafle auf Borelmengen.)

Satz 3.8 (Existenz einer Markovkette) Sei S abzihlbar, P eine stochastische Matriz und u ein Wahrschein-
lichkeitsmafl auf S (bzw. eine Zihldichte). Dann existiert eine Folge (X, )neNn, von Zufallsvariablen auf S, die
die Markoveigenschaft erfiillen, und fir die Px, = p ist.

Beweis. Fiir den Beweis verweisen wir auf [8, Anhang A.2 bzw. Satz A.11]. O

Beispiel 3.9 (Zufallsspaziergang auf Z) Sei S = Z und P die (unendliche) Matrix mit den Eintrégen p; ;11 = p
und p;;—1 = 1 —p und 0 sonst. Wenn wir u = dy setzen, so ist (X, )nen eine Markovkette, die fast sicher in
Xo = 0 startet und die mit Wahrscheinlichkeit p bzw. 1 — p einen Schritt nach rechts bzw. links macht.

1—p 1—p 1—p 1—p 1—p 1—p 1—p
b p p p p p p
Beispiel 3.10 (Eingeschrinkter Zufallsspaziergang) Wir betrachten die gleiche Situation wie eben, aber
schrinken X,, auf die Menge S = {-3,...,3} ein. Dazu definieren wir folgende Regel: Wenn die Kette auf

den Rand bei x = £3 trifft, so soll der Prozess im nichsten Schritt mit Wahrscheinlichkeit 1 zum benachbarten
inneren Zustand zuriickkehren. Dargestellt als Graph sieht das dann so aus:

1-p 1-p 1-p 1-p 1-p 1
1 P D D D D
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0.7,

0.6

Abb. 7 Verteilung i, einer Markovkette mit |S| = 10 Zusténden zu verschiedenen Zeitpunkten n € Np.

Man spricht in diesem Fall von reflektierenden Randbedingungen. Analog lassen sich endliche Markovketten
mit periodischen (pi3 +3 # 0) bzw. absorbierenden (p+3 +3 = 1) Randbedingungen konstruieren.

Simulation von Markovketten I

Wie simuliert man eine Markovkette? Um eine konkrete Realisierung X7, Xo,... zu erzeugen, muss in jedem
Schritt ausgehend von X,, = x,, entsprechend der Ubergangswahrscheinlichkeiten P(-|X,, = z,) ein X,;1 € S
ausgwéhlt werden. Im letzten Beispiels bietet es sich an, in jedem Schritt eine uniform verteilte Zufallszahl
u € [0, 1] auszuwiirfeln und dann fiir u € [0, p) einen Schritt nach rechts zu machen bzw. einen Schritt nach links,
wenn u € (p, 1] liegt (bei u = p darf getrost eine Miinze geworfen werden).

Satz 3.11 (Kanonische Darstellung von Markovketten) Es sei (£,)nen eine Folge von IID Zufallsvariablen
mit Werten in W C R, die unabhingig von Xo: Q — S ist. Fir alle f: S x W — S definiert die Iteration

Xn+1 = f(Xn,§n+1)
eine homogene Markovkette auf S mit Ubergangswahrscheinlichkeiten p,, = P(f(z,&1) = y).
Beweis. UA. O

Beispiel 3.12 (Zufallsspaziergang auf Z) Sei &, gleichverteilt auf W = {—1,4+1} und f(x,y) = z + y. Die
zugehorige Folge X, 11 = X, + &,+1 ist der symmetrische Zufallsspaziergang aus Beispiel 3.9.

Anmerkung 3.13 Alle homogenen Markovketten mit Ubergangsmatrix P = (pyy)x.yes besitzen eine kano-
nische Darstellung der Form X, 1 = f(X,,,U,+1) mit

y—1 y
Up ~U(0,1) und  f(z,u) =y, falls > pr. Su<d pa.
z=1 z=1

Simulation von Markovketten II

Der eben beschriebene Weg ist nicht die einzige Moglichkeit, eine Markovkette (X, )nen zu simulieren. Anstatt
Realisierungen xg, x1, T2, ... mit einem aus der Startverteilung p gezogenen Anfangswert zy zu erzeugen, hitten
wir ebenso die Verteilung der X, Xs,... direkt simulieren kénnen (sieche Abb. 7).

Zu diesem Zweck bezeichnen wir mit p, die Verteilung der Kette zum Zeitpunkt & > 0, d.h., pup(A) = P.(X) €
A) fiir jedes A € F; die Bezeichnung P, (-) gibt dabei an, dass die Kette mit Verteilung po = p gestartet wurde.?!

31 Analog schreiben wir Py (+), wenn pu = dz, d.h., wenn die Kette fast sicher bei X¢ = x gestartet wurde.

Work in progress. ..



Vorlesung Stochastik II SS 2012 49

Lemma 3.14 (Propagation der Startverteilung) Sei (X, )nen, eine Markovkette mit Ubergangsmatriz P =
(Pay)eyes und Anfangsverteilung p. Fir die Verteilung py, der Kette zum Zeitpunkt k > 0 gilt

Z HE— 1 pa:y (33)

zeSs

bzw.

=Y (@)l (3.4)

zeS
wobei pgjy) die Eintrage der iterierten Ubergangsmatriz, P¥, bezeichnet.

Beweis. Nach dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ist

Pu(Xp=y) =Y P(Xp = y|Xp1 = &) Pu(Xp1 = )
zeS

_Zuk 1 p:cy

zeS
Der zweite Teil der Aussage folgt durch Induktion. O

Anmerkung 3.15 Wir vereinbaren, dass . € RIS! ein Spaltenvektor ist. In Matrix-Vektor-Schreibweise lisst
sich die Iteration fiir die Verteilung dann wie folgt schreiben:

Mk —Mlc P obzw. g —MoPk (o = ) -
Die Eintrige von P* geben die Wahrscheinlichkeit an, in k& Schritten von x nach y zu gelangen, d.h.
pg;) =P(X, =yl Xo=12).

Damit ist insbesondere P* fiir alle k € Ny (mit der Vereinbarung P° = Id) wieder eine stochastische Matrix.
Eine wichtige Eigenschaft der iterierten Ubergangsmatrix ist ihre Halbgruppeneigenschaft, die vor allem unter
dem Namen Chapman-Kolmogorov-Gleichung bekannt ist.>?

Satz 3.16 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung) Sei (X,,)nen, €ine homogene Markovkette mit Ubergangsmatriz
P = (pyy)a,yes- Fir alle n,m € Nq gilt

pltm =" plple) = plmply) (3.5)
z€S z€S

Beweis. Es ist
P(Xpim =y|Xo =) = Z P(Xpim =y, X, = 2| X0 = )
z€S
=3 P(Xnpm = y|Xn = 2, X0 = 2)P(X,, = 2[Xo = 2)
z€S

=Y P(Xnpm = 9| X = 2)P(X, = 2| Xy = 2)
z€S

=> pWply,

zE€S

wobei wir in der zweiten Zeile die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit und in der dritten die Marko-
veigenschaft der Kette ausgenutzt haben; der letzte Schritt ergibt sich aus der Homogenitéit der Kette. Da das
Argument gleichermafien mit X,,, = z funktioniert, ist die Gleichung symmetrisch in n und m. O

Anmerkung 3.17 Anschaulich bedeutet die Halbgruppeneigenschaft, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
die Kette in n 4+ m Schritten von x nach y gelangt, die gleiche ist wie die Wahrscheinlichkeit, zuniichst in n (bzw.
m) Schritten zu irgendeinem Zustand z und anschlieend in m (bzw. n) Schritten zu y zu laufen.

32 Sidney Chapman, FRS (1888-1970), engl. Mathematiker und Geophysiker
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Wir erwéhnen zwei wichtige Erweiterungen der Markoveigenschaft.

1. Kontinuierlicher Zustandsraum: Eine naheliegende Verallgemeinerung sind Markovketten (X, ),en, auf
einem iiberabzihlbaren Zustandsraum Z C R mit Ein-Schritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten

p(z,A) = P(X,11 € A|X,, =) = /Aq(w,y) dy

und Startverteilung
po(A) = P(Xo € A) = Px,(A)

Dabei ist A C Z eine Borelmenge und ¢(z,y) die Lebesguedichte von p(z,-) (von der wir stillschweigend
annehmen, dass sie existiert). Fiir die Mehrschritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten

pr(z, A) = P(Xp1k € Al X, =2)

gilt analog zum diskreten Fall, Gleichung (3.5), die Chapman-Kolmogorov-Gleichung

memA(éMammeQ@

=/A</qu(x7z)qn(z,y) d2> dy .

Auf die gleiche Art und Weise lassen sich die Ausdriicke (3.3) bzw. (3.4) fiir die Vorwértspropagation der
Verteilung p der Kette zum Zeitpunkt k& schreiben:

mea(A) = [ ple A) (2
bzw.
pen(A) = [ pria(e, ) duo(e).
Beispiel 3.18 (Zufallsspaziergang auf R) Wir betrachten eine Markovkette (X, )nen,, die durch
Xnt1=Xn + VA1, Xo=0

mit IID Zufallsvariablen &, ~ AN(0,1) gegeben ist. Wie wir aus Beispiel 2.42 wissen, konvergiert X, fiir
n — oo und At — 0 unter der Bedingung nAt,, — ¢ nach dem Zentralen Grenzwertsatz schwach gegen die
Brownsche Bewegung mit Verteilung A (0, ). Die Dichte der Ubergangswahrscheinlichkeiten ist

Unsere Markovkette stellt damit eine zeitlich diskrete Approximation der Brownschen Bewegung dar.

2. Gestoppte Markovketten: Die fiir unsere Zwecke wichtigste Verallgemeinerung betrifft die Erweiterung
der Markoveigenschaft auf Stoppzeiten. Dazu bezeichne Q@ = S die Menge aller Folgen (X, )nen, von
Zufallsvariablen auf S, die wir mit ihrer natiirlichen o-Algebra F ausstatten (vgl. Abschnitt 2.5). Eine
Funktion 7: Q — Ng U {400} heifit Stoppzeit, wenn das Ereignis {w: 7(w) < n} fiir alle n € Ny messbar
beziiglich F,, ist, wobei F,, = o({X%: k < n}) die von den ersten n + 1 Folgengliedern erzeugte o-Algebra
ist.33 Anschaulich bedeutet das, dass iiber das Eintreten des Ereignisses {7 < n} allein aufgrund der Kenntnis
von Xy, ..., X, entschieden werden kann. Beispiele fiir Stoppzeiten sind deterministische Stoppzeiten

T=n
fiir festes n € Ny oder die Eintrittszeit in eine Menge A C S,

T4 =inf{n > 0: X,, € A},

33 Die von endlich vielen Folgegliedern erzeugte o-Algebra F, lisst sich analog zu den Uberlegungen in Abschnitt 2.5 aus dem
durchschnittstabilen System der Zylindermengen Fg ,, = {alle Folgen w: (Xo,...,Xn) € E C S"T1} erzeugen.
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wobei wir inf ) = co vereinbaren, d.h. 74 = oo, falls A niemals erreicht wird. Keine Stoppzeit ist dagegen
Ta=sup{n>0:X, € A},

die Zeit des letzten Besuchs von A C S, denn offenbar héngt das Ereignis {T4 = n} nicht nur von Xy, ..., X,
ab. (Um zu entscheiden, ob Ty = n ist, miissen auch X,,;1, X, 12, ... bekannt sein.) Die fiir uns im Folgenden
wichtigste Stoppzeit ist die Riickkehr- oder Wiederkehrzeit eines Zustands z € .S,

T, =inf{n >1: X,, = z}.

Man beachte, dass die Wiederkehrzeit anders als die Eintrittszeit > 1 ist, d.h., aus Xy = z folgt nicht 7, = 0.
Eine praktische Eigenschaft von Markovketten ist nun, dass die Markoveigenschaft auch fiir Stoppzeiten gilt.
Sei also (X,,)nen, eine Markovkette auf S. Mit

Fr={A: A€ Fund An{r =n} € F, fiir jedes n > 0}

bezeichnen wir die o-Algebra der 7-Vergangenheit der Kette. Der nachfolgende Satz erweitert die Markovei-
genschaft von festen Zeiten n € Ny auf Stoppzeiten 7(w), die Zufallsvariable sind.

Satz 3.19 (Starke Markoveigenschaft) Fiir alle Stoppzeiten T mit P(T < o0) erfillt (X, )nen, die Marko-
veigenschaft, d.h., die bedingte Verteilung von X,.11, X;4o,... fir gegebenes F, mit X, = x entspricht der
Verteilung der Kette X1, Xo, ... mit Startwert Xo = x. mit anderen Worten:

P(XT+1 =T, XT+2 = xQ,...|X7— = Z‘) = Pw(Xl =T, XQ = Ig,...) V(xl, 332,...) S S

Beweis. Wir betrachten alle moglichen Ereignisse {T = n}, n > 0, die eintreten kénnen kann, und
wenden die gewohnliche Markoveigenschaft (3.2) an. Es gilt:

P(XT+1:$1,...|X7—=I):

NE

P(XT+1 =T, XT+2 =T2... |X7— = ZC)P(T = TL|X7— = J))

3
Il
o

o

P(Xp41 =21, Xpy1 =22...1X,, =2)P(r =n| X, =x)

n=0
=P(X) =a1, X =1a,...|Xog =2) »_P(r =n|X, =2)
n=0

:Px(Xl =T, XQ :l‘g,...),

wobei wir im vorletzten Schritt die Homogenitét der Kette und im letzten Schritt die Tatsache ausgenutzt
haben, dass > P(r =n|-) =1. O

Anmerkung 3.20 Die starke Markoveigenschaft besagt, dass, wenn X, = z ist, die Kette (X,,),>, unun-
terscheidbar von (X,,),>0 mit Startverteilung ¢, ist; insbesondere ist (X,,),>- unabhéngig von F.

3.3 Existenz einer stationiren Verteilung

Es sei nun wieder (X,,)nen, unsere homogene Markovkette mit Ubergangsmatrix P € RISIXIS| und Startvertei-
lung pg. Wir haben uns bereits in Lemma 3.14 klargemacht, dass die Vertgilung der Kette zu einem Zeitpunkt k
(sprich: die Verteilung von X}) iterativ durch Linksmultiplikation an die Ubergangsmatrix,

[k = i P

aus der Startverteilung berechnet werden kann. Da liegt es nahe, zu fragen, ob die Iteration der pj Fixpunkte
besitzt oder ob die Iteration fiir kK — oo gegen einen Fixpunkt konvergiert. Solche Fixpunkte werden (so sie denn
existieren) aus offensichtlichen Griinden stationdre Verteilungen oder invariante Mafle genannt.

Definition 3.21 (Stationire Verteilung) Sei (X,,)nen eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P. Ein Wahr-
scheinlichkeitsmaf 7 heifit stationdr, falls 77 = 77 P, d.h., wenn 7(y) = P (X1 = y).
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Anmerkung 3.22 Im Allgemeinen kann eine Markovkette mehrere invariante Verteilungen haben oder auch
gar keine. Ein Vertreter der ersten Kategorie ist eine Markovkette mit der (zugegebenermaflen recht uninteressan-
ten) Ubergangsmatrix P = Id, fiir die die Eigenwertgleichung 77 = 77 P offensichtlich unendlich viele nichtnegati-
ve Losungen hat, die sich alle auf ||7||; = 1 normieren lassen. Hingegen hat die (unendliche) Ubergangsmatrix des
symmetrischen Zufallsspaziergangs auf Z als Linkseigenvektor zum Eigenwert 1 die bis auf Skalierung eindeutige
Losung 71 = (1,1,1,...), die jedoch nicht normierbar und mithin kein Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Neben der bereits erwéhnten Interpretation der stationéren Verteilung als (normierterer) Linkseigenvektor von
P zum Eigenwert 1 lassen sich invariante Mafle mit der Erhaltung von Wahrscheinlichkeitsfliissen zwischen Teil-
mengen des Zustandsraums in Verbindung bringen. Konkret sei (X, )nen, eine Markovkette auf S mit stationérer
Verteilung 7; fiir zwei Mengen A, B C S heif}t

Jo(A,B) =P, (X, € B, Xg € A)
der Wahrscheinlichkeitsfluss von A nach B, wobei

Pr(X1€B, Xo € A) =Y 7(z)P(X, € B|Xy =)
T€EA

=D > w(@)pay -

reAyeB

Satz 3.23 (Stationiires Flussgleichgewicht) Sei (X, )nen, eine Markovkette mit stationdrer Verteilung .
Dann gilt fiir beliebige A C S, dass
Jr(A, A%) = J. (A% A).

Beweis. UA. O

Klassifikation von Zustinden

Wir betrachten die folgende symbolische Markovkette mit |S| = 4 Zusténden; die Pfeile zwischen einem Zustand
i und einem Zustand j deuten an, dass p;; > 0 ist.

Offenbar kann man zwischen den Zustéinden {1,2} beliebig hin und her wechseln, ohne jedoch die Zustéinde
{3,4} erreichen zu kénnen. Auch von Zustand {4} gibt es keine Moglichkeit, in {1, 2, 3} zu wechseln (Zustand {4}
ist absorbierend). Zustand {3} hat fast sicher die Wiederkehrzeit 73 = oo und wird deshalb, nachdem die Kette
ihn einmal besucht hat, nie wieder erreicht. Unsere Beispielkette zerfillt demnach in zwei Teilmengen C; = {1, 2}
und Cy = {4}, die nicht wieder verlassen werden konnen, und eine Menge T' = {3}, von der aus man in eine der
beiden ersten springen kann. Die Mengen C, Cy C S werden abgeschlossen genannt, T heifit transient.

Definition 3.24 (kommunizierend, irreduzibel) 2 Zustéinde z,y € S heilen kommunizierend (symbolisch:

x < y), falls pg;), pgg) > 0 fiir zwei n, m € Ny. Sind alle Zustinde kommunizierend, so heifit die Kette irreduzibel.

Lemma 3.25 Kommunikation ist eine Aquivalenzrelation auf S.
Beweis. UA. O

Die Aquivalenzklassen von <« werden Kommunikationsklassen genannt. Da insbesondere pg;) = 1 fiir alle
x € § gilt, kommuniziert jeder Zustand mit sich selbst und bildet damit per se eine Kommunikationsklasse. Wir
werden nun die Zustandsklassifikation aus dem obigen Beispiel prézisieren.

Definition 3.26 (rekurrent, transient) Es sei 7, = inf{n > 1: X,, = z} die Riickkehrzeit nach z € S. Der
Zustand z heifit rekurrent, wenn P, (71, < 00) = 1; wenn P, (7, < 00) < 1, so wird z transient genannt.

Definition 3.27 (abgeschlossen, invariant) Man nennt eine Kommunikationsklasse K abgeschlossen bzw. in-
variant, wenn fiir alle € K und y € K¢ = S\ K gilt, dass

P(X,=y|Xo=2)=0 VneN.
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Ein Zustand z € S ist entweder transient oder rekurrent, denn

P.(r: <o0) =Y P.(r.=n)=1-P.(r. = ).

n=1

Gehoren zwei Zustédnde x,y derselben Kommunikationsklasse an, d.h., x <> y, so sind = und y entweder beide
transient oder beide rekurrent. Rekurrenz und Transienz sind somit Klasseneigenschaften.?* Rekurrente Klassen
sind abgeschlossen.

Stationidre Verteilung einer Markovkette

Wir werden uns nun der Frage zuwenden, unter welchen Bedingungen Markovketten eine eindeutige stationire
Verteilung m haben. Da sich jede Markovkette eindeutig in eine Menge transienter Zustdnde und disjunkte
irreduzible, rekurrente Klassen zerlegen lésst, wobei fiir die transienten Zustédnde gilt, dass pé@ — 0 fiir n — oo,

beschrinken wir uns von vornherein auf irreduzible, rekurrente Markovketten.

Definition 3.28 (positiv rekurrent, null-rekurrent) Ein rekurrenter Zustand z € S heifit:
L. positiv rekurrent, falls E.[r.] =3 o nP.(7, =n) < oo,
2. null-rekurrent, falls E,[1,] = cc.

Lemma 3.29 Positive Rekurrenz ist eine Klasseneigenschaft, d.h., ist ein Zustand einer irreduziblen Mar-
kovkette positiv rekurrent, so sind alle Zustinde positiv rekurrent.

Beweis. Seien x,y € S zwei beliebige Zustéinde, von denen x positiv rekurrent ist. Wir wollen zeigen, dass
dann auch y positiv rekurrent ist und erinnern zuéchst daran, dass Rekurrenz eine Klasseneigenschaft ist. Wegen
der Irreduzibilitdt kénnen wir annehmen, dass y mit positiver Wahrscheinlichkeit besucht wird, wenn die Kette
in z gestartet wird, d.h., Py(7y < 00) > 0. Wegen der starken Markoveigenschaft der Kette gilt dann, dass auch
die Wahrscheinlichkeit, dass y besucht wird, bevor die Kette zu « zuriickkehrt positiv ist, also Py (my, < 75) > 0;
wére dies nicht der Fall, wiirde y niemals besucht, denn die Kette ist nach der ersten Riickkehr zu = von der
Kette, die bei n = 0 gestartet wurde, ununterscheidbar. Sei also p = P,(7, < 7,) > 0. Aufgrund der Markov-
bzw. Tschebyscheff-Ungleichung fiir den Betrag gilt, dass fiir alle Realisierungen unserer Kette mit Start in x

E. [
Po(r, > 7,) < EelTsl
Ty
ist und damit E
E,[r,] < olmel .
p
Andererseits ist E
E,[r] < o (7] <00,
p
woraus folgt, dass
2E |1,
Ey[ry] < Eg[ry] + Ey[r] < p[ *] <oo.
Also ist y positiv rekurrent, womit sich die Klasseneigenschaft der positiven Rekurrenz ergibt. O

Anmerkung 3.30 Fiir Markovketten mit endlichem Zustandsraum sind Rekurrenz und positive Rekurrenz
gleichbedeutend.

Beispiel 3.31 (Committor-Funktion) Sei (X, )nen, eine Markovkette auf S und A, B C S zwei Teilmengen
des Zustandsraums. Wir definieren die sogenannte Committor-Funktion als ¢(z) = Py(7p < 7a), wobei 74, Tp
die Zeiten des ersten Eintritts der Kette in A oder B bezeichnen (¢(z) entspricht im wesentlichen der Funktion
P, (1, > 71,) aus dem Beweis von Lemma 3.29). Konkret betrachten wir die folgende Situation (vgl. [3]): Eine Maus,
die zusammen mit einer Katze in einem Labyrinth von Rdumen gefangen ist, mochte an ein Stiick Kése gelangen,
dass sich in einem der Rdume befindet. Die Katze — von Natur aus faul — bewegt sich nicht, wohingegen die Maus
zuféllig die Rdume durchstreift; dabei wéhlt sie in jedem Schritt zuféllig gleichverteilt einen der benachbarten

34 {JA.
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1 4 5
Cr
L

Abb. 8 Labyrinth mit Katze, Maus und einem Stiick Kése. Die Maus will an den Kése, ohne der Katze zu begegnen,
wobei sie in jedem Schritt zuféllig mit Wahrscheinlichkeit 1/k einen der benachbarten k¥ Riume auswéhlt.

Réaume (siehe Abbildung 8). Die Frage ist, mit welcher Wahrscheinlichkeit sie zum Kise gelangt, ohne zuvor der
Katze zu begegnen, d.h., wie grof} ist ¢(x) = P,(7p < 74), wenn z den Anfangszustand der Maus angibt, A das
Ereignis {w: Maus trifft auf Katze} und B das Ereignis {w: Maus findet Kése}?

Wir setzen A = {3}, B = {5} und nehmen an, dass sich die Maus anfinglich in Raum (d.h., Zustand) {1}
befindet. Wir werden versuchen, ¢(z) iterativ zu berechnen. Randbedingungen

q(3)=0 und g¢(b)=1

sind klar. Von Raum Nr. 1 kann die Maus entweder in Raum 2 oder 4 laufen. Da sie dies jeweils mit Wahrschein-
lichkeit 1/2 tut, ist

a(1) = 3a(2) + a8
mit
o(2) = 3a(1) + 303) = 3a(1)
und

q(4) = %Q(l) + %q(3) + %q(5) = éq(l) + %

(Aus den Riumen {2} bzw. {4} geht es weiter in die Réume {1, 3} bzw. {1,3,5}.) Wir erhalten schliefllich

Anmerkung 3.32 Fiir eine Markovkette auf S mit Ubergangsmatrix P ist die Committor-Funktion P.(tp <

Ta), A, B C S allgemein als Losung des linearen Gleichungssystems35
(I—-P)g=0
q(A) =0 (3.6)
q(B) =1

gegeben.

Wir kommen nun auf das Problem der stationéren Verteilung zuriick. Unsere Strategie wird dabei sein, die
stationdire Wahrscheinlichkeit 7(z) eines Zustandes € S mit der relativen Haufigkeit, mit der der Zustand
besucht wird, zu identifizieren. Der folgende Satz gibt hinreichende und notwendige Bedingungen fiir die Existenz
einer (elementweise) positiven stationdren Verteilung an (siehe auch [8, Kap. 9.4]).

Satz 3.33 Sei (Xp)neN, @rreduzibel. Eine hinreichende und notwendige Bedingung fir die Eristenz einer
eindeutigen stationdren Verteilung m > 0 ist, dass die Kette positiv rekurrent ist. In diesem Fall ist

m(z) = (By[re])™', z€S8. (3.7)

Beweis. Es bezeichne P = (pgy)s,yes die Ubergangsmatrix der Kette. Wir zeigen als erstes, dass positive
Rekurrenz ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer normierbaren stationdren Verteilung ist.

35 UA.
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“=" Sei 7 eine stationiire Verteilung mit 77 = 77 P. Wir zeigen zuniichst, dass 7(z) > 0 fiir alle # € S ist. Dazu
zerlegen wir S in 2 disjunkte Mengen U und V, so dass U alle Zustéinde u mit 7(u) > 0 enthilt und fiir
v € V entprechend 7(v) = 0 gilt. Da 7 eine Verteilung ist, muss fiir mindestens einen Zustand u gelten, dass
m(u) > 0 ist, d.h., U # (). Umgekehrt ist fiir alle v € V

m(v) =Y w(@)pe =0
€S
und damit p,, = 0 fiir alle w € U und v € V. Das steht aber im Widerspruch zur Irreduzibilidt der Kette,
denn die besagt, dass man mit positiver Wahrscheinlichkeit in einer bestimmten Anzahl von Schritten von
jedem beliebigen Zustand in U zu jedem beliebigen Zustand in V' wechseln kann; da aber p,, = 0 fiir alle
u € U und v € V gilt, kommt man nicht von U nach V oder von V nach U. Also ist V = 0 bzw. S = U,
woraus 7(z) > 0 fur alle z € S folgt. Damit ist die Kette rekurrent, denn wire sie transient, so wire 7 = 0.
Nun gilt wegen der Stationaritdt von w, dass
P (1 < 00) = lim Pr(m, < n)

n—00

n—1

= lim ZPW(XOZ.I, X, #x,..., X #2)
=0

M

Pr(Xo=m, 1, >1)

N
Il
o

Pr(Xo=12)Y Pulrs > 1)
=0

=m(x) Y kPu(re = k)
k=1

= m(x)Ey[1] .

Aufgrund der Rekurrenz und Irreduzibiltiit ist insbesondere Py (7, < co) = 1. Daraus folgt aber sofort
E,[r] = (n(z)) ' < o0
fiir jedes x € S und damit die positive Rekurrenz der Kette.

“<"” Wir definieren zunichst das Zahlmaf

pa(y) = Ey

i: XXn—y] (38)
n=1

als die erwartete Anzahl der Besuche von y bei Start der Kette in . Offenbar ist u,(x) = 1 und es lisst
sich zeigen, dass ul = uI P eine stationire Verteilung ist, die bis auf Skalierung p, + ., a > 0 eindeutig
ist.?® Wir nehmen an, die Kette sei positiv rekurrent. Dann ist

Z ;u'z(y) = Z E, i: XXn—y‘|

yes yeS
o0
:Em g § XXp=y | Xtz>n
n=0 \yeS
o0
:Ea: E X7z>n
n=0

= Z P.(1, >n)
n=0
= Ez [T:L’] 5

36 Es ist offensichtlich, dass wegen g, (z) = 1 die Skalierung o vom Startwert der Kette abhéingig ist; siehe [8, Satz 9.35].
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und somit ||u.||1 < oo; die Vertauschbarkeit von Erwartungswert und Summe folgt aus dem Satz von der
monotonen Konvergenz. Um aus pu, ein Wahrscheinlichkeitsmafl zu machen, miissen wir es normieren:

™= (Eﬂ:['rm])ilﬂm .

Da z € S beliebig war und p, bis auf Skalierung eindeutig ist — letzteres folgt aus der Irreduzibilitdt von P
(sprich: der Markovkette) —, erhalten wir

m(x) = (Bxlr]) ' pa(2) = (Bulra]) ™, z€S.
Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Wir illustrieren die letzten Schritte anhand von 2 Beispielen zu Rekurrenz und Transienz.
Beispiel 3.34 (Reduzible Markovkette) Sei (X, )nen, eine Markovkette auf S = {1,2} mit der Ubergangsmatrix

P( 160‘ i‘ > ae(0,1).
Da der Zustand z = 1 transient ist, kann die stationére Verteilung 7 nicht strikt positiv sein. In der Tat ist
T =(0,1)T,
wobel m(1) = lim,, pﬁ’{) = 0 das Gewicht des transienten Zustands = 1 und 7(2) = 1 das positive Gewicht
des rekurrenten Zustands x = 2 ist.

Beispiel 3.35 (Zufallsspaziergang auf Z¢) Auf unendlich abziihlbaren Zustandsriumen miissen Null-Rekurrenz
und positive Rekurrenz unterschieden werden. Wir betrachten zuniichst den Zufallsspaziergang auf S = Z (also
d = 1) mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

Diit1=p und p;;1=1-p=gq, i€Z

Die zugehorige Markovkette (X, )neN, ist irreduzibel und wegen der Translationssymmetrie der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten kénnen wir uns einen beliebigen Zustand, z.B. x = 0 herauspicken. Sicherlich kann die Kette bei
Start in Xy = 0 nur in einer geraden Anzahl von Schritten zu x = 0 zuriickkehren. Folglich ist

pé%nﬂ) =0 Vneé€Ng.

Fiir die Riickkehr zur 0 in einer geraden Anzahl von Schritten liefert die Stirling-Formel

= ~—, > 1.
pOO <n >p q \/ﬁ n

Wir erinnern an die Definition von Rekurrenz und Transienz, Definition 3.26; es ldsst sich beweisen, dass ein
Zustand x genau dann rekurrent ist, wenn P,({X,, = x: unendlich oft}) = 1 ist bzw. transient, falls das Ereignis
{X,, = «} fast sicher nur endlich oft vorkommt. Nun ist fiir p # ¢

STl <3 (p(1 - p)" < oo,
n=1 n=1

und das impliziert nach dem Borel-Cantelli-Lemma, Lemma 2.36, dass die Kette nur endlich oft zu = 0
zuriickkehrt. Der asymmetrische Zufallsspaziergang ist damit transient. Fiir den symmetrischen Zufallsspazier-
gang p = ¢ = 1/2 erhalten wir dagegen

2n
D P~ D == 00,
n=1 n=1 n

woraus nach dem Borel-Cantelli-Lemma die Rekurrenz der Kette folgt. Die Kette ist aber nicht positiv rekurrent,
denn das stationire ZdhlmaB p = (1,1,1,...)T ist auf Z nicht normierbar.3”

In Dimension d = 2 ergibt sich im wesentlichen das gleiche Bild, wenn die Markovkette in einem Schritt jeweils
ihre néchsten Nachbarn erreichen kann. Dagegen ist in htheren Dimensionen, d > 3, der Zufallsspaziergang immer
transient, d.h., X,, verschwindet mit positiver Wahrscheinlichkeit nach unendlich.

37 Auf abzihlbar unendlichen Mengen gibt es keine Gleichverteilung.

Work in progress. ..



Vorlesung Stochastik II SS 2012 57

3.4 Asymptotisches Verhalten und Kopplung von Markovketten

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen die Verteilung einer Markovkette (X,,)nen, asympto-
tisch gegen ihre (eindeutige stationére) Verteilung konvergiert. Mit anderen Worten: Wann gilt py, — 7 fiir & — oo
und welche Startverteilungen o sind dabei erlaubt? Damit iiberhaupt eine eindeutige stationére Verteilung = > 0
existiert, muss unsere Markovkette irreduzibel und positiv rekurrent sein. Dass dies allein nicht reicht, illustriert
das folgende Beispiel.

Beispiel 3.36 (Periodische Markovkette) Wir betrachten eine Markovkette auf S = {1,2} mit der Uber-

gangsmatrix
0 1
r=(15)

Da die Kette in jedem Schritt mit Wahrscheinlichkeit in den jeweils anderen Zustand wechselt, ist die Kette
irreduzibel und rekurrent, folglich auch positiv rekurrent. In der Tat ist die eindeutige stationére Verteilung —
der Eigenwert A = 1 ist einfach — durch 7 = (1/2, 1/2)T gegeben. Man sieht aber sofort, dass die Verteilung
i = Px, fiir kein po # 7 konvergiert, denn fiir alle k£ € Ny ist

0 1 1 0
2k+1 2k
P —(1()) und P —<01>,

und das bedeutet, dass die Kette periodisch zwischen den beiden Zustédnden £ = 1 und x = 2 hin und her springt,
ohne jemals die Gleichverteilung, sprich: ihre stationire Verteilung zu erreichen.

Definition 3.37 (periodisch, aperiodisch) Als Periode d(z) eines Zustands = € S definieren wir
d(z) = ggT{n > 1: p{7) > 0},

wobei wir im Falle p§£) = 0 fiir alle n > 1 vereinbaren, dass d(z) = oco. Ist d(z) = 1, so heifit der Zustand x

aperiodisch, anderfalls wird x periodisch genannt.

Lemma 3.38 Periodizitit ist eine Klasseneigenschaft; insbesondere haben alle Zustinde v € C einer Kom-
munikationsklasse C C S dieselbe Periode d(x).

Beweis. Ist (X, )nen, C S reduzibel, so gibt es natiirliche Zahlen k,m € N, so dass pé’jj, pg(,zl) > 0, woraus
folgt, dass d(z) < oo und d(y) < oo sind. Wir nehmen nun an, € S periodisch. Mit Hilfe der Chapman-

Kolmogorov-Gleichung (3.5) sehen wir sofort, dass dann
pg(cl;+j+M) > pgg@)pg%)p(?)

ist, auflerdem dass 1 < d(x) < oo Teiler von k 4+ m ist, denn nach Voraussetzung ist pgcl;er) > pgf];)pl(,?) > 0.

Auch fiir diejenigen j fiir die pw > 0 gilt, ist d(x) ein Teiler von m + j + k, folglich muss d(x) auch Teiler von

J, mithin von d(y) sein. Da Kommunikation eine symmetrische Relation ist, kénnen wir die Rollen von z und y
vertauschen, woraus folgt, dass d(y) Teiler von d(x) ist. Also ist

womit die Behauptung bewiesen ist. O

Wir behaupten nun, dass Aperiodizitidt der fehlende Baustein ist — mit anderen Worten, dass fiir alle irredu-
ziblen und aperiodischen Markovketten mit stationérer Verteilung = > 0 gilt:

up(A) = P(X € A) = m(A), AcCS,

fiir kK — oo und unabhéngig von der Anfangsverteilung der Kette.

Kopplung von Zufallsvariablen

Unsere Behauptung werden wir mit Hilfe von Kopplungspaaren (Copulae) beweisen. Fiir unsere Zwecke ist die
folgende Definition ausreichend.
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Definition 3.39 (Kopplungspaar) Ein Kopplungspaar von 2 Zufallsvariablen X,Y: Q — S ist eine Zufalls-
variable Z = f(X,Y), f: S x S — S x S mit der Eigenschaft

PX:PZOT(')_CI und Pyzpzoﬂ';l.

wobei mx y die Projektionen auf die X- bzw. Y-Komponenten von f bezeichnet.

Beispiel 3.40 (Periodische Markovkette, Fortsetzung) Wir betrachten zwei unabhéngige Kopien (X, )nen,
und (Y, )nen, der Markovkette aus Beispiel 3.36. Eine mégliches Kopplungspaar von (X,,), und (Y;,), ist die
Produkt-Markovkette (Unabhéngigkeitscopula)

(Zn)neNo = (XmYn)neNo cSxS
mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten
Gij = P(Zns1 = j|Zn = 1) = Pi,j.Piyj, s = (iasiy),J = (Jz,Jy) €S XS,
wobei py; die Eintriige der Ubergangsmatrix P bezeichnet; in unserem Fall ist
Gij = (1 = 0i,5,)(1 = bij5,) -

Lemma 3.41 (Kopplungsungleichung I) Fiir unabhdingige Zufallsvariable X,Y: Q — S mit Verteilungen
= Px und v = Py gilt
ln— vy < P(X #Y).

Beweis. Wir erinnern an die Definition des totalen Variationsabstands:3®
[v — pllrv = sup [v(A) — p(A)].
ACS

Fiir alle A C S ist nun

[n(A) —v(A)| =|P(X € A) - P(Y € 4)
=|IP(X€A X£Y)+P(X €A X=Y)-PYEA X#Y)-P(Y €A X=Y)|
=|P(X€A X£Y)-P(Y €A X#Y)|
<P(X#Y).

Da die Ungleichung fiir alle Teilmengen A gilt, haben wir die Behauptung bewiesen. O

Anmerkung 3.42 Zu jedem Paar von Zufallsvariablen X, Y lassen sich stets unendlich viele Kopplungspaare
Z finden — die Unabhéingigkeitscopula ist nur eine Moglichkeit. Wegen

P(X#Y)=> P(Z=(zy)) _1—ZP )

TF#Y

zeichnet sich ein gutes Kopplungspaar gerade dadurch aus, dass P(Z = (z,y)) klein fiir  # y bzw. grof} fir x = y
ist. Fiir unsere Zwecke bedeutet die Kopplungsungleichung, dass wir eine unabhéngige Kopie (Y, )nenN, unserer
Markovkette (X;,)nen, mit stationdrer Anfangsverteilung vy = 7 starten kénnen und den Abstand der beiden
Randverteilungen pr = Px, und m = Py, durch die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses { X} = Yj} abschétzen
konnen. Dabei ist die folgende Definition hilfreich.

Definition 3.43 (Kopplungszeit) Seien (X,)neNg, (Yn)neN, zwei unabhingige Markovketten auf S mit
Ubergangsmatrix P, stationirer Verteilung 7 > 0 und Anfangsverteilungen g, vo = 7. Die Stoppzeit

=inf{n>1: X,, =Y,}
wird Kopplungszeit genannt.

38 Manche Autoren definieren den TV-Abstand ||u — v||py mit dem Vorfaktor 2, weil die dadurch definierte Norm gerade der
totalen Variation von p — v entspricht; siche z.B. [12, Kap. 1.5.3].
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Abb. 9 Typische Realisierung des gestoppten Prozesses (X, )neNy-

Lemma 3.44 (Kopplungsungleichung I1) FEs gilt
e = wllrv < P(1e > k).
Beweis. Wir definieren eine neue Markovkette (siche Abb. 9)

Y, k<.

X =5, X’::{ Xi, k>

Wegen der starken Markoveigenschaft ist X* = (X*),en, wieder ein Markovprozess mit Ubergangsmatrix P und
der stationédren Verteilung 7. Da die zweite Markovkette zudem mit Yy ~ 7 gestartet wird, ist

PX; =7 Vné€Npy.
Nach Lemma 3.41 gilt dann fiir alle A C S, dass
k(4) = w(A)| = [P(Xy € A) — P(X}. € A)| < P(Xy £ X7) < P(r > k),
wobei die letzte Ungleichung aus der Monotonie von P und {Xj # X} } C {r. > k} folgt. O

Satz 3.45 (Ergodensatz fiir Markovketten) Fiir irreduzible, aperiodische Markovketten mit Ubergangsmatriz
P und stationdrer Verteilung m > 0 gilt
[k = mllov — 0

fiir k — oo und unabhdngig von der Startverteilung pyg.

Beweis. Nach Lemma 3.44 reicht es, zu zeigen, dass P(7. > k) fiir k — oo gegen 0 geht, was gleichbedeutend
mit der Aussage P(7. < oo) = 1 ist. Dazu setzen wir Z, = (Xy, Y)) und betrachten die Unabhéngigkeitscopula
(Zn)neN,, die nach Konstruktion 7z (x,y) = 7(z)m(y) > 0 als stationére Verteilung hat, folglich positiv rekurrent
ist. Wenn wir zeigen konnen, dass die die Kette zudem reduzibel ist, wissen wir, dass sie mit Wahrscheinlichkeit
1 irgendwann die Diagonale {(z,x): x € S} trifft, und wir sind fertig. Da die Komponenten der Produktkette
unabhéngig sind, sind die Mehrschritt-Ubergangswahrscheinlichkeiten gerade durch

k . . k k
0 = P(Znsi = j|Z0 = i) = ) o0,
gegeben, wobei i = (iz,iy), j = (jz, jy) die Zustdnde der Produktkette bezeichnet. Wegen der Aperiodizitét der
Ubergangsmatrix P gibt es ein k* € N, so dass

P >0 VE>k*Vres.

Aus der Irreduzibilitdt von P und der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (3.5) folgt damit, dass wir ein n* € N
finden konnen, so dass fiir alle 4,7 € S x S, n > n* und k > k* gilt:

(nt+k) _ (n+k) (n+k) n) k() (k)
Gj  =Pij. Piyg, = Pinj.PiicPi,i,Pi5, >0
Die Produktkette ist somit irreduzibel und die Kopplungszeit 7. fast sicher endlich, was zu beweisen war O
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Anmerkung 3.46 Ein unmittelbare Folgerung aus dem Ergodensatz ist, dass die Zeilen der iterierten Uber-
gangsmatrix P¥ gegen 7 konvergieren. (Um dies zu sehen, setze man z.B. ug = &, und rechne poP* aus.)

Beispiel 3.47 (Fortsetzung von Beispiel 3.40) Wir illustrieren den Ergodensatz mit einem Gegenbeispiel und
betrachten die Produktkette (Z,)nen, = (Xn, Yn)nen, mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

qij = P(Zny1 = jlZn = i) = (1 = 04,5,)(1 — 83, 5,) -

Wir starten die Produktkette mit Anfangswerten Xo = 1 (f.s.) und Yy ~ 7, d.h., P(Yy = 1) = P(Yo = 2) =
1/2. Mit Wahrscheinlichkeit P(Yy = 2) = 1/2 startet die Produktkette vom Zustand (1,2), von dem aus mit
Wahrscheinlichkeit 1 der Zustand (2,1) angesteuert wird, bevor die Kette wegen der Periodizitit wieder in den
Anfangszustand zuriickkehrt. Das bedeutet aber, dass die Produktkette nicht irreduzibel ist und, da die Diagonale
z=(1,1) oder z = (2,2) nicht fiir alle Startwerte Z; erreicht wird, dass P(7. < o0) < 1.

Beispiel 3.48 (Konsensbildung) Eine interessante Anwendung von Markovketten ist die Modellierung von
Verhandlungsstrategien zwischen Individuen. Das folgende Beispiel stammt aus [8, S. 262] und beschreibt das
Problem, in einer Gruppe von N Personen einen Konsens herbeizufithren. Konkret geht es um die Aufgabe,
gemeinschaftlich eine Schitzung fiir eine Gréfle G abzugeben. Dazu S = {1,..., N} die Menge der Personen und
pr (i) > 0 das relative Gewicht, mit dem die Schéitzung G; der i-ten Person nach k& Runden der Konsensfindung
beriicksichtigt wird. Die gemeinschaftliche Schétzung unter der Annahme py — 7 ist entsprechend

N
Gﬂ— = Z Giﬂ'i .
i=1

Fiir eine basisdemokratisch organisierte Personengruppe, bei Eler die Schétzung einfach als arithmetisches Mittel
aus den individuellen Schatzungen G; gebildet wird, hat die Ubergangsmatrix die schlichte Form

1N - 1/N

1N - 1/N

Es lésst sich leicht nachpriifen, dass P irreduzibel, aperiodisch und positiv rekurrent ist (vgl. die untenstehende
Bemerkung). Da die Spalten von P alle linear abhéingig (bzw. sogar identisch) sind hat P genau einen Eigenwert
1 und N — 1 Eigenwerte 0. Die Ubergangsmatrix P = P” ist also eine Projektionsmatrix, die jede beliebige
Anfangsverteilung in einem Schritt auf die eindeutige stationéire Verteilung

7= (1/N,...,1/N)T

abbildet. In diesem Fall wird ein Konsens in einem Schritt erzielt. Alternativ kénnte man ein Modell entwickeln,
bei dem die i-te Personen allen anderen Personen (einschlieflich sich selbst) ein Gewicht p;; > 0, j =1,...,N
zuordnet, dass dem Mitspracherecht bei der gemeinschaftlichen Schitzung entpricht. Sind alle Gewichte positiv
und geméf >, p;; = 1 normiert, ist die zugehorige stochastische Matrix P = (p;;); jes aperiodisch mit eindeu-
tiger stationérer Verteilung m > 0 (die Eindeutigkeit folgt aus der Irreduzibilitéit von P). Da vermutlich nicht
allen Personen von vornherein die gleichen Mitspracherechte zugebilligt werden, werden die Gewichte zeilenweise
unterschiedlich sein, so dass ein Konsens ausgehandelt werden muss — ansonsten wéren wie im ersten Fall die
Zeilen der Ubergangsmatrix alle gleich und ein Konsens nach einem Schritt erreicht. Das Aushandeln der Mitspra-
cherechte (d.h., wer billigt wem wie viel Kompetenz beim Schétzen zu?) geschieht durch Iteration uf_H = ,ufP,
wobei nach Konstruktion der Markovkette p; asymptotisch gegen 7 konvergiert.

Anmerkung 3.49 Die Aperiodizitit der Ubergangsmatrix P im letzten Beispiel ergibt sich aus einem Satz
iiber Gerschgorin-Kreise, der im wesentlichen besagt, dass P nur einen Eigenwert A mit der Eigenschaft |A| = 1
haben kann, wenn die Diagonalelemente p;; alle positiv sind [6]; da die Zeilensummennorm einer stochastischen
Matrix gleich eins und letztere eine obere Schranke der Spektralnorm ist, miissen alle iibrigen Eigenwerte von
P vom Betrage kleiner als 1 sein; folglich bedeutet Aperiodizitéiit, dass die Projektionen auf die Eigenrdume von
P* zu Eigenwerten |\| < 1 asymptotisch verschwinden, so dass fiir ¥ — oo nur der Eigenraum zum einzigen
Eigenwert 1, der von der stationiren Verteilung 7 aufgespannt wird, iibrigbleibt.3?

39 Das lasst sich leicht nachrechnen, indem man die pj in der Eigenbasis der Matrix P darstellt.
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3.5 Markovketten-Monte-Carlo

Wir haben im letzten Abschnitt bewiesen, dass die Punkte jeder unendlich langen Realisierung einer ergodischen
Markovkette nach der stationéren Verteilung 7 verteilt sind. Da liegt die Frage nahe, ob sich auf die gleiche Weise
Erwartungswerte beziiglich m berechnen lassen.

Gesetz der groflen Zahlen fiir Markovketten

Es sei (X,)nenN, eine Markovkette mit stationdrer Verteilung. Wir betrachten Mittelwerte

Sulf) = —— 3" £(X)
i=0

n+1 —

von integrablen Funktionen f: S — R, d.h., Funktionen mit der Eigenschaft

S If(@)lr(@) < oo

zeS
Wiren die Zufallsvariablen X; alle unabhingig und geméafl 7 verteilt, so wiirde nach dem Gesetz der grofien
Zahlen S, (f) fast sicher gegen den Erwartungswert E[f] = >  f(x)m(x) konvergieren. Im Falle einer ergodischen
Markovkette (Xj)ren, mit stationdrer Verteilung 7w > 0, sind die Folgenglieder X; zwar asymptotisch m-verteilt,
aber als Realisierung einer Markovkette nicht unabhéngig. Satz 2.38 ist damit nicht direkt anwendbar, aber die
starke Markoveigenschaft liefert auch hier den fehlenden Baustein (vgl. die untenstehende Bemerkung).

Satz 3.50 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen fiir Markovketten) Sei (X,)nen, eine irreduzible Markovkette

auf S mit stationdrer Verteilung m > 0. Dann gilt fir alle Anfangswerte Xg = x € S, dass

P, ( lim S,(f) = Em) =1.

n— o0

Beweis. Wir definieren zunéchst das Zahlmafl

pa(y) = Eg

Z XXny‘| < 00.
n=0
Nach Satz 3.33 gilt p,(y) = Com(y) mit Cp = E, 7] < 0.

e Nun sei Uy = Y1 f(X) eine neue Zufallsvariable mit dem Erwartungswert

i: f(ch)]
k=0

=E, Z ZXXk:Z/ f(Xk)

FHUb]::Ew

k=0 \yeS
= Z f(y) (Ez ZIXXk—y‘|>
yeS k=0
= FWha(y) .
yeSs

Dazu definieren wir Zufallsvariable U, = Y74 | f(Xy), wobei T, = 78" die Zeit der r-ten Wiederkehr zu
x € S bezeichnet. Wegen der starken Markoveigenschaft sind Uy, Uy, ... unabhéngig und identisch verteilt

mit endlichem Erwartungswert E[|Up|] < oo, und es folgt aus dem starken Gesetz der groBen Zahlen, dass

1

n
f.s.
. s E )
n+41 4 Ui [Uo]
=0
Das heifit aber nichts anderes als
1 Tt
fin o S0 = S (1)
1= y
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e Wir nehmen an, dass f > 0 sei und definieren N, (n) = > I ) X x,=s als die Zahl der Besuche von z in den
ersten n Schritten der Markovkette. Nach Definition gilt

TN,(n) <n< TNm(n)+1

und somit
TNy (n) 1 n 1 TNy (n)+1
X;) < X,
Zf n);f( )< Moo ;) f(X3)

Wegen der Rekurrenz von (Xn)neN0 geht N, (n) — oo; da zudem 7, fast sicher endlich ist, konvergieren die
beiden duferen Summen der letzten Ungleichung fiir n — oo fast sicher gegen Zy fy)pz(y), d.h.,

n

1n) D HX) =D fWealy) (fs).

i=0 yeSs

e Aus der letzten Gleichung kénnen wir die fehlende Normierungskonstante bestimmen; fiir ¢ = 1 erhalten wir

n

1 n+1
WZQ(XZ) = f Z,Ufz = ZE,

=0 yeSs
woraus folgt, dass (f.s.)
. 1 Ny(n) <&
=M > fWpa(y)
yeS
=> fy)r)
yeSs

e Zu guter Letzt, lassen wir die Beschriankung f > 0 fallen. Mit der Zerlegung von f in positiven und negativen
Anteil, d.h., f = f* — f~ mit f* = max{0, f} und f~ = —min{0, f} folgt die Aussage fiir alle f mit
endlichem Erwartungswert.

O

Die Aussage des letzten Satzes liasst sich durch die Formel
Zeitmittel = Scharmittel

zusammenfassen. Grob gesprochen bedeutet das, dass das Langzeitverhalten einer Markovkette (Zeitmittel) dem
Mitteln iiber alle Zustdnde mit der stationiren Verteilung entspricht (Scharmittel). Anders als bei Satz 3.45
haben wir dabei keine Aperiodizitdt vorausgesetzt, und das folgende Beispiel zeigt, dass das starke Gesetz der
groflen Zahlen fiir Markovketten tatséchlich eine abgeschwéchte Form des Ergodensatzes impliziert.

Beispiel 3.51 Angenommen, die Ubergangsmatrix P wire entweder nicht bekannt oder zu groB, um das
Eigenwertproblem 77 = 77 P numerisch oder gar analytisch l16sen zu kénnen. Was tun? Wir setzen f(x) = x ()
fiir irgendeine Teilmenge A C S und zéhlen, wie oft (X,,)nen, die Menge A besucht, d.h.,

1 - f.s.
n+1;XA(XZ-) = n(4), AcCS.

Da wir das insbesondere fiir jeden Zustand A = {x: x € S} tun kénnen, liefern die Anzahl der Besuche von z
geteilt durch die Linge der Realisierung eine Approximation von m(x). Da die Aussage von Satz 3.50 unabhéngig
vom Anfangswert gilt, entspricht die Vorgehensweise des Zihlens der Aussage

e — T, ,LLU:6:L’7:E€S7

also der schwachen Konvergenz der Verteilungen p, = Px, gegen die stationére Verteilung 7.
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Anmerkung 3.52 Der wesentliche Punkt beim Beweis von Satz 3.50 bzw. seinen vielen Varianten besteht
darin, durch Summieren der Folgenglieder zwischen den Erneuerungszeiten (Wiederkehrzeiten) der Markovkette
neue Zufallsvariable zu bilden, die wegen der starken Markoveigenschaft der Kette unabhéngig sind, so dass die
iiblichen Grenzwertsitze angewendet werden kénnen. Die folgende Aussage lisst sich so beweisen.

Korollar 3.53 Sei g: S x .S — R messbar mit der Eigenschaft

Y 9@ y)lm(@)psy < co.

z,yeS

Dann gilt fir alle Xo =x € S, dass

P, | lim 1

Zg(XanH) = Z g(xvy)ﬂ—(x)pry =1.
k=0

z,y€S
Beweis. UA. (Hinweis: Man zeige , dass 7(z)p., die stationire Verteilung von Y, = (X,,, X,,41) ist.) O

Beispiel 3.54 Naben der stationiren Verteilung lassen sich auch die Ubergangswahrscheinlichkeiten aus einer
Realisierung der Markovkette schitzen — Korollar 3.53 zeigt, wie es geht. Wir setzen

1, x=a,y=0
9(x,y) = Xan(z,y) = { 0 sonst

Das Schitzen des Ubergangsmatrixelements aus Simulationsdaten entspricht dann dem Zihlen der Ubergiinge
zwischen den Zusténden a und b in einem Schritt:

1 - f.s.
n+1§Xa,b(Xini+l) — 7w(a)par, a,bE€S.

Ist m > 0 bekannt (z.B. durch eine Schiitzung auf Basis einer langen Realisierung der Kette), so ist

> Xan(Xis Xign).
i=0

Reversible Markovketten

Eine wichtige Klasse von Markovketten sind reversible Ketten. Eine Markovkette (X,,)nen, wird reversibel ge-
nannt, wenn der riickwirts laufende Prozess Y, = Xp_y fiir beliebige T' € N dieselbe Verteilung wie der vorwiirts
laufende Prozess, d.h., wenn fiir alle zg,...,zr € S und T € N gilt, dass

PM(YE):.TT,...,YT:.1'0)ZPM(XOZJZ(),...,XT:J}T).

Dabei ist u > 0 irgendeine Startverteilung, mit der die Kette gestartet wurde. Anschaulich bedeutet Reversibilitét,
dass die vorwirts und die riickwérts laufende Realisierung einem Betrachter gleich plausibel vorkommen wiirden
(z.B. im dem Sinne, dass sie dieselbe Likelihood haben). Bezogen auf einen Schritt heifit das insbesondere, dass

PM(YOZy,Yl:x):PM(XQZZE7X1:y) VZL‘7yES,

Mit der Abkiirzung gy, = P(Y1 = z|Yy = y) erhalten wir fiir die Ubergangsmatrix Q = (¢wy)z,yes der umgekehr-
ten Kette (Y, )nen, die Bedingung

1Y) aya = 1(@)pay YT,y €5,
die, da @ eine stochastische Matrix ist, nur dann erfiillt sein kann, wenn pu eine stationére Verteilung von P ist:
W)Y Gy =Y pw@)pay VyeS = p=4"P.
z€eS z€S

Das motiviert die folgende Definition.
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Definition 3.55 Eine Markovkette heiBt reversibel, wenn fiir ihre Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt:

T(Y)pys = T(T)pay  Va,y €S. (3.9)

Die Bedingung (3.9) wird detailliertes Gleichgewicht (engl.: detailed balance) genannt.

Reversibilitit bedeutet im Allgemeinen nicht, dass die Ubergéinge von  nach y bzw. y nach x gleich wahr-
scheinlich sind, sondern nur dass die Wahrscheinlichkeitsfliisse gleich sind, d.h.,

J=({z}h {y}) = =({y} {=}) Va,yesS.

Das bedeutet, dass der Ubergang « — y im Mittel genauso oft vorkommt wie der Ubergang y — x, wobei sich
der Zusatz im Mittel auf die Gewichtung der Zusténde x und y mit der stationéiren Verteilung 7 bezieht. Im
Vergleich dazu besagt der Satz iiber das stationére Flussgleichgewicht, Satz 3.23, das fiir beliebige Markovketten
mit stationdrer Verteilung die Fliisse in einen Zustand und aus dem Zustand heraus gleich sind:

Jx({z}, {2}) = S ({2} {a}) Vees.

Das detaillierte Gleichgewicht wird daher auch als mikroskopisches Flussgleichgewicht bezeichnet.

Anmex:kung 3.56 Ist m > 0, so ist die Ubergangsmatrix P zu einer symmetrischen Matrix dhnlich, d.h., es
gibt eine Ahnlichkeitstransformation P — VPV ~! die P symmetrisch macht (z.B. ist V = diag{\/71, \/72, .-}
eine solche Transformation). Ubergangsmatrizen von reversiblen Markovketten haben folglich reelle Eigenwerte.

Der Metropolis-Hastings-Algorithmus

Wir drehen nun den Spie um und suchen zu einer gegebenen Verteilung m > 0 auf einem abzéhlbaren Zu-
standsraum, im folgenden Zielverteilung genannt, eine Markovkette, die 7 als eindeutige stationdre Verteilung
hat. Die einfachste Moglichkeit ist, eine Ubergangsmatrix zu raten, indem wir Eintrige Pzy € (0,1), y > a der
oberen Dreiecksmatrix vorgeben und durch p,, = m(x)py./7(y) und die Nebenbedingung Zy Dzy = 1 zu einer
stochastischen Matrix ergédnzen. Die so berechnete Matrix P ist nach Konstruktion reversibel, positiv rekurrent
und hat 7 als eindeutige stationére Verteilung

Eine andere, meist praktikablere Moglichkeit ist der Metropolis-Algorithmus, dessen Idee darin besteht, die
Markovkette in einen Vorschlags- und einen Akzeptanzschritt zu zerlegen (engl.: acceptance rejection algorithm).
Sei also (X,,)nen, eine Markovkette mit Ubergangsmatrix P, die sich wie folgt zusammensetzt:

1. Vorschlagsschritt: Von X,, = z wird nach der Vorschlagsmatrix @ = (g,,) der Vorschlag X = y generiert,
wobei wir voraussetzen, dass () stochastisch und irreduzibel sei und dass ¢,y # 0 genau dann, wenn g, # 0.

2. Akzeptanzschritt: Der Vorschlag X = y wird mit der Wahrscheinlichkeit

L T(Y)dya }

a(x,y) =minq 1, ———

() = min {1, T30

akzeptiert und X,, 11 = y gesetzt; wird der Vorschlag verworfen — das geschieht gerade mit Wahrscheinlichkeit
r(z,y) =1—a(z,y) — so wird X, 41 = X,, gesetzt und ein neuer Vorschlag generiert.

Die beiden letzten Schritte werden iteriert, bis eine ausreichend lange Realisierung von (X, )neN, erzeugt
wurde. Die Ubergangsmatrix P = (pgy)s,yes, die sich aus Vorschlags- und Akzeptanzwahrscheinlichkeiten zu-
sammensetzt, ist reversibel mit stationérer Verteilung m > 0 und hat die Eintrige

Doy = QryQxy, x 7é Yy
w 1- ZZES, 2y Quz0xzy, T =Y

Ist der Vorschlagsschritt symmetrisch, ist also g, = gy, so vereinfacht sich die Akzeptanzwahrscheinlichkeit zu

o =i 1,70}

d.h., ein Vorschlag y wir immer dann sicher akzeptiert, wenn er die Likelihood — gemessen durch die Zielverteilung
m — gegeniiber dem alten Zustand x erhtht; ansonsten wird er entsprechend des Likelihood-Quotienten von
x und y verworfen. Ein Vorteil des Metropoplis-Verfahrens ist, dass es reicht, die Zielverteilung bis auf die
Normierungskonstante anzugeben, da fiir den Akzeptanzschritt allein das Verhéltnis 7(y)/7(z) relevant ist.
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Abb. 10 Aus N = 10° Monte-Carlo-Punkten und verschiedenen Vorschlagswahrscheinlichkeiten (-, -; o) erzeugte empi-
rische Schitzer (Histogramme) fiir 7 (gelb: o = 1, blau: o = 2)

Beispiel 3.57 (Summe von Normalverteilungen) Wir betrachten ein Beispiel mit kontinuierlichem Zustands-
raum. Unsere Zielverteilung sei die konvexe Linearkombination zweier eindimensionaler Normalverteilungen

77(3:):w./\/(,ul,of)—i—(l—w)N(ug,US), w e (071)'

Zur Berechnung von 7 generieren wir symmetrische Vorschldge geméfl der Vorschlagsdichte

oo~ o (8

oV2m 202

die (wegen der Symmetrie von ¢) mit Wahrscheinlichkeit
: m(y)
) = ]-7 N
a(z,y) mln{ w(x)}
akzeptiert werden. Abbildung 10, die die empirischen Verteilungen der entsprechenden Markovkette nach N =

10° Schritten fiir verschiedene Vorschlagswahrscheinlichkeiten ¢(z,y) = q(x,y;0) zeigt, demonstiert, dass die
Konvergenz des Metropolis-Hastings-Algorithmus stark von der Wahl der Vorschlagswahrscheinlichkeit abhéngt.

4 Zeitdiskrete Martingale

Martingale sind die mathematische Variante dessen, was man gemeinhin unter einem fairen Spiel versteht. Unter
einem Spiel werden wir im folgenden einen zeitdiskreten stochastischen Prozess S = (Sy)n>0 verstehen. Pro
Einsatz sei S,, — S,—1 der Gewinn in Runde n > 1 (der auch negativ ausfallen kann). Wir bezeichnen das Spiel
als fair, wenn der erwartete Gewinn pro Runde jeweils 0 ist, also

E[S,, — S,—1|Vorgeschichte] = 0,
bzw. als unfair, wenn der erwartete Gewinn ungleich 0 ist, sprich:
E[S,, — Sn_1|Vorgeschichte] <0 (zu unseren Ungunsten).

Definition 4.1 (Martingal I) Sei (Q2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Martingalfolge der Linge n ist
eine Folge von Zufallsvariablen (X1, ..., X, und Sub-o-Algebren Fi,...,F,, fir die gilt:

1. Jedes X; ist eine integrable Zufallsvariable, die beziiglich F; messbar ist.
2. Die Fi,...,F, bilden eine aufsteigende Kette (Filtration), d.h. F; C Fiy;.
3. Fiir jedes i = 1,...n — 1 gilt fast sicher, dass X; = E[X;11|F;].

Anmerkung 4.2 Jeder stochastische Prozess ist beziiglich seiner eigenen Filtration {Fy: k& > 0}, F =
o({Xo, ..., Xx}) messbar. Beziiglich einer Filtration messbare Prozesse heiflen adaptiert.

Work in progress. ..
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4.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte, Forts.

Der Martingal-Begriff basiert wesentlich auf dem Konzept der bedingten Erwartung. Dazu erinnern wir uns
zunéchst an die Definition der bedingten Erwartung auf Seite 46: Es sei X : 2 — R eine integrable Zufallsvariable
auf (2, F, P) und G C F eine Sub-o-Algebra. Die bedingte Erwartung Z = E[X|F] ist G-messbar und es gilt

/XdP:/ZdP VG eg.
G G

Um zu zeigen, dass dadurch die bedingte Erwartung fast sicher eindeutig definiert ist, bendtigen wir die
folgenden Werkzeuge.

Definition 4.3 (Absolute Stetigkeit) Fiir zwei MaBle u, A auf (Q, F) heifit u absolut stetig beziiglich A (sym-
bolisch: p < A), wenn fiir jedes F' € F mit A(F) = 0 auch u(F) = 0 gilt.

Satz 4.4 (Satz von Radon-Nikodym?*®) Es seien u, \ Mafle auf (2, F) und \ o-endlich. Dann sind die fol-
genden Aussagen dquivalent:

Lo p<A
2. FEs gibt eine Dichtefunktion f > 0, so dass fir alle F' € F gilt

u(F) = /F f(w) dAw)

Beweis. Die Implikation 1. = 2. ist leicht; an Stelle der Umkehrung beweisen wir eine “entschérfte” Version
des Satzes:

Lemma 4.5 Sind p, A endlich mit p < X, d.h. p(E) < A\(E) VE € F, so gibt es eine Dichtefunktion f: Q —
[0,1] mit f = du/d).
Wir definieren zunéchst die gewichteten LP-R&ume

LP(v) = {u: Q>R (/Q |u(w)|pdu(w)>1/p < oo} .

mit der zugehorigen Norm || - ||, Wegen u < A und A(Q2) < oo gilt dann L?(\) C L?(u) C L(p), woraus folgt,
dass die Linearform

I: L*(\) = R, g»—>/gdu

endlich (d.h., [I(g)| < C||g|l2,»), mithin stetig ist. Nach dem Darstellungssatz von Riesz (siche z.B. [14, Satz
V.3.6]) gibt es dann ein eindeutiges f € L?()\) mit der Eigenschaft

/gdu= (6, f)y = /gfdA Vg e I2(N).

Dieses f ist die gesuchte Dichte. Insbesondere gilt dann fiir g = x4, A € F, dass

(A :/xAdu:/fodA,

d.h., f =du/d). Es bleibt zu zeigen, dass f(2) C [0, 1]. Dazu nehmen wir an, dass A\({f < 0}) > 0 und erhalten
einen Widerspruch, denn dann ist

u({pn < 0}) = /{M}fdA <0.

Analog folgt aus A\({f > 1}) > 0, dass
plu>1) = [ favs a1,
{f>1}
und damit ein Widerspruch zu g < A. Damit ist 0 < f <1 (f.s.). O
Anmerkung 4.6 Der Ausdruck f = du/d) heiit Radon-Nikodym-Ableitung von p und A. Ist p < A und
f >0, soist zudem A\ < p und es gilt f~1 = d\/dp.
Kommen wir zuriick zur Frage von Existenz und Eindeutigkeit der bedingten Erwartung E[X|G].

40" johann Radon (1887-1956), dsterr. Mathematiker; Otton Marcin Nikodym (1887-1974), poln. Mathematiker
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Existenz: O.B.d.A. sei X > 0. Dann definiert
M@z/XM
G

ein Mafl auf G mit ;1 < P, dass wegen E[|X|] < oo endlich ist. Aus dem Satz von Radon-Nikodym folgt dann,
dass es eine Funktion f > 0 gibt, die beziiglich G messbar ist und fiir die gilt

/GXdP:,u(G):/GfdP VG eG.

Mit anderen Worten: f = du/dP ist ein Kandidat fiir die bedingte Erwartung E[X|G]. (Fiir integrable Zufalls-
variable X, die positive und negative Werte annehmen, setzen wir E[X|G] = E[XT|G] — E[X|F].)

Fast sichere Eindeutigkeit: Es seien Z und Z zwei Kandidaten fiir E[X|G]. Wegen der Linearitét gilt
/(Z—Z)dP:O VG eg.
G

Insbesondere folgt damit fir £ = {w: Z(w) > Z(w)} € G die Aussage P(E) = 0 bzw. analog P(F) = 0 fiir
F={w: Z(w) > Z(w)} € G. Also ist fast sicher Z = Z.
Satz 4.7 (Eigenschaften der bedingten Erwartung) Folgende Aussagen iber Z = E[X|G] gelten fast sicher:

1. Positivitit, Linearitdt und Monotonie.
[E[X|G]] < E[1X]||g].
E[Z] = E[X], insbesondere ist E[1|G] = 1.

= W

Fiir o-Algebren H C G C F gilt E[X|H] = E[E[X|G]|H] = E[E[X|H]|G] (Turmeigenschaft).

5. Es seiY beschrinkt und G-messbar. Dann ist E[XY|G] = YE[X|G].

6. Fir konvexe Funktionen y gilt die Jensen-Ungleichung ¢(Z) < Elp(X)|G]; damit ist E[p(Z)] < E[p(X)].
Beweis. UA. O

Bedingte Erwartung als Zufallsvariable

Wir wollen anhand einiger Beispiele verdeutlichen, in welchem Sinne die bedingte Erwartung als Zufallsvariable
interpretiert werden kann. Dazu sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und G = {G, };=1,.. m eine Partition
von 2, d.h., die G; € F sind paarweise disjunkte Teilmengen von €2 mit der Eigenschaft U;G; = 2. Wir betrachten
eine Zufallsvariable X auf (€2, F, P) und definieren die “vergroberte” Zufallsvariable Z = E[X|G] durch

Z:Q—>R, w— Y xe (WEX|G].

Die so definierte Zufallsvariable Z = E[X |G] ldsst sich problemlos zu einer Zufallsvariable E[X|G] mit G = o(G) C
F als der von G erzeugten o-Algebra erweitern. Die bedingte Erwartung E[X|G] wird damit eine Zufallsvariable,
die jedem w jeweils den Erwartungswert von X iiber die w € G; € G zuweist (siehe Abb. 11).

Beispiel 4.8 Wir illustrieren den letzten Punkt mit einigen Beispielen.
1. Wirfeln: Essei X(w) € {1,...,6} die Augenzahl beim Wiirfeln. Nun definiert beispielsweise
G = {{1,3,5},{2,4,6}}

eine Partition der Zahlen 1 bis 6 in ungerade und gerade Augenzahlen. Es ldsst sich leicht nachrechnen, dass
E[X |ungerade AZ] = 3 bzw. E[X|gerade AZ] = 4 Die vergroberte Zufallsvariable Z = E[X|G] ist dann die
Summe der Erwartungswerte von ungeraden und geraden Zahlen, d.h.,

E[X|G] = 3x{1,3,5} (X (w)) + 4x{2,4,6} (X (w))

nimmt die Werte 3 bzw. 4 an.
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Abb. 11 Vergroberte Zufallsvariable Z € {E[X|G,], i = 1,2, 3}.

2. Zufallsvariable I: Sind X: Q — R und &: Q@ — R Zufallsvariable auf (2, F, P), wobei £ nur endlich viele

Werte aq,...,ap annimmt, so wird durch

{w: X(w) = a;}

M
¢=JaG, a
i=1

eine Partition von € definiert. Dann folgt sofort, dass E[X|G] beziiglich G = 0(G) messbar ist und dass gilt
E[X|¢ = a;] = E[X|G,].
(E[X €] := E[X|G] ist eine Funktion von &.)

3. Zufallsvariable II: Nun sei £ stetig verteilt, und wir nehmen an, dass X und £ eine gemeinsame Dichte
f(x,a) haben. Fiir eine integrable Funktion g lisst sich E[g(X, £)|£] berechnen, indem wir £ zuniichst durch
eine diskrete Zufallsvariable approximieren und dann wir oben verfahren: Sei also

- 1
£= Z h <k + 2) X[k, h(k+1)) ()
kEN

eine diskrete Approximation fiir ein hinreichend kleines h > 0. Offensichtlich gilt dann

(emso ) [ ([

und folglich fiir A mit ax = h(k+1/2) — a:
E[gl¢ = a] = Elg¢ = a]

(72, 9w @) f(0) da ) da
h [7 [z, ar) do
Joo 9@ a) f(x,a) da
J2o fa,a) da
wobei wir im Nenner der zweiten Zeile die Rechtecksumme zur Approximation des Integrals verwendet haben.

Der Grenziibergang h — 0 (d.h. h(k + 1/2) — a im Limes k — 00) in der letzten Zeile entspricht dann in
wesentlichen dem Berechnen der Radon-Nikodym-Ableitung.

Work in progress. ..
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Bestapproximationseigenschaft bedingter Erwartungen

Wir erinnern daran, dass fiir eine Zufallsvariable X, deren erste beide Momente existieren gilt:

E[X] = argmin E[(X — ¢)?].

c=const.

Mit anderen Worten: E[X] ist die beste Approximation einer Zufallsvariable X (w) durch eine Konstante ¢ im
Sinne der kleinsten quadratischen Abweichungen (=Varianz). Nun ist die bedingte Erwartung E[X|G] gerade
der Erwartungswert von X, wenn fiir jedes G € G nur die Information w € G bzw. w ¢ G bekannt ist, aber
nicht mehr. Der folgende Satz besagt gerade, dass der bedingte Erwartungswert die Bestapproximation von X
als Funktion der Information, die durch G gegeben ist, liefert.

Satz 4.9 (Bestapproximation) Sei X eine Zufallsvariable auf (Q, F,P) mit endlicher Varianz und G C F
eine Sub-o-algebra von F. Dann nimmt die Funktion

hx:Y — E[(X -Y)Y],
unter der Bedingung, dassY beziiglich G messbar und dass V(Y xg) < oo fir all G € G ist, an der Stelle
Y. = E[X|]]
thr Minimum an.
Beweis. Unter der Annahme, dass Y G-messbar sei, gilt nach Satz 4.7, dass
E[XY|G] = YE[X|G] =YY,

und damit
E[XY]=E[YY.].

Also ist

E[(X - Y)] - E[(X — Y,)?] = E[Y?] — E[Y?] + 2E[XY.] — 2E[XY]
V] - 2E[YY.] + E[Y/]

[(V = Y.)?]

E
E

wobei wir in der letzten Zeile ausgenutzt haben, dass E[XY.] = E[X(Y =Y.)] = E[Y,2]. Somit ist
hx(Y) = E[(X - Y.)?]| + E[(Y - Y.)?],

woraus folgt, dass die Funktion hx gerade an der Stelle Y, = E[X|G] minimal wird.

Beispiel 4.10 Wir schlieffen unseren kleinen Exkurs zu bedingten Erwartungen mit einigen Beispielen.

1. Triviale o-Algebra I: Ist G = {(),Q} die minimale Sub-o-Algebra von F, so ist keine Information iiber X
vorhanden, d.h.,
EX|{0,Q}](w) = E[X] YweQ.

2. Triviale o-Algebra II: Ist dagegen G = F, so kennen wir alle moglichen Werte o(X) C G von X, und die
optimale Approximation von X ist X selbst, d.h.,

EX|o(X)] = E[X|G](w) = X(w) YweN.
3. Martingal I: Hier ist nach Definition X; = E[X;1]|0 (X1, ..., X;)] fir alle i € N, d.h., X, ist die optimale

Vorhersage fiir X;11, wenn X7, Xo, ..., X; bekannt sind.

Work in progress. ..
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4. Martingal II: Sei X integrabel und {F,: n > 1} eine Filtration, d.h., F; C F2 C F3 C .... Dann definiert

ein Martingal. Mit anderen Worten: X, ist die sukzessive Prognose von X fiir gegebene, mit jedem Zeitschritt
besser werdende Information F,,. Dass X,, ein Martingal ist, sieht man sofort mit Hilfe der Turmeigenschaft:

E[X;11Fn] = E[E[X|Fpq1]|cFy]
= E[X|F,]
=X, .

4.2 Spielsysteme und stochastische Integrale
Wir wollen uns nun wieder den Martingalen zuwenden und zunéchst einige Begriffe kliren.
Definition 4.11 (Sub- und Supermartingal) {(X;, F;): ¢ > 1} heifit
e Submartingal, wenn fast sicher X; < E[X;1]|F;] ist,
e Supermartingal, wenn fast sicher X; > E[X,;1|F;] ist.

Lemma 4.12 Ist {(X;,F;): ¢ > 1} ein Martingal und ¢ eine konveze (konkave) Funktion, so dass ¢(X;) fir
alle © € N integrabel ist, dann ist {(¢(X;),F;): i > 1} eine Submartingal (Supermartingal).

Beweis. Die Behauptung folgt aus der bedingten Jensenschen Ungleichung (vgl. Satz 4.7). O

Beispiel 4.13 Ist (X;);>1 eine Folge von unabhiingigen Zufallsvariablen mit jeweils endlichen Erwartungs-

werten, so ist
n

M, = Z(Xi - E[Xi])

i=1

ein Martingal beziiglich der durch F,, = (X3, ..., X,,) erzeugten Filtration, denn

E[M,+1 — M, |F,] = E[X,,+1 — E[X,,41]|Fn] =0.

Faire und unfaire Spiele

Wir werden nun der Frage nachgehen, ob sich ein faires Spiel durch die geschickte Wahl der Einsétze in ein
unfaires verwandeln ldsst. (Die intuitive Antwort, die in den meisten Féllen “Nein” lauten diirfte, ist, wie sich
gleich herausstellen wird, die richtige.)

Definition 4.14 (Previsibler Prozess) Es sei (H,,),>1 ein stochastischer Prozess und (F,,),>¢ eine Filtration.
Falls H,, fiir alle n € N beziiglich F,,_; messbar ist, so heifit (H,,),>1 previsibel bzw. vorhersagbar.

Definition 4.15 (Spielsystem, stochastisches Integral, Martingaltransformation) Es sei (Hj)n>1 previsibel
und (X,,)n>0 adaptiert, so dass H, (X, — X,,_1) fiir alle n € N integrabel ist.

e H = (H,)n>1 heiBit Spielsystem.
e Als stochastisches Integral bezeichnen wir

(HoX)n:=Xo+ Y Hp(Xp— Xp—1) (n>1).
k=1

e Ist (X,),>0 ein Martingal, so wird (H o X),, Martingaltransformation genannt.

Beispiel 4.16 Wir betrachten irgendein Gliicksspiel. Dazu nehmen wir an, dass H,, fiir alle n beschrankt und
X, fiir alle n integrabel sei. Ferner bezeichne

e X, das Startkapital,

e X, — X,,_1 den Gewinn in Runde n > 1 pro Euro Spieleinsatz,
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e M, den Einsatz in Runde n > 1.
H,, wird nach n — 1 gespielten Runden gesetzt und erfiillt damit unsere Messbarkeitseigenschaft beziiglich F,,_1
(konkret: H,, hingt nur von X, ..., X,,_1 ab). Die Bilanz nach N Spielrunden ist dann

N
(HoX)y =Xo+ Y Hn(Xn — Xp1).

n=1
Wir werden nun die mathematische Anwort auf die eingangs gestellte Frage nach der Moglichkeit, ein faires
Spiel durch den Wetteinsatz zu unseren Gunsten zu beeinflussen, geben.
Satz 4.17 Sei H = (H,),>1 ein Spielsystem, das an eine Filtration F = (F)p>0 adaptiert sei, und X =
(Xn)n>o0 sei integrabel. Dann gelten die folgenden Aussagen:
o Ist X ein Martingal (beziiglich F), so ist auch H o X ein Martingal.
o Ist H>0 und X ein Submartingal (Supermartingal), so ist auch H o X ein Submartingal (Supermartingal).

Beweis. Nach Voraussetzung ist H o X integrabel und adaptiert. Wegen der F,,_;-Messbarkeit von H,, gilt

E[(H o X), — (H o X)n—1|Fn-1] = E[H,(X;, — Xn—1)|Fn-1]
= H,E[(X, — Xp-1)[Fa-l],
woraus folgt, dass
0, X ist Martingal

E[(Ho X),|Fn-1]—(HoX)p,—1 =< >0, H>0und X ist Submartingal
<0, H >0und X ist Supermartingal.

O

Anmerkung 4.18 Die obige Konstruktion des stochastischen Integrals und seiner Martingalerhaltungsei-
genschaft spielt in der Theorie der stochastischen Differentialgleichungen (siehe [11]) eine wichtige Rolle. Dabei
betrachtet man Integranden der Form H,, = H,(X,_1) und trifft Aussagen iiber Ausdriicke der Form

T N
. : N N N
| e ax = Jim 3,000 - x2).

n=1

4.3 Stoppzeiten und Stoppséitze

Fiir Markovketten haben wir Stoppzeiten als an den Prozess adaptierte (im Sinne von “nicht vorausschauende”)
Zufallsvariable kennengelernt. Fiir Spielsysteme — um bei der Analogie mit den Gliicksspielen zu bleiben — definiert
eine Stoppzeit einen in irgendeinem Sinne richtigen Zeitpunkt aus einem Spiel auszusteigen, also z.B. wenn
ein bestimmter Gewinn erreicht ist. Die Messbarkeit verlangt wie schon bei den Markovketten, dass das iiber
den Zeitpunkt des Aussteigend nur auf Grundlage der bis zur aktuellen Spielrunde vorliegenden Information
entschieden werden kann. Wir erinnern an die Definition einer Stoppzeit:

Definition 4.19 (Stoppzeit) Eine Funktion 7: Q@ — NoU{+o00} heifit Stoppzeit, wenn {r < n} fiir alle n € Ny
beziiglich der F,, messbar ist, wobei {r < n} das Ereignis bezeichnet, dass bis zum Zeitpunkt n gestoppt wird.

Anmerkung 4.20 Aquivalent zu {7 < n} € F, ist die Aussage, dass {7 = n} beziiglich F,, messbar ist.

Als Beispiel betrachten wir ein Spielsystem und (Y,),>0 C No mit Y,, = (H o X),, als dem ganzzahligen
Gewinn nach n Spielrunden (z.B. in Euro). Ferner sei A = {0,...,10} C Ny. Die Zufallsvariable

Ta=inf{n >0:Y, ¢ A}

wird Erstaustrittszeit genannt. Mit anderen Worten: Wir steigen aus dem Spiel aus, wenn wir entweder pleite
sind, Y;, = 0, oder wir geniigend Geld beisammen haben, Y;, > 10. Dass 74 tatsiichlich eine Stoppzeit ist, sieht
man indem man das Ereignis {74 < n} durch

{ra <n}= O{w €Q:Y;(w) € A}

i=1
darstellt; da (Y,)n>0 adaptiert ist, gilt {ra < n} € F,, folglich ist 74 eine Stoppzeit.
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Abb. 12 Gestoppter Prozess X], = X, mit Stoppzeit 7 = inf{n > 0: X,, ¢ (0,10)}

Definition 4.21 (Gestoppter Prozess) Es sei (X,,)n>0 ein adaptierter Prozess und 7 eine Stoppzeit und
T An:=min{r,n}. Als gestoppten Prozess bezeichnen wir (siche Abb. 12)

X7 _ X, n<rT
n- TAR X, n>rT.

Der folgende, beriihmte Satz von Doob besagt, dass es bei einem fairen Spiel (Martingal) keine Abbruchstra-
tegie gibt, mit der man seinen Gesamtgewinn fast sicher verbessern kann.*!

Satz 4.22 (Optional Stopping Theorem, auch: Optional Sampling Theorem) Es sei (Xy)n>0 ein adaptierter
Prozess und T eine Stoppzeit. Dann gilt:

1. Ist (Xp)n>0 ein (Sub-, Super-)Martingal, so ist auch der gestoppte Prozess ein (Sub-, Super-)Martingal.
2. Ist (Xn)n>0 €in Martingal, so gilt
E[X an] = E[Xo] Vn e Ny.
Ist T < 00 (f.s.), so gilt sogar E[X;] = E[Xy].
3. Die Aussagen aus 2. gelten entsprechen fir Sub- und Supermartingale mit “>7 bzw. “<”.

Beweis. Wir beweisen die ersten beiden Aussagen, die Aussage iiber Sub- und Supermartingale folgt analog.

1. Wir definieren H = (Hp,),>1 durch

Hy = Xgr>ny = 1= X{r<n} -

Da 7 eine Stoppzeit ist, ist H previsibel und, da H,, fiir alle n beschrénkt ist, ein Spielsystem. Da die H,,
nicht-negativ sind, ist nach Satz 4.17 auch (H o X) ein (Sub-, Super-)Martingal und es gilt:

(Ho X), = Xo+ ZHk(Xk — Xp1)
k=1

= Xo + ZX{Tzk} (Xp — Xp—1)
k=1

= ATAn -
Damit ist auch X ein (Sub-, Super-)Martingal.

41 Doob (1910-2004), US-Amerik. Mathematiker
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2. Wir haben soeben gezeigt, dass X ein Martingal ist. Folglich gilt
E[X]] = E[X, An] =E[X,].

Nun existiert wegen 7 < oo (f.s.) ein N < o0, so dass 7 < N. Damit ist maxg=1, .~ |Xx| von X eine
integrierbare Majorante, so dass aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt, dass

lim E[X]] = E[X,],

n—roo

also mit E[Xr,] = E[X] fiir alle n insbesondere E[X ;] = E[X(]. (Im vorletzten Schritt haben wir benutzt,
dass X;nn — X, fiir n — o00)

O

Anmerkung 4.23 Im Beweis des ersten Teils des Optional Shopping Theorem haben wir ausgenutzt, dass
sich jedes Martingal durch ein stochastisches Integral mit einem geeigneten Integranden darstellen ldsst. Diese
Aussage ist unter dem Namen Martingal-Darstellungsatz bekannt.

Beispiel 4.24 (Roulette) Wir betrachten einen asymmetrischen Zufallsspaziergang
n
Sp=>Y Y, S0=0,
k=1

wobei die Y}, = 1 IID Zufallsvariable mit p = P(X; = 1) und 1 — p = P(X}, = —1) fiir p # 1/2 sind.

Wir betrachten das Spiel eines Spielers gegen die Bank, das durch S,, beschrieben werde. Dazu sei a € N das
Startkapital des Spielers und b € N das der Bank; ist S,, < —a, so ist das Kapital des Spielers aufgebraucht und
er geht pleite, bei S,, > b geht die Bank bankrott. Wir definieren die Stoppzeit

T=inf{n >0: S, ¢ {—a,...b}, a,b € N}

und fragen nach der Ruinwahrscheinlichkeit des Spielers, P(S, = —a). Dazu definieren wir eine Zufallsvariable

1 p\ 5
M, = (p) . My=1(fs).
P

Nun ist

p

Es lésst sich zeigen, dass M, fiir alle 0 < p < 1 ein Martingal ist. Nach dem Stoppsatz gilt also E[M,] = E[My] =1
und durch Auflésen der Gleichung nach P(S; = —a) =1 — P(S, = b) erhalten wir

o= (5 (52)”

was sich im Fall p < 1/2 und b > a durch

E[M,] = (l‘p) P(S, = —a) + (T)bmsf ).

b
P(S;, =—a)>1— (T) (p<1/2,b>a)

abschitzen lidsst. Beim Roulette ist p = 16/36. Also ist bereits fiir b = 66 — was fiir Casino gelinde gesagt
untertrieben sein diirfte — P(S; = —a) > 0.999, unabhiingig vom Startkapital a des Spielers.

Work in progress. ..
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