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Aufgabe 1 (Metropolis Monte Carlo, 6 Punkte)
Im folgenden soll ein Markov-Prozess mithilfe eines Metropolis-Monte-Carlo-Verfahrens simuliert werden.
Als Zustandsraum betrachten wir eine Diskretisierung des Intervalls [—2,2] in 0.1ler-Schritten, d.h.

S={-2,-19,-18,..,1.9,2}.
Die Dynamik des Prozesses sei iiber die Energiefunktion
BE(z) = (2 —1)" = 0.52
definiert. Die Gleichgewichtsverteilung 7 des Prozesses ist gegeben durch
—E(z)

e

)= R
Das Verfahren hat die folgende Struktur:

e k= 0: Ein Startwert Xy € S wird gewahlt.
o k- k+1:

1. Vorschlag: Gegeben ein Zustand X = x € S, wihle zufillig einen Zustand Y = y € S geméf
einer Vorschlagsfunktion ¢ : S x S — [0,1]. Dabei ist ¢(x,y) = P(Y = y| X} = z).

2. Akzeptanz: Der vorgeschlagene Zustand y wird mit Wahrscheinlichkeit

min{l; Wq(w)}

m(x) q(z,y)

als neuer Zustand akzeptiert, so dass Xpy1 = y gesetzt wird. Andernfalls wird X1 = Xy
gesetzt, d.h. der Prozess verbleibt im gegebenen Zustand.

a) Plotten Sie £ und 7 mithilfe von Matlab.
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b) Simulieren Sie den Prozess fiir die Vorschlagsfunktion ¢(z,y) = 5 VoY € S (gleichverteilter

Vorschlag) tiber n = 1000 und n = 100000 Schritte, plotten Sie jeweils das Histogramm und

vergleichen Sie es mit den Bildern aus a).
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c¢) Simulieren Sie den Prozess fiir die Vorschlagsfunktion ¢(z,z+1) = g(z,2 —1) = 5 Vo € S\ {2, -2},

q(2,1.9) = ¢(—2,-1.9) = 1 (Nachbarschaftsvorschlag) tiber n = 1000 und n = 100000 Schritte,
plotten Sie jeweils das Histogramm und vergleichen Sie es mit den Bildern aus a) und b).



Aufgabe 2 (Bedingte Erwartungen, 6 Punkte)
Es sei (Q,F, ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X eine integrierbare Zufallsvariable und G C F eine o-
Algebra.

a) Bestimmen Sie E(X|G) fiir G = {0,Q} und G = o(X).
b) Zeigen Sie: Es gilt E(E(X]G)) = E(X).
¢) Zeigen Sie: Fiir eine o-Algebra H C G gilt E(E(X|G)|H) = E(X|H) fast sicher. (Turmeigenschaft)



