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1. Aufgabe (Lebesgue-Maß, 4 Punkte)
Es bezeichne Q = Q ∩ [0, 1] die rationalen Zahlen aus dem Intervall [0, 1]. Zeigen Sie, dass es kein
Lebesgue-Maß auf Q gibt, d.h. ein Maß µ : 2Q → [0,∞) mit µ(Ia,b) = b − a für alle a, b ∈ Q. Dabei ist
Ia,b := {x ∈ Q : a ≤ x ≤ b}.

2. Aufgabe (Messbarkeit, 4 Punkte)
Es seien (Ω1,F1) und (Ω2,F2) zwei Messräume, wobei F2 = σ(E) von einem Mengensystem E erzeugt
wird, und f : Ω1 → Ω2 eine Funktion. Zeigen Sie, dass das Mengensystem

F = {A ⊂ Ω2 : f−1(A) ∈ F1}

eine σ-Algebra auf Ω2 bildet. Nutzen Sie dieses Ergebnis, um zu zeigen, dass f genau dann F1-F2-messbar
ist, wenn

f−1(E) ⊂ F1

gilt.

3. Aufgabe (Lebesgue-Integral, 4 Punkte)
Es sei f : Ω→ R eine messbare Funktion auf einem Maßraum (Ω,F , µ) und A,B ∈ F . Zeigen Sie:

a) Falls A ⊂ B und f ≥ 0 fast überall auf B, dann gilt
∫
A
f dµ ≤

∫
B
f dµ.

b) Falls f ≥ 0 fast überall auf B und
∫
B
f dµ = 0, dann f = 0 fast sicher auf B.


