Losungsvorschlag zum fiinften Ubungszettel Analysis I, SoSe 2013
Aufgabe 4:

Wir definieren x := sup,,cy 5 und wollen zeigen, dass =, — x gilt.
Dazu stellen wir zunéchst fest, dass, weil (x,) nach oben beschrénkt ist,
ein M € R existiert, so dass gilt: x,, < M Vn € N. Also ist M eine obere
Schranke und weil x per Definition die kleinste obere Schranke ist gilt: x :=
Sup,en Tn < M, und somit ist € R (und nicht unendlich; wir brauchen
also die Beschrianktheit, damit das Supremum existiert).
Los geht’s mit dem Beweis der Konvergenz:
Sei € > 0 beliebig vorgegeben. Nach Definition des Supremums gibt es ein
ng € N, so dass gilt

r—e<wy, <

(Gébe es kein solches ng, dann wire x — ¢ eine kleinere obere Schranke fiir
(z5) als z und das kann nicht sein, da x als Supremum definiert ist!)
Wegen der Monotonie gilt nun allerdings auch

T =& < Tny < Tpgtl < Tpg42 < T3 < o ST

und somit gilt Vn > nyg
r—e<z, <xT

Aus dieser Ungleichung folgt sofort:
lzt—ap|=c—a,<zx—(z—¢)=|lz—(r—¢)|=¢

fiir alle n > ng und das war zu zeigen.
Bemerkungen:

Lésst man (i) weg, muss die Folge nicht mehr konvergent sein. Beispiel: z;, :=
n ist monoton steigend, aber nicht nach oben beschrnkt, und konvergiert
nicht gegen eine reelle Zahl, sondern wird unendlich gro8.

Liasst man (ii) weg, muss die Folge nicht mehr konvergent sein. Beispiel:
Ty, := —n ist nach oben durch M = 0 beschrnkt, aber nicht monoton stei-
gend, und konvergiert nicht gegen eine reelle Zahl, sondern wird unendlich
klein. Anderes Beispiel: z,, = a,, aus Aufgabe 3a).

Die Aufgabe sagt aus: Wenn eine Folge beschrinkt und monoton ist,
dann ist sie konvergent! Die Umkehrung gilt nicht: Nicht jede konvergente
Folge ist monoton. (Bsp: x, = # ist eine nicht-monotone Nullfolge).
Allerdings ist jede konvergente Folge beschrinkt.



