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1. Aufgabe (Folgen mit positivem Grenzwert, 4 Punkte)
Stellen Sie sich vor, Sie wéren als studentische Hilfskraft verantwortlich fiir die Korrektur der folgenden
Hausaufgabe:

Beweisen Sie fiir eine reelle Folge (ay,)nen mit lim, o a, = a die Aussage:

a>0=3dngeN:a, >0V n>ng.

Die folgenden vier Lésungen wurden bei Thnen von (virtuellen) Studenten abgegeben.
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2. Wir betrachten zum Beispiel die Folge (ay,)nen mit a,, = a—i—% Wenn man n grofl genug wihlt, geht
die Folge gegen 1. Deshalb ist a,, > 0 fiir n > ng. Dies gilt auch fiir ein schwierigeres Beispiel mit
anp =1+ % Die Aussage gilt fiir ng = 2. Hieraus sieht man, dass die Aussage immer wahr ist.

3. Daa > 0 ist, kénnen wir ein € > 0 wihlen, so dass a—¢e > 0. Da die Folge (a,,) konvergiert, existiert
zu diesem ¢ eine natiirliche Zahl ng, so dass der Betrag der Differenz zwischen a und einem Element
an kleiner ist als e fiir alle natiirlichen Zahlen n, die gréfler sind als ng. Fiir diese n liegt somit
die Differenz a,, — a zwischen € und € und daher jedes Folgenglied a,, zwischen a — ¢ und a + ¢.
Wir haben jedoch schon festgestellt, dass a — e > 0. Folglich gilt a,, > 0 fiir jedes Element a,, mit
n > no.

4. Da a > 0 ist, gilt im allgemeinen, dass es einen Abstand zwischen a und Null gibt. Deshalb kénnen
wir einen e-Schlauch legen, in dem ab ng alle Folgenglieder drin sind. Die Gréfle von n spielt fiir
alle, die drin sind, keine Rolle mehr.

Thre Aufgabe: Bewerten und korrigieren Sie die vier Losungen beziiglich der Kriterien korrekte logische
Schlufifolgerung und Klarheit der Formulierung. Fertigen Sie auflerdem eine Musterlosung an.



2. Aufgabe (konvergente Folgen, 4 Punkte)
Zeigen Sie:

a) Ist a, eine Nullfolge und gilt |b,| < |a,| fiir alle n € N, so ist auch b,, eine Nullfolge.

b) Aus a,, — a und b, — b folgt a,, + b, — a +b.

)
¢) Aus a, — a und b, — b folgt a,, - b, — a - b.
d) (Teilfolgen) Aus as, — a und as,+1 — a folgt a, — a.

3. Aufgabe (Folgen, 4 Punkte)

Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenz-
wert.

a) a, = (=1)"
_ 241/va
b) b = Vn+5-n

_ ro+rint...4+1r nk . .
c) ¢p = e mit 7y, s eR,i=0,....,k und s; # 0

d) Die Funktionenfolge f,, : [0,1] = R, f,(z) = 1+ mit der Supremumsnorm || f||oc = sup,e(o,1) [f(2)]

4. Aufgabe (Beschrinkte und monotone Folgen sind konvergent, 4 Punkte)
Es sei (x5,)nen eine Folge in R. Es gelte

(i) (#n)nen ist nach oben beschrinkt, d.h. es gibt ein M € R, so dass x,, < M fiir alle n € N.

(ii) (@n)nen ist monoton steigend, d.h. es gilt 1 < xo < z3 < ...

Zeigen Sie, dass die Folge (z,,)nen konvergent ist. Was passiert, wenn man jeweils eine der beiden Bedin-
gungen weglésst?



