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1 Werkzeug 1: Maf3- und Integrationstheorie

Literatur: [E, Dei]

1.1 Maflproblem, Mengensysteme, Mafiraum

Definition 1 (Kongruenz) Zwei Mengen A, B C R" heilen kongruent, falls
es eine orthogonale Matrix U € R™ ™ und einen Vektor v € R™ gibt mit B =
U(A) +v.

Satz 1 (Vitali, 1905) Sei n € N. Es gibt keine Abbildung u : P(R") —
[0, 00|, welche die folgenden Eigenschaften erfiillt:

i) o-Additivitét: Fiir jede Folge (A;);en paarweiser disjunkter Mengen A; C R™

gilt
p(lJ4) = n(4).
=1 =1

ii) Bewegungsinvarianz: Fiir kongruente Mengen A, B C R" gilt u(A) = u(B).
iii) Normiertheit: p([0,1]") =1

Definition 2 (0-Algebra) Sei €2 eine Menge. Ein Mengensystem A C P(Q2)
heifit o-Algebra iiber (2, falls gilt:

)Qed

i) VAc A: A°c A

iii) Fiir jede Folge (A;)ien in A ist |J;2; A; € A.

Definition 3 (Erzeugte o-Algebra) Sei M C P(2) ein Mengensystem, X
die Menge aller o-Algebren iiber €2, die M enthalten. Dann ist

o(M)= (] A
AeX

die kleinste o-Algebra, die M enthélt. Sie heisst die von M erzeugte o-Algebra.

Definition 4 (Durchschnittsstabil) Ein Mengensystem M C P(2) heisst
durchschnittsstabil, wenn aus A, B € M folgt, dass AN B € M.

Proposition 1 Eine o-Algebra ist durchschnittsstabil.

Proposition 2 (Dynkin-Trick) Sei M C P(2) ein Mengensystem und Dy C
P(Q) das von M erzeugte Dynkin-System, d.h. die kleinste Menge, die alle
abzihlbaren Vereinigungen U;A; disjunkter A; € Dy ebenfalls wieder enthilt.
Wenn Dy durchschnittsstabil ist, dann gilt Dy = o(M).

Definition 5 (Borel’sche o-Algebra) Die Borel’sche o-Algebra B(R™) iiber

R™ ist die vom System der offenen Mengen O auf R™ erzeugte o-Algebra.



Proposition 3 (Borel’sche o-Algebra) Die Borel’sche o-Algebra iiber R™
wird auch von folgenden Mengensystemen erzeugt:

C := {ACR": Aabgeschlossen},
Z = {la,b]:a,beR" Vi:a; <b},
Too = {]—00,c]:ceR"}.

Definition 6 Die Borel’sche o-Algebra B[—o0, 00] = B(RU{£o0}) ist definiert
als B[—o0, 00] = o(B(R) U {£o0}).

Definition 7 (Maf3, Mafiraum, o-endlich) Sei A eine o-Algebra auf Q. Ei-
ne Funktion p : A — [0, co] heifit Maf auf A, falls folgendes gilt:

i) Normiertheit: p(0) = 0,
ii) o-Additivitdt: Fiir jede Folge (A;);en paarweiser disjunkter Mengen aus A

ist
p(lJA) = n(A).
=1 =1

Das Tripel (£, A, ) heifit Mafiraum.
Gibt es (A;)ieny in Amit [ J;2, 4; = Q, Vi € N: u(A;) < 00, so heiit p o-endlich.

Beispiel 1 Das Dirac-Ma8l 4, : A — [0, 00] in w € Q ist definiert durch

5w(A):{ 1 fallswe A

0 sonst
Beispiel 2 Das Zahl-Ma8 p: A — [0, 00] ist definiert durch

|A| falls A endlich
oo sonst

) = {

1.2 Lebesgue-Mafl und -Integral

Lemma 1 (Stetigkeit) Sei (2,4, 1) ein Mafiraum und A, A4,, € A fiir n € N.
i) Stetigkeit von unten: Falls Ay € Ay C ... und A = |J;2; An, so gilt p(Ay) 1
wu(A) fir n — oo.

ii) Stetigkeit von oben: Falls A1 D Ay D ..., A= ()", A, und pu(A;) < oo, so
gilt pu(A,) | u(A) fir n — co.

Satz 2 (Lebesgue-Maf3)

i) Es gibt genau ein Mafl A : B(R") — [0, 00|, so daf} fiir alle a,b € R™ gilt
AJab]) = Ty (b — ).

ii) A ist bewegungsinvariant.

iii) A ist o-endlich, aber nicht endlich.

iv) Fiir abzahlbares A € B(R") gilt A(A4) = 0.

Definition 8 (Mef3bar) Sind A4;,.42 o-Algebren iiber 1,9, so heifit eine
Abbildung f: Q1 — Qs Aj-As-meBbar, falls f~1(As) C A.



Lemma 2 (Mef3bar auf Erzeuger) Seien A, 0(M) o-Algebren iiber 21, Q5.
Eine Abbildung f : Q; — Qs ist genau dann A;-0 (M )-meBbar, wenn f~1(M) C
Aj.

Definition 9 (Bildmaf}) Ist (21, A1, i) ein MaBraum, Aj eine o-Algebra iiber
Q2 und f : Q1 — Q2 meBbar, so heilt uf : Ay — [0,00], A — p(f~1(A)) das
Bildmafl von g unter f.

Definition 10 (Treppenfunktion) Sei (2, .4, u) Mafiraum. Sind Ay,..., A, €
A paarweise disjunkte meflbare Mengen und y1,...,y, € R fiir n € N, so heifit

[ =wyixa, +...+ynxa,

eine Treppenfunktion, wobei x4 die Indikatorfunktion der Menge A C ) be-
zeichnet, d.h. ya(w) = 1 falls w € A und = 0 sonst. Ist f eine nichtnegative
Treppenfunktion, so ordnet man ihr das Lebesgue-Integral

/fdu = y1p(Ar) + ..+ yap(Ar)
ZU.

Lemma 3 (Approximation durch Treppenfunktionen) Jede nichtnegati-
ve mefibare Funktion f : Q — [0, 00] ist durch eine monotone Folge von nicht-
negativen Treppenfunktionen (f,)nen punktweise approximierbar: f,, T f fur
n — oo.

1.3 Lebesgue-Integral und Konvergenzsitze

Definition 11 (Integral fiir nichtnegative mefibare Funktionen) Einer nicht-
negativen mebaren Funktion f:  — [0, 00| ordnet man das Integral

[ = Jim [ fd

zu, wobei (f,)nen eine Folge nichtnegativer Treppenfunktionen mit f,, T f ist.

Definition 12 (Integral fiir mef3bare Funktionen) Fiir ein mefibare Funk-
tion f : Q — [—o0, +00] bezeichnen f* = max(f,0) und f~ = max(—f,0) den
Positiv- und Negativteil. Falls [ fTdu < oo und [ f~dp < oo gilt, so heifit f
integrierbar mit Integral

[ = [rran [ ran

Gilt entweder [ fTdu = oo oder [ f~du = oo, so definieren wir | fdu genauso
und erlauben die Werte +o0.

Falls 1 das Lebesgue-Mafl bezeichnet, ¢ = A, dann heisst das so definierte
Integral auch Lebesgue-Integral.



Satz 3 (Beziehung zwischen Riemann- & Lebesgue-Integral)

Sei I C R ein Intervall, f : I — R eine melbare Funktion.

i) Sei I = [a,b] und f Riemann-integrierbar. Dann ist f Lebesgue-integrierbar
und es gilt [ fdu = f;f(x)dx

ii) Sei f auf jedem kompakten Teilinterval von I Riemann-integrierbar. f ist
genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn |f| uneigentlich Riemann-integrierbar
ist. In diesem Fall gilt [ fdA = [} f(x)dz.

Proposition 4 (Linearitéit und Monotonie) Sind f,g : Q@ — [—00,+0o0]
integrierbar und «, 8 € R, so gilt

i) aof + By ist integrierbar und [(af + Bg)dp =« [ fdu+ 3 [ gdp.

ii) Aus f < g folgt [ fdp < [ gdu.

Satz 4 (Monotone Konvergenz, Beppo Levi 1906) Fiir jede monoton wach-
sende Folge integrierbarer Funktionen (f,)nen gilt limy, o0 frndp = [ limy, oo frdp,
wobei beide Seiten die Werte +oo annehmen kénnen.

Bemerkung 1 Die Eigenschaft, dass die Folge monoton wachsend sein muss,
ist essentiell, wie man am Beispiel der Folge f,, = X[o,n]/ n mit f, — 0 aber
[ fndp =1 fiir alle n € N sieht.

Korollar 1 (Lemma von Fatou, 1906) Es sei f integrierbar und (fy)nen
eine Folge mefibarer Funktionen mit f,, > f fiir alle n € N. Dann gilt

/lim inf f,dp < lim inf/fnd,u.

Satz 5 (Dominierte Konvergenz, Lebesgue 1910) Seien (fy)nen, (9n)nen
Folgen mefibarer Funktionen mit (1) f = lim, oo fr, und (2) g = limy—00 gn
und mit (3) |f,| < gp fiir alle n € N. Sind nun g,, und g integrierbar und gilt
limy, oo [ gndp — [ gdp, dann sind auch alle f,, und f integrierbar, und es gilt

i [ fudp= [ fdn b [ 1, fldp =0,
Die Aussage bleibt richtig, wenn die Bedingungen (1), (2) und (3) nur p fast
sicher erfiillt sind, d.h. wenn z.B. nur (3)" u({|fn| > gn}) = 0 statt (3) gilt.

1.4 Satz von Fubini & Radon-Nikodym, L”-Riume

Proposition 5 (Produktmaf)
Zu o-endlichen Mafirdumen (€1, A1, 1) und (2,42, v) gibt es genau ein Maf}
p@ v auf (1 X Q2, A1 ® Ag), so daBl

(1® v)(A x B) = p(A)w(B)

fiir alle A € A; und B € Ay gilt. AuBerdem sind fiir jedes C' € A; ® As die
Funktionen wy — [ x¢(wi,ws2)dv(ws) und wy — [ xo(wi,ws2)dp(wr) meBbar,
und es gilt

(1 ®)(C) = / / xe(@n w)dp(wn)dv(ws) = / / xe (@, wa)dv(wa)du(wr).



Satz 6 (Fubini, 1907) Esseien (Q1, .41, 1) und (w2, A2, v) o-endliche Mafirdume.
Ist f: Q1 x Q2 — [—00,400] eine nichtnegative meBbare oder eine (u ® v)-
integrierbare Funktion, so gilt

[ rawon) = [ [ fenwduendvion) = [ [ ferw)dvw)du).

Satz 7 (Holder- & Minkowski-Ungleichung) Definiere fiir eine mefibare
Funktion f: Q — [—o00,00] und p € [1, 00|

1/p
1fllp = </\f|pd/~t) v flleo == f{K >0: pu({|f| > K}) = 0}.

Ist g : Q — [—00, 0] ebenfalls meBbar, so gilt:

i) Fiir p,q € [1,00] mit 1/p+1/q = 1ist [|fglly < [[fllpllgllq-
ii) Fiir p € [1,00] ist |[f + glly < [l£llp + ll9llp-

Definition 13 (£P- und LP-RAume) Setze fiir p € [1, 0]

LP(1) = {f:Q— [~o0,+oc], f meBbar, | £, < oc}
LP(u) == £7/{f:Q — [~o0,+oc], f meBbar, u(f #0) = 0}

Bemerkung 2

i) (LP(p), ] - ||p) ist ein Banachraum.

ii) (L3(p), ]| - ||2) ist ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (f,g) = [ fgdpu.

iii) Falls () < oo und 1 < p < ¢, dann existiert ein ¢ > 0 so dass || f||, < ¢[|f|lq
und L(p) € LP(p).

Definition 14 (Konvergenz) Sei ({2, .4, ) ein Mafiraum.
i) Eine Folge von Funktionen (fy)nen in LP heifit LP-konvergent, wenn es ein
f € LP gibt mit

lim || fn — fllp = 0.

n—oo

ii) Eine Folge von mefibaren Funktionen ( f,,)nen heifit p-fast sicher konvergent,
wenn es eine meffbare Funktion f gibt mit

p{ lim_ fo # f}) = 0.

Proposition 6 (Konvergenzkriterium) Sei p € [1,00] und f, f,, € LP(p),
n € N mit f,, — f p-fast sicher. Dann gilt f,, — f in LP(u) genau dann, wenn

[ flly = 17 1lp-

Der Beweis ist in der = Richtung mittels der Minkowski-Ungleichung trivial. Fiir die Riickrich-
tung definiere g, = 2°(|f|? + | f|?) und g = 2P| f|P. Da f, — f fast sicher, ist auch g, — g
fast sicher. Ausserdem [ gndp — [ gdp wegen der Voraussetzung | fn|l, — |/ f]lp. Wegen
|z —yl? < 2P(|z|P + |y|?) fiir alle z,y € R gilt auch |gn| > |fn — f|P — 0 fast sicher. Daher nach
dem Satz 5 iiber dominierte Konvergenz lim, oo [ |fn — fPdp = [limn—o |fn — f|Pdp = 0,

was die LP(u)-Konvergenz von f, gegen f aussagt.



1.5 Absolute Stetigkeit

Proposition 7 (Dichte) Fiir jede nichtnegative mebare Funktion f : Q —
[0, 00] und ein MaB p auf © definiert v = fu: A — [0, 0],

() = [ xafdn= [ ran
ein Maf} auf €. f heisst dann Dichte von v bzgl. u.

Definition 15 (Absolute Stetigkeit) Sind p, v Mafle auf (£2,.4), so heifit v
absolut stetig beziiglich p, wenn fiir alle A € A aus u(A) = 0 auch v(A) =0
folgt. In Zeichen: v < p.

Bemerkung 3 Mit v = fu fiir nichtnegatives meflbares f ist v <« u, denn
falls (A) = 0, dann auch v(A) = fu(A) =0, denn aus u({fxa > 0}) = 0 folgt
v(A) = [ fxadu = 0.

Lemma 4 (Endliche Mafle) Seien p und v endlich Mafle auf (€2, .A) mit v <
w, d.h.; es gelte v(Q), u(2) < oo und v(A) < p(A), fir alle A € A. Dann gibt
es ein mefibares g : Q© — [0, 1] mit v = gpu.

Satz 8 (Darstellungssatz von Riesz) Sei H ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-, -) und
zugehoriger Norm || -||, und I : H — R eine lineare Abbildung mit |I(f)| < ¢l f]| fiir alle f € H.
Dann existiert ein eindeutig bestimmtes g € H so dass I(f) = (g, f).

Der Nachweis dieses Lemmas stellt eine interessante Verkniipfung zur Funktionalanalysis dar:
Wegen der Voraussetzungen ist L?(u) C L?(v) C L' (v). Daher ist die Linearform I(f) = [ fdv
wohldefiniert auf dem Hilbertraum L?(u) und erfiillt |I(f)| < c||f||2,. und der Rieszsche Dar-
stellungssatz besagt, dass es ein g € L?(u) gibt, so dass fiir alle f € L*(u) gilt: I(f) = [ fdv =
Jgfdp = (f,g). g ist die gesuchte Dichte und g : @ — [0, 1] leicht durch Widerspruchsbeweis

nachweisbar: Nimmt man z.B. u({g < 0}) > 0 an, so folgt v({g < 0}) = fg<0 dp < 0.

Satz 9 (Radon-Nikodym)
Es seien u, v Mafle auf (€2, A) und u o-endlich. Dann sind #quivalent:

Hr<p
ii) Es gibt ein meBbares f > 0 mit v = fu, das heifit

v(4) = [ s

fiir alle A € A.

Der Beweis ist fiir endliche MaBe v,y recht einfach: Da ii)=-i) trivial ist, betrachten wir
i)= ii) und definieren das endliche Mafl ¢ = p + v mit v, u < ¢. Dann existieren aufgrund
des letzten Lemmas meflbare g,h so dafl © = g¢ und v = h¢p. Wegen v < pu folgt aus
n{g = 0}) = [i,_y 9d¢ = 0 auch v({g = 0}) = 0 und daher v(4) = v(AN{g # 0}).
Nun kann man f : Q — [0, co] definieren mit f(z) = h(z)/g(x) falls g(z) # 0 und O sonst.
Diese Funktion ist nichtnegativ und meSbar mit v(A4) = fAm{g;éo} hdg = fAﬁ{g;éO} fgdop =

fAﬂ{g;ﬁO} fdu = fA Jfdu = fu(A).



2 Werkzeug 2: Wahrscheinlichkeitstheorie

Literatur: [Dur, G, K]

2.1 Wahrscheinlichkeitsraum, Verteilungsfunktion

Definition 16 (W-Raum) Ein Mafiraum (€, A, 1) mit () = 1 heiit Wahr-
scheinlichkeitsraum. p heifit dann Wahrscheinlichkeitsmaf3.

Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, A, 1) heifit diskret, wenn es ein abz#hlbares
T € Amit u(T) =1 gibt. T heiit Trager.

Beispiel 3 Betrachte (R, B(R), ;) mit dem Dirac-Ma$ , getragen in = € R.
Dieser Raum ist als diskret mit Triager T' = {z}, obwohl Q = R offensichtlich
kontinuierlich ist.

Proposition 8 (Zidhldichte) Ist (Q,P(), 1) ein diskreter W-Raum mit Tréger
T, so ist die zugehorige Zéhldichte f : @ — [0,1], w — p({w}) ein Dichte von x
beziiglich des Zahlmafes pz, und es gilt u(A) = > s~ f(w) fiir alle A € A.

Beispiel 4 (Poisson-Verteilung)

Sei @ = N und k > 0. Das W-MaB mit u({n}) = e ¥k"/k! heisst Poisson-
Verteilung mit Rate k. Die Rate gibt den Mittelwert an, > -, nu({n}) = k.
Die Zahldichte ist einfach f(n) = e " k™/k! mit p(A) = 3,4 f(n) fiir alle
ACQ.

Satz 10 (Mafleindeutigkeit und Lebesgue-Stieltjes-Mafl) i) Es seien u, v
MafBe auf (2,0(M)) mit VA, B € M : AN B € M. Gibt es eine Folge (Ay,)nen
in M mit pu(A,) <oo,n €N, und [,y An = Q, und gilt p(A) = v(A) fiir alle
AeM,soist u=v.

ii) Zu jeder monoton wachsenden, rechtsstetigen Funktion F' : R — R gibt es
genau ein Mafl Ap : B(R) — [0, 00|, so daB fiir alle a,b € R, a < b, gilt:

Ar(Ja, b]) = F(b) — F(a).

Ar heisst Lebesgue-Stieltjes-Mafl zu F; fiir F' = id ist A\p = A identisch mit
dem Lebesgue-Ma$B.

Definition 17 (Verteilungsfunktion) i) Ist u ein W-Maf auf (R, B(R)), so
heift F), : R — [0,1],  — p(] — oo, z]) die Verteilungsfunktion von p.
ii) Eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion F' : R — [0, 1] mit
limg o F(x) = 0 und lim;_, o F'(x) = 1 heilt Verteilungsfunktion.

Proposition 9 (Korrespondenz) Fiir jede Verteilungsfunktion F' : R —
[0,1] ist p = Ap ein W-Maf auf (R,B(R)) mit F,, = F. Umgekehrt ist fiir
jedes W-MaB p auf (R, B(R)) die Funktion G = F), eine Verteilungsfunktion
mit Ag = pu.



Korollar 2 Es sei 1 ein W-Maf$ auf (R, B(R)) und F}, seine Verteilungsfunk-
tion. Dann sind dquivalent:

i) F, ist stetig.

ii) u({x}) =0 fur alle z € R.

Das Korollar ergibt sich leicht aus folgender Uberlegung: Betrachte z € R und eine Folge (z,,)
mit x, T z. Dann ergibt sich aus der Stetigkeit von pu:

w{x)) = tim pen,a)) = lim (4]~ o0,2]) — (] — 00,0]) = Fu(x) — lim Fy(za),

n—oo n—oo

woraus sofort beide Richtungen folgen.

Beispiel 5 (Normalverteilung)
Die Normalverteilung N (Z, 0%) mit Mittelwert Z € R und Standardabweichung
o > 0 hat die Dichte

1 (z — )2
f@) = ——exp (= )
und die Verteilungsfunktion F(z) = [*_ fdA = ®((z—2)/0) wobei ® die Gauf-
sche Fehlerfunktion ist. Offensichtlich ist fir das zugehorige W-Maf p({z}) = 0.

Beispiel 6 (Exponentialverteilung)
Die Exponentialverteilung Exp(k), k > 0 hat die Dichte f(x) = k exp(—kx)x(0,00) ()
Der Mittelwert ist 1/k = [*_ f(z)da.

2.2 Zufallsvariablen und Momente

Definition 18 (Zufallsvariable) Sei (i, .41, ) ein W-Raum und Ag eine
o-Algebra auf €)5. Dann heifit eine A;-As-mefibare Abbildung X : Q1 — Q9
Zufallsvariable. Das Bildma$i ux : As — [0,1], pux(A) = u(X1(A)) heifit
Verteilung von X.

Die von X erzeugte o-Algebra, bezeichnet mit o(X) C P(;) ist die kleinste
o-Algebra, in der X mefBbar ist.

Lemma 5 (Erzeugte o-Algebra) Es gilt 0(X) = X !(A3) mit den Bezei-
chungen aus der letzten Definition.

Lemma 6 (Integration bzgl. einer Verteilung) Sei X : Q@ — R" eine Zu-
fallsvariable und f : R™ — R mefibar, so dafl f o X :  — R p-integrierbar ist.
Dann gilt

F(@)dpux () = / (f 0 X) (w)du(w).
Rn Q

Betrachte zuerst f = xa fiir A € B(R"™). Dann ist fo X = xx-1(4) und

/fdux = /XAdux = px(A) = p(X71(A4)) = /XX—1<A>du = /(foX)du-

Alles weitere folgt durch Approximation eines beliebigen f durch Treppenfunktionen.
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Definition 19 (Erwartungswert & Varianz) Sei X : ! — R Zufallsvaria-
ble.

i) Fiir X € £'(p) heiBt E(X) := [ Xdp Erwartungswert von X.
ii) Fiir X € £2(u) heifit V(X) := E((X — E(X))?) Varianz von X.

Definition 20 (Momente) Ist X € £L™(u), n € N, so heiflen E(|X|™), E(X™)
und E((X—E(X))™) n-tes absolutes Moment, n-tes Moment und n-tes zentiertes
Moment.

Beispiel 7 (Verschiedene Verteilungen)

i) X deterministisch: Definiert durch V(X) = 0, also X = E(X) fast sicher.

ii) Sei X : Q — Ny Poisson-verteilt mit Rate k. Dann E(X) = k und V(X) =
S sonleFknnl — k2 =k

iii) Sei X gem#B N (Z,02) normalverteilt. Dann E(X) = Z und V(X) = o2

Satz 11 (Markov- und Tschebyschev-Ungleichung) Sei X :  — R eine
Zufallsvariable, ¢ > 0 und n € N. Es gilt

WX =) < & / X[y < LE(X]").
{|X|>e}

Insbesondere folgen die Markov- und die Tschebyschev-Ungleichung:
u(IX] > &) < LE(X[™),  p(X —E(X)] = ¢) < 2V(|X)).

Satz 12 (Jensen’sche Ungleichung) Sei ¢ : I — R eine konvexe Funktion
auf einem Intervall I C R und X : w — [ eine integrierbare Zufallsvariable.
Dann ist E(X) € I und es gilt

P(E(X)) < E(¢(X)),

wobei der Fall E(¢(X)) = 400 moglich ist.

Definition 21 (Randverteilung) Sei X : Q@ — R” eine Zufallsvariable und
g : R" — R? eine meBbare Funktion. Dann ist g(X) eine d-dimensionale Zu-
fallsvariable mit Verteilung juy(y)(A) = px (g7 (A)). Falls g die Projektion auf
eine Koordinate ist, d.h. g(X) = X, ergibt sich ux, (4) = u(X; € A) und
g(X) = X, heisst Randverteilung.

Lemma 7 (Dichte der Randverteilung) Besitzt X die Dichte f, so hat X
die Dichte f; gegeben durch

filz) = / 1 flx1, ... zp)dey ... dojqdejqy ... day,.
R7—

Lemma 8 (Randverteilung bei Normalverteilung) Sei X : Q@ — R” nor-
malverteilt geméf N (Z, %) mit z = (z;) und ¥ = (X;5) positiv definit. Dann ist
X; normalverteilt gemiB N(z;,%;;).
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2.3 Bedingte Wahrscheinlichkeit und Unabhingigkeit
Definition 22 (Bedingte Wahrscheinlichkeit) Ist (€2, .4, ) ein W-Raum
und B € A mit u(B) > 0, so heifit

u(ANB)
p(|B) : A—[0,1], M(A!B):{ ) falls p(B) > 0

sonst
die bedingte Wahrscheinlichkeit unter Bedingung B.

Lemma 9 (Totale Wahrscheinlichkeit & Formel von Bayes) Sei (2, A, )
ein W-Raum, A, B € Aund (A;,),en eine disjunkte Folge in A mit p(|J,,cny An) =
1. Es gilt:

w(BlAp(A) _ w(BlA)u(A)
u(B) > net W(An) (Bl An)

p(A) =Y p(An)u(AlAn),  w(A|B) =
n=1

Proposition 10 (Gedichtnislosigkeit) Eine exponentialverteilte Zufallsva-
riable X ist gedéchtnislos:

Vs, t >0:pu(X >t+s/X >1t)=pu(X > s).
Umgekehrt ist jede geddchtnislose positive Zufallsvariable exponentialverteilt.

Die erste Aussage sieht man wie folgt: Zuerst ist einmal pu(X > s) = 1 — pu(X < s5) =
1—f ke " dx = e %, Daher gilt u(X > t+s|X > t) = p(X > t+s)/u(X > t) =
e RETS) fomht — o=hs — (X 5 ).

Fiir die zweite Aussage definiere g(t) = u(X > ¢) mittels des gegebenen X. Dann ist g monoton
fallend mit g(t +s) = p(X >t +s) = p(X > )X >t+s|X >t) = p(X > (X > s) =
g(t)g(s) und g(0) = 1. Definiere dann k via e™* = g(1). Daraus folgt dann g(t) = e~*" und

daher ist X exponentialverteilt.

Definition 23 (Unabhingigkeit) Sei (€2, .4, ) ein W-Raum.

i) Eine Familie (4;);cr in A heifit unabhéngig, wenn fiir jede endliche Teilmenge

0 #JCI gilt

p(() 45) = T n(4y).

JjeJ JjeJ

ii) Eine Familie (M;);er von Mengensystemen M; C A heifit unabhéingig, wenn
jede Familie (A4;);cr von Ereignissen A; € M; unabhéngig ist.
iii) Eine Familie (X;);e; von Zufallsvariablen X; :  — ; mit zugehorigen o-
Algebren A; heifit unabhingig, wenn die Mengensysteme (o (X;))icr, 0(X;) =
X; !(A;), unabhiingig sind.
Proposition 11 (durchschnittsstabiler Erzeuger) Fiir jede unabhéngige
Familie (M;);er von durchschnittsstabilen Mengensystemen ist auch (o(M;));er
unabhéngig.

12



Korollar 3 (endlich viele Zufallsvariablen) X, ..., X, reelle Zufallsvaria-
blen sind genau dann unabhéngig, wenn fiir alle ¢ € R" gilt

n

/’L(Xl S Clv"‘7Xn S C’ﬂ) = H,LL(X] S C])
7=1

Xiq,..., X, diskrete Zufallsvariablen mit Trager Ti,...,7T, sind genau dann
unabhéingig, wenn fiir alle x € T} x ... x T, gilt

/“L(Xl = CL'l,...,Xn = xn) = HAUJ(X] = l'])

Satz 13 (Produktsatz) Fiir unabhingige Zufallsvariablen X1, ... X, € £'(u)
gilt

n

E(H X;) = [TEX)).

J=1
Definition 24 (Kovarianz) Fiir reelle Zufallsvariablen X,Y € £!(u) heifit
Cov(X,Y) = E((X — E(X))(Y —E(Y))) = E(XY) — E(X)E(Y)

die Kovarianz von X und Y. Falls Cov(X,Y) = 0 gilt, heilen X und Y unkor-
reliert.

Bemerkung 4 (Unabhingigkeit versus Unkorreliertheit) Wenn die re-
ellen Zufallsvariablen XY unabhéngig sind, dann sind sie auch unkorreliert.
Umgekehrt gilt das nicht.

2.4 Stochastische Konvergenz

Definition 25 (Stochastische Konvergenz) Sei (X;);en eine Folge von re-
ellen Zufallsvariablen im W-Raum (2, A, ). (X;) konvergiert stochastisch gegen
eine reelle Zufallsvariable X, falls fiir jedes € > 0 gilt:

lim u(yxi —X|> e) — 0.
1—00
Wir schreiben X; —, X.

Satz 14 (Fast sichere und stochastische Konvergenz) Seien (X;), X re-
elle Zufallsvariablen mit X; — X p-fast sicher. Dann gilt X; —, X. Die Um-
kehrung ist im allgemeinen falsch.

Satz 15 (Kriterium fiir stochastische Konvergenz) Seien (X;), X reelle Zufallsvariablen.
Dann gilt X; —, X genau dann, wenn jede Teilfolge (X;, ) von (X;) wiederum eine Teilfolge
besitzt, die p-fast sicher konvergiert.

Satz 16 (LP- und stochastische Konvergenz) Seien (X;), X reelle Zufalls-
variablen aus LP(u) mit p € [1,00] und X; — X in LP(p), d.h. lim; . || X; —
X||p =0 . Dann gilt X; —, X. Die Umkehrung ist im allgemeinen falsch.
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Lemma 10 (Stochastische Konvergenz unter Transformation)
Seien (X;), X reelle Zufallsvariablen mit X; —, X und f : R — R eine stetige
Funktion. Dann gilt auch f(X;) —, f(X).

2.5 Anwendung: Monte Carlo Integration

Definition 26 (iid) Seien X; :  — R"™ unabhingige Zufallsvariablen mit glei-
cher Verteilung px. Die Folge (X;);en wird dann unabhéngig identisch verteilt
oder iid fiir independent and identically distributed genannt.

Bemerkung 5 Eine iid Folge (X;);cn beschreibt z.B. die Situation, in der man
das immer gleich Zufallsexperiment vielmals hintereinander und unabhingig
voneinander wiederholt, zum Beispiel in dem man ein und denselben Wiirfel im-
mer wieder wirft. In gewisser Weise stellt das Zufallsexperiment Werfen dieses
Wiirfels eine Realisierung der Zufallsvariable X : Q@ — W = {1,2,3,4,5,6}
mit Gleichverteilung px({i}) = 1/6, i € W dar und die X; konnen als un-
abhéngige Kopien von X verstanden werden. Das n-malige Werfen des Wiirfels
ist dann eine Realisierung der n-dimensionalen Zufallsvariable Y,, = (X1,..., X,);
diese spezielle Realisierung wird dann durch Y;,(w) fiir ein spezielles w € Q be-
schrieben. Obwohl wir die X; als Kopien von X verstehen, bedeutet das aber
nicht, das ihre Werte in Y, (w) = (Xi1(w),..., Xp(w)) identisch sind, sondern
lediglich, dass sie Resultat eines identisch durchgefiihrten Zufallsexperiments
sind.

Algorithmus 1 (Monte-Carlo Integration) Sei (X;);cn eine iid Folge von
Zufallsvariablen X; : © — R™ mit Verteilung ¢ und f : R? — R eine pu-
integrierbare Funktion. Dann approximieren wir das Integral [ fdu mittels einer
Realisierung (X;(w), ..., Xp(w)) fiir ausreichend grofies n, in dem wir

Su= " F(X0),
1=1

realisieren, d.h. wir wollen Sy, (w) als Approximation von [ fdu verwenden.

Experiment 1 (Experiment zur MC-Integration) In Abbildung 1 ist das
Ergebnis des folgenden numerischen Experiments gezeigt: Die iid Folge (X;);en
ist standard-normalverteilt und f(z) = 2. Dann ist

/fd,u - \/12? /xz exp(—a?/2)dz = 1

analytisch berechenbar. Abbildung 1 zeigt die Approximation von | fdu durch
eine Realisierung S, (w) mit wachsendem n. S,, ist dabei wie oben definiert.

Bemerkung 6 Die Idee der Monte-Carlo Integration stellt uns vor die Frage,
wann und in welchem Sinne die Konvergenz

1
Sy =~
n

S H(X) — / fdn, n— oo,
=1
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Abbildung 1: Ergebnis einer Monte Carlo Integration wie in Experiment 1 be-
schrieben. Gezeigt ist S, (w) fiir wachsendes n im Vergleich zum zu approximie-
renden Wert [ fdu = 1.

sicher gestellt ist und wie schnell sie erfolgt. Diese Frage wird uns durch die
nichsten Kapitel begleiten und durch die Aussagen des Gesetzes der grofien
Zahlen und des zentralen Grenzwertsatzes beantwortet werden.

2.6 Gesetze der groflen Zahlen

Definition 27 (Gesetze der groflien Zahlen) Sei (X, ),en eine Folge von
Zufallsvariablen in £1(p).

i) Es gilt das schwache Gesetz der groflen Zahlen, wenn *E] (X
E(X;)) — 0 stochastisch.

ii) Es gilt das starke Gesetz der grofien Zahlen, wenn = > i (X -E(Xj)) —
0 fast sicher.

Satz 17 (Schwaches Gesetz fiir iid Zufallsvariablen) Fiir unabhiingige, iden-
tisch verteilte Zufallsvariablen (X, )nen in £2(1) mit beschrinkter Varianz o2 =
V(X;) < oo gilt das schwache Gesetz der grolen Zahlen.

Die Unabhingigkeit liefert uns fiir X, = + 27—, X; die Unkorreliertheit und diese sofort

n n n 2

o 1 1 1 no®  o°

V() =V Y X = LV x) = LY V() =15 =2
Jj=1 j=1 j=1

Setze m = E(X;) und die Tschebyschev-Ungleichung fiir X,, mit E(X,,) = m liefert

0_2

_ 1. -
p(|Xn —m| =€) < :ZV(Xn) =L

Fiir n — oo geht die linke Seite fiir alle € > 0 gegen 0 und damit folgt das schwache Gesetz.

Satz 18 (Schwaches Gesetz) Fiir paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen (X;) jen
aus L£(p) mit lim, s % > j=1 V(X;) = 0 gilt das schwache Gesetz der grofien
Zahlen.

Wie im letzten Beweis nutzen wir die Unkorreliertheit und erhalten V( ) = % > V(X)) =
oy, und dann mit der Tschebyschev-Ungleichung fiir X,, sofort pu(| X, —E(X,)| > €) < %oz,

was wegen o2 — 0 fiir n — oo die Behauptung liefert.
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Korollar 4 Fiir paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen mit gleichméfig be-
schrankter Varianz gilt das schwache Gesetz der groflien Zahlen.

Satz 19 (Maximalungleichung von Kolmogorov)
Seien X1, ..., X, € L£*(u) unabhingige Zufallsvariablen mit E(X;) = 0 und .
Dann gilt fiir jedes € > 0

p( max | X1+ ...+ X >e) <e2V(X1+...X,).
1<k<n
Definition 28 (Fast sichere Konvergenz einer Reihe) Sei (X;) eine Fol-
ge von Zufallsvariablen. Die Reihe ) °°, X; heisst p-fast sicher konvergent, falls

eine Zufallsvariable Z mit p(|Z| < oo) = 1 existiert, so dass Y - X; — Z
u-fast sicher.

Satz 20 (Fast sichere Konvergenz von unabhingigen Zufallsvariablen)
Sei (X;) eine Folge von unabhéngigen Zufallsvariablen mit E(X;) = 0 fiir alle .
Ist >0 E(X?) =20, V(X;) < oo so konvergiert (X;) u-fast sicher.

Satz 21 (Starkes Gesetz fiir unabhingige Zufallsvariablen) Fiir unabhéingi-
ge, reelle Zufallsvariablen (X,,),en mit V(X;) < oo fiir alle 7, sei ausserdem die
Kolmogorov-Bedingung
[e.9]
1
2 Y

erfiillt. Dann gilt das starke Gesetz der grofien Zahlen fiir (X,,).

Lemma 11 (Kronecker) Sei (z)nen eine Folge in R mit Y 7 | /b, < 00
fiir eine monoton wachsende Folge (b, )nen in ]0, oo[ mit lim,, . b, = co. Dann
gilt limy, o0 5 Y7 25 = 0.

Beweis zu Satz 21: Setze Y; = (X; — E(X;))/j. Nach Voraussetzung gilt >>72, V(Y;) =
pDpatt V(X;)/4® = oo, so dass nach Satz 20 die Reihe >_; Y, fast sicher konvergiert. Dann
ist nach Kroneckers Lemma - > 7=1(X; — E(X;)) = 0 fast sicher.

Satz 22 (Lemma von Borel-Cantelli) Fiir jede Folge (A;,)nen von Ereig-
nissen in A mit Y 2, u(A,) < oo ist p(limsup, ., A,) = 0.

Ist (Ap)nen unabhéngig mit Y o2 | pu(Ay) = oo, so folgt p(limsup,, o An) = 1.

Lemma 12 (Cesaros Lemma) Sei (a,) eine Folge reeller Zahlen mit a,, —
a € R und (b,) eine andere Folge mit b, — oo monoton von unten. Dann gilt

mit ag = bg =0,
bz _zlazl_)a

Definition 29 Betrachte die Folge von Zufallsvariablen (X,,),en. Dann heiflen
die Y, = XnX{|x,|<n} gestutzte Zufallsvariablen.
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Lemma 13 (Auf gestutzte Zufallsvariablen vererbte Eigenschaften)
Fiir iid Zufallsvariablen (X, )nen in £'(p) gilt fiir die zugehorigen gestutzten
Zufallsvariablen Y, = XX {|x,|<n}:

i) E(Y,) — E(Xy) fiir n — oo

i) u(X, =Y, fir fast alle n) =1

i) (Y») erfiillt die Kolmogorov-Bedingung »>22, V(Y;)/j% < o0.

Satz 23 (Starkes Gesetz fiir iid Zufallsvariablen) Fiiriid Zufallsvariablen
(Xn)nen in L£1(u) gilt das starke Gesetz der grofen Zahlen, d.h.

1 n
— g X; — E(X1), p— fast sicher.
n

i=1

3 Der zentrale Grenzwertsatz

Literatur: [Dur, K, MS]

3.1 Schwache Konvergenz

Definition 30 (Schwache Konvergenz) Sei (2, A, i) ein W-Raum.

i) Sei Q ein topologischer Raum und A = B(Q2). Eine Folge von W-Maflen auf
(2, A) konvergiert schwach gegen p, falls

Ve Cy(Q):={feC(Q): fbeschrinkt} : /fdun — /fdu.

ii) Seien (X, )nen, X reelle Zufallsvariablen auf (Q2,.4). (X,,)nen konvergiert in
Verteilung gegen X, falls px, — px schwach.
Wir notieren die schwache Konvergenz als X,, —4 X oder u,, —q4 u.

Lemma 14 Konvergenz in Verteilung folgt sowohl aus fast sicherer Konvergenz
als auch aus stochastischer Konvergenz.

Satz 24 (Skorokhod-Darstellung) Seien (X, )nen, X reelle Zufallsvariablen
und (Fp)nen, F die zugehorigen Verteilungsfunktionen. Gilt fiir alle z € R, in
denen F' stetig ist, lim, o Fy(z) = F(x), so gibt es reelle Zufallsvariablen
(Yo)nen, Y auf einem W-Raum (9, A, i), so dafi gilt:

VneN:ux, =pny,, px =py, Yp,— Y fastsicher.

Satz 25 (Teil des Portemanteau-Theorems) Fiir reelle Zufallsvariablen (X)),
X mit zugehorigen Verteilungsfunktionen (F),), F' sind dquivalent:

i) X,, — X in Verteilung.

ii) F,(z) — F(x) fir alle z € R, in denen F stetig ist.

iii) pu(X, € A) — pu(X € A) fir alle A € B(R) mit pu(X € 0A4) = 0.
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3.2 Levy’scher Stetigkeitssatz und charakteristische Funktio-
nen

Definition 31 (Charakteristische Funktion) Fiir eine n-dimensionale re-
elle Zufallsvariable X : Q — R" heiBt ¢x : R" — C, ¢ — E(e"®) = [, e dux ()
charakteristische Funktion.

Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf 1 auf R™ heit ¢, : R” — C, t — [, e *du(z)
charakteristische Funktion.

Lemma 15 (Eigenschaften) Fiir charakteristische Funktionen ¢ : R" — C
gilt

)Vt e R": |o(t)] < ¢(0) =1

i) Vt € R" : ¢(—t) = ¢(t)

iii) Sei C € R™ " b€ R™ Vt € R" : poxp(t) = e (CTH)

iv) ¢ ist gleichmifig stetig.

Lemma 16 (Summen) Fiir unabhingige Zufallsvariablen Xi,... X, gilt

OX14t Xy = OXy v DXy

Satz 26 (Levy’scher Stetigkeitssatz) Es scien p, p, W-MaBe auf RY mit
charakteristischen Funktionen ¢, ¢,. Es gilt lim, ,. p, = @ schwach genau
dann, wenn lim,, .o ¢, (t) = ¢(t) fiir alle t € R%.

Korollar 5 (Eindeutigkeit) Charakteristische Funktionen legen Wahrschein-
lichkeitsmafle eindeutig fest, d.h. wenn ¢ und 1 die charakteristischen Funktio-
nen zu den MaBen p und nu auf R? sind, so folgt aus ¢ = 1 sofort u = v.

Proposition 12 (Differenzierbarkeit) Sei X eine reelle Zufallsvariable in
L"(p). Dann ist die charakteristische Funktion ¢ x n-mal differenzierbar und es
gilt

Vk <n,t € R: oW () = B((iX)kelX),

Insbesondere ist qﬁglg) (0) = FE(XF).

Proposition 13 (Normalverteilung) Sind m, o € R, so ist fiir eine N (m, o2)-
verteilte Zufallsvariable X die charakteristische Funktion ¢x () = eitme=0t*/2,

Ist m € R™ und C' € R™ " symmetrisch positiv definit, so ist fiir eine N(m, C)-

verteilte Zufallsvariable X = (X7, ..., X,,) die charakteristische Funktion ¢ x (t) =
it me—t-Ct/2.

3.3 Momentenerzeugende Funktion

Definition 32 (Momentenerzeugende Funktion) Fiir eine n-dimensionale
reelle Zufallsvariable X : 2 — R™ heif}t

M:D—R, M(s)=E[exp(sX)] = /exp(sa:)dux
auf D = {s € R: Elexp(sX)] < oo} momentenerzeugende Funktion von X.
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Satz 27 (Momente charakterisieren Verteilung) Sei X eine reellwertige
Zufallsvariable mit momentenerzeugender Funktion M : D — R. Ist (—a,a) C
D fiir ein positives a € R, dann sind alle Momente E(X™) endlich und es gilt
e} sn
M(s) = 3 LE(X)
=1
fiir alle s € (—a,a). Ausserdem ist M in (—a,a) unendlich oft differenzierbar
mit n-ter Ableitung M (0) = E(X™). Letztlich ist dann auch ux eindeutig
durch die Momente bestimmt.

Proposition 14 (Normalverteilung) Sind m,o € R, so ist fiir eine N (m, o%)-

verteilte Zufallsvariable X die momentenerzeugende Funktion M(s) = esmer s /2,

3.4 Zentraler Grenzwertsatz

Satz 28 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Zufallsspaziergang) Sei (X,,) ei-
ne Folge von iid Zufallsvariablen auf Q@ = {—1,+1} mit u(X; = 4+1) = 1/2 und
w(X1 =—1) =1/2. Dann gilt fiir S, = X1 + ...+ X,, dass

Sn

— =

N X
wobei x eine N (0, 1) verteilte Zufallsvariable ist.

Beweis: Alle X, besitzt eine gemeinsame charakteristische Funktion ¢, die aufgrund der De-
finition der X,, die einfache Form

3(t) = %(eit +e't) = cos(t).

Daraus erhalten wir sofort die charakteristische Funktion fiir Sy, = Sn/v/n:

Pn(t) = o(t/v/n)" = cos™ (t/v/n)

hat. Nach dem Stetigkeitssatz von Levy miissen wir nun nur noch zeigen, dass 1, gegen die
charakteristische Funktion exp(—t*/2) einer skalaren standard-normalverteilten Zufallsvaria-
ble konvergiert. D.h. fiir alle ¢ € R ist nachzuweisen, dass 1, (t) — exp(—t*/2) fiir n — oo.
Dazu withlen wir ¢ beliebig und betrachten ausreichend grosse n so dass cos(t/+/n) > 0. Zu
zeigen ist log ¢, (t) = nlogcos(t/+/n) — —t*/2, was sich aus der Regel von ’'Hospital ergibt:

. ! S 2
Jim nlog cos(t/v/n) = lim gft() =3

Satz 29 (Zentraler Grenzwertsatz fiir Dreiecksschema) Sei

{an 1) = 1,...kn,n€N}
eine doppelt indizierte Folge von Zufallsvariablen, so daf8 die X,,1, ..., X, fiir
jedes n € N unabhéngig sind. Gilt
i) Standardisierung: E(X,;) = 0 und Z?gl E(ng) =1firj=1,....k,,n €N,
ii) Lindeberg-Bedingung: Ve > 0 : lim, . Z;ﬁl E(ngX{Ian\Zs}) =0,

so konvergiert die Summe S = Z?il Xp; in Verteilung gegen eine standard-
normalverteilte Zufallsvariable X, lim,, ., S} = X in Verteilung.
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Korollar 6 (Zentraler Grenzwertsatz fiir iid Zufallsvariablen)
Sei (X, )nen eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen in
L2(1), 02 := V(X1). Dann konvergiert die standardisierte Summe

1 n
Sp = —7= ) (X; —E(Xj)))
Uﬁj;

in Verteilung gegen eine standardnormalverteilte Zufallsvariable.

Bewelis: Setze k, = n in Satz 29 und

1
Xni= ——(Xi —E(X:)), i=1,... k.
a\/ﬁ( ( )> !

Nun priifen wir die Lindeberg-Bedingung: Dazu sei € > 0 beliebig und wir finden

k
- 1
D E(Xmix(ix,2e)) = TZE{(XJ' —E(Xf))2x{|xj—E(xmzw/ﬁ}]

j=1 j=1
= ;E[(Xl - ]E(Xl))ZX{\Xl—E(xlnzw/ﬁ}]

Da E(X; — E(X1)) = V(X1) < oo und {|X1 — E(X1)| > eo/y/n} fiir n — oo gegen die
leere Menge konvergiert, konvergiert der letzte Ausdruck in obiger Gleichung gegen 0, was die

Lindeberg-Bedingung beweist. Dann folgt aus Satz 29 die Behauptung.

Korollar 7 (Satz von deMoivre-Laplace) Ist (X,,),en eine Folge unabhéngi-
ger B(1, p)-verteilter Zufallsvariablen, so konvergiert die standardisierte Summe

Sk = (S, —np)/+/np(1 — p) in Verteilung gegen eine N (0, 1)-verteilte Zufalls-
variable Y.

Proposition 15 (Lyapunov-Bedingung) Sei (X,,),cn eine Folge unabhéngi-
ger Zufallsvariablen in £2(p), s2 = > j=1 V(X;). Wenn eine der beiden folgen-
den Bedingungen erfiillt ist:
i) Lyapunov-Bedingung: 36 > 0 : lim,, oo 5,279 > -1 E(1X; - E(X;)>T) =0,
oder
ii) gleichméBige Beschrianktheit: 3¢ > 0Vn € N : | X,,| < ¢ und lim,, .o 85, = 00,
so konvergiert die standardisierte Summe
L&
Sp=—Y (X; —E(X;))

S
n =1

in Verteilung gegen eine N (0, 1)-verteilte Zufallsvariable.

3.5 Drei-Reihen-Satz

Satz 30 (Drei-Reihen-Satz) Sei (X,),en eine Folge unabhingiger reeller
Zufallsvariablen. Die Reihe Y 07 | X,, konvergiert fast sicher genau dann, wenn
es ein ¢ > 0 gibt so daf3

ZM(|Xn| <¢) < o0, ZV(XnX{\Xan}) < o0, ZE(XnX{\Xan}) konv.

n=1 n=1 n=1
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4 Markov-Ketten

Literatur: [C, G, MS]

4.1 Existenz

Definition 33 (Stochastische Matrix) Sei S abzéhlbar. Eine |S|x|S|-Matrix
P = (pki)k,es mit nichtnegativen Eintrigen und ) ,cgpw = 1 fiir alle k € S
heifit stochastische Matrix.

Definition 34 (Markov-Kette) Sei S abzéhlbar, o ein Wmaf auf S und P
eine stochastische Matrix. Eine Folge von Zufallsvariablen (X,,)nen,, Xn : 2 —
S, heiBt Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung «, falls
ix, = o und fiir alle n € Ny, zg, ..., Tpt1 € S mit u(Xo = zo,..., Xp =x,) >
0 die Markov-Eigenschaft gilt:

W Xnt1=Zny1 | Xo=x0, ..., Xn=2p) = p(Xnt1 = 2py1 | Xn =2p) = D tnir -

Satz 31 (Existenz) Zu jeder Startverteilung o und stochastischen Matrix P
gibt es eine Markov-Kette (X, )nen,-

Satz 32 (Markov-Eigenschaft) Ist (X,,)nen, eine Markov-Kette, so gilt fiir
allen € Ng, Ac P(S)®N BC S z€ 8

1(Xns Xpats2) €A (Xoy- .o, Xno1) € B, Xy = 7) =
/L((Xo,Xl, .. ) cA | Xy = CL‘)

Dabei bezeichnet P(S)®No die Produkt-o-Algebra P(S) @ P(S) ® . ...

Definition 35 (Stationiire Verteilung) Sei (X,,)nen, eine Markov-Kette. Ein
Wahrscheinlichkeitsmafl m auf dem Zustandsraum S heifit stationér, falls 7P =
m, das heifit > o T(y)pye = w(z) fiir alle z € S gilt.

Satz 33 (Chapman-Kolmogorov) Ist (X,,),cn, eine Markov-Kette mit Uber-
gangsmatrix P und n, m € Ny beliebig. Definiere die n-Schritt Ubergangswahr-
scheinlichkeit als

p"(xo, ) = Xy = zp | Xo = o).

Dann gilt
P y) =Y p"(a 2)p™ (z,y) = PR
z

4.2 Starke Markov-Eigenschaft und Rekurrenz

Definition 36 (Stoppzeit) Es sei (X,,)nen, eine Folge von Zufallsvariablen
auf (Q, A, 1). Eine Funktion 7 : Q@ — Ny U {400} heifit Stoppzeit beziiglich
(Xn)nen,, falls {r =n} € o(Xo, ..., X,,) = F, fiir jedes n € Ny.
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Beispiel 8 (Eintrittszeit) Sei A C S und 74 : @ — NoU{oo} definiert durch
TA(w) = inf{n > 0 : X,(w) € A} mit inf() = oo. 74 ist eine Stoffzeit, da
{ra=n}={Xo¢A,.... X1 ¢A X, € A} € F, fiir jedes n € N.

Beispiel 9 (Riickkehrzeit) Seiz € S und 7, : Q — NoU{oo} definiert durch
Tp(w) = inf{n > 1: X,(w) = z} mit inf() = co. 7, ist eine Stoffzeit, da
{ri=n}={X1 #=z,...,Xpn1 # 2,X,, =z} € F, fir jedes n € Ny. Man
beachte, dass im Gegensatz zur Eintrittszeit aus X¢ = = nicht 7, = 0 folgt.

Satz 34 (Starke Markov-Eigenschaft) Sei (X, ),en, eine Markov-Kette und
7 eine Stoppzeit mit p(r < oo0) = 1 und (Xrin)nen, durch X yp(w) =
X, (o) 4n(w) definiert. Dann gilt fiir alle A € P(S)Y°, z € S und

BeF,:={Be A:VneNyU{+oo}: BN{r <n} e F,}
die starke Markov-Eigenschaft
M((XT,XT_H,. . ) €A ’ B X, = x) = /L((Xg,Xl, .. ) €A | Xo = HZ)

Definition 37 (Rekurrenz, Transienz) Sei (X, )nen, eine Markov-Kette. Ein
Zustand z € S heifit rekurrent (transient), falls p,(7, < 00) =1 (pu.(7, < 00) <
1), wobei 7, := inf{n > 1: X,, = 2z} die Riickkehrzeit nach z bezeichnet und
pz(A) == u(A| Xo=z) fir A e A

Proposition 16 (Kriterium) Es sei (X),)nen, eine Markov-Kette und N, :=
> e X{X, =2} die Anzahl der Besuche im Zustand z € S.
i) Ist z rekurrent, so gilt p.(limsup,,_, . {X, = z}) =1, E,(N,) = cc.

i) Ist z transient, so gilt pu,(limsup,,_, . {X, =z}) =0, E,(N,) = L

1—pz(12<00) *

Definition 38 (kommunizierend, irreduzibel) Sei (X,,)nen, eine Markov-
Kette. z,y € S heilen kommunizierend, x < y, falls es n,m € Ny gibt mit
(P™) gy, (P™)ye > 0. Falls fiir alle z,y € S gilt, dass < y, dann heifit die
Kette irreduzibel.

Lemma 17 Sei (X,,)nen, eine Markov-Kette.

i) < ist eine Aquivalenzrelation auf S.
ii) Rekurrenz und Transienz sind Klasseneigenschaften.
iii) Rekurrente Klassen sind abgeschlossen: Zye rDzy = 1 fiir alle z € R.

4.3 Existenz einer stationiren Verteilung

Satz 35 (Zerlegung des Zustandsraums) Sei (X,,)nen, eine Markov-Kette.
Es gibt eine disjunkte Zerlegung des Zustandsraums S = T U | J;c;, R;, wobei
L C N, T die Menge der transienten Zustdnde und R; abgeschlossene Klassen
rekurrenter Zusténde sind.
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Proposition 17 Sei (X, )nen, eine Markov-Kette mit stationérer Startvertei-
lung 7. Dann sind alle X,, m-verteilt und es gilt

M((Xn7Xn+]_, .. ) € A) = ,U,((XQ,Xl, .. ) S A)
fiir alle A € P(S)®Mo und n € N.

Definition 39 (Positiv und Null-rekurrent) Sei (X,,),en, eine Markov-Kette.
Ein rekurrenter Zustand z € S mit E,(7,) < oo heifit positiv rekurrent. Ein re-
kurrenter Zustand z € S mit E,(7,) = oo heiit Null-rekurrent.

Satz 36 (Charakterisierung) Fiir irreduzible Markov-Ketten sind #dquiva-
lent:

i) Es gibt einen positiv rekurrenten Zustand z € S.
ii) Es gibt eine stationére Verteilung .
iii) Alle Zusténde sind positiv rekurrent.

Fiir die stationédre Verteilung gilt w(x) = 1/E,(7,) fiir alle x € S.

Satz 37 (Invariantes Maf3 ) Sei (X,,) eine irreduzible and rekurrente Markov-
Kette und x € S ein beliebiger Zustand. Definiere ¢ = (¢(y)),cg durch

Tx
> 1{xny}] , (1)
n=1

die erwartete Anzahl von Besuchen in y vor Riickkehr nach x. Dann gilt

i) 0 < ¢(y) < o fiir alle y € S und ¢(z) = 1.

i) ¢ = ¢P.

iii) Falls v = vP fiir ein Ma8 v, dann v = ¢ mit o € R.

Dabei ist Z =} .o ¢(y) < oo (nur) fiir positiv rekurrente Ketten; in diesem

Fall ist dann 7(x) = ¢(x)/Z eine stationére Verteilung.

Beweis: Ad i) Wegen der Rekurrenz von z und Definition von ¢ haben wir

Ty oo
Zl{xn—x}] = Y Eullgx,—o}lin<r,)]
n=1

n=1

b(x) E;

oo [oo]
= Zuz[Xn =z,n<T;] = ZHI[TI =n] = pu[Te < 0] = 1.
n=1 n=1
Die Beschrénktheit von ¢ verschieben wir auf spéter. Fiir ii) wéhlen wir zuerst ein n € N und
beobachten, dass {T > n} nur von Xo, X1,...,X,_1 abhéingt. Daher
Mx[Xn =z, Xn1 =y, T > n} = M:tr[Xn—l =y, Ty > n] P(y,z).

Daher fiir beliebiges z € S

> ¢y)P(y,2) $()P(z,2) + Y p(y) Py, 2)

yeS y#x

P(x,2)+ > > pa[Xn =y,n < Tu] Py, 2)

y#zn=1

23



S
- P(mvz)+ZZMw[Xn+l:Z7Xn:y7n§Tac}

n=1y#x

= X1 =214 pa[Xnp1 =2,n+1< T,

n=1

= wa[X1=2,1< Ty Jrz,uz[Xn =z,n < T

n=2

= ZN‘L[X7L:Z7nST‘L] = ¢(Z)7

n=1

wo wir fiir die vierte Ungleichung benutzten, dass X,, =y, n < T, and = # y sofort n+1 < T},
implizieren. Unsere Gleichungskette zeigt ¢P = ¢. Nun setzen wir i) fort: Da P irreduzible
ist, existieren ganze Zahlen k,j € N so dass P"(z,y) > 0 and P’(y,z) > 0 fiir jedes y € S.
Dabher fiir jedes k € N und unter Ausnutzung von ii):

0< ¢(z)P*(z,y) <> d(2)P*(2,9) = ¢(y).
z€S
Andererseits

SWP (1) _ Yees SRIP (20) _ 4(x)

(y) = Pi(y, x) = Pi(y,x) - Pi (v, x)

< 00,

womit i) bewiesen ist. Den Teil iii) sparen wir uns hier.

Irreducible Markov Chain (MC)

reS
\(Tl <o) =1
Transient MC Recurrent MC i
N, = 1,y _
y {Xr=y}
E.[N:] < oo EZ[NJ:] = k=1
E.[1] < °/ E.T] = oo
Positive recurrent Null recurrent
( ) 1 mvariant measure ¢
m(r) =
EJ? [Tr} ZyGS (.‘)(!/) =X

Abbildung 2: Verschiedene irreduzible Markov-Ketten.

4.4 Kopplung von Markov-Ketten

Definition 40 (Kopplungspaar) Seien (X,)nen, und (Y5,)nen, zwei Markov-
Ketten mit gleichem Zustandsraum S. (X;,) und (Y;,) bilden ein Kopplungspaar,
falls es eine fast sicher endliche Stoppzeit 7 gibt, so dass fiir alle w € €2 gilt

n>71(w) = X, (w) =Y, (w).
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7 heisst dann Kopplungszeit.

Satz 38 (Gleichverteilung von Kopplungspaaren) Sei 7 eine Kopplungs-
zeit von zwei Markov-Ketten (X)) und (Y,,) mit gleichem Zustandsraum S.
Dann gilt

WX, €A —puY, e A) -0, VAc A n— oo
Beweis durch Zerlegung in Zeiten vor und nach 7:
u(Xn € A) —pu(Yn € A)] = | Xn€A,7<n)+u(Xn € A,1>n))
—uw(Yn e A;r<n)—u(Yn € A7 >n)|

(X € A;7>n)) — (Y, € A, 7 > n)
2p(r>mn)) — 0,

IN

da die Stoppzeit fast sicher endlich ist.

Definition 41 (Produkt-Markov-Kette) Seien (X,,)nen, und (Y;,)nen, zwei
Markov-Ketten mit gleichem Zustandsraum S. Die Ubergangsmatrix und Start-
verteilung zu (X,,) seien (P, «), die zu (Y,,) seien (@, 3). Die Produkt-Markov-
Kette (Z,) = (Xyn,Y,) hat dann Zustandsraum S x S, die Ubergangsmatrix
R gegeben durch Ry; ;) (k1) = PixQj; und die Startverteilung v gegeben durch

Yij = il

Satz 39 (Unabhiingige Kopplung) Gegeben seien zwei unabhéngige Markov-
Ketten (X,,) und (Y;,) mit gleichem Zustandsraum S, gleicher Ubergangsmatrix
P und Startverteilungen o und 8. (Z,) sei die zugehorige Produkt-Markov-
Kette. Falls (Z,,) irreduzibel und rekurrent ist, gelten die folgenden Aussagen:
i) T=inf{n>1: X, =Y, =i} fir ein i € S ist fast sicher endlich.

ii) (W) definiert als W,, = X, fiwx n < T und W,, = Y, fir n > T ist eine
Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P und Startverteilung o.

i) u(X, € A) —u(Y, € A) -0, VA A n— .

Beweis: 1) folgt aus der Beobachtung, dass T die Riickkehrzeit T}; ;) der Produkt-Markov-Kette
(Z») in den Zustand (i, ) ist. Da (Z,) irreduzibel und rekurrent ist, folgt sofort (7 < o0) = 1.
ii) ist eine direkte Konsequenz der starken Markov-Eigenschaft. Das besagt auch, dass (X5,)
und (W,,) gleich verteilt sind: p(X, € A) = u(W, € A).

iii) folgt, da (W,) und (Y,) ein Kopplungspaar bilden (da T fast sicher endlich ist). Damit
folgt aus Satz 38 und Teil ii) sofort:

wXn €A)—pu(Yn€A)=puW, € A) —u(Yn € A) — 0, n — oo.

4.5 Ergodensatz, Teil 1

Definition 42 (Aperiodisch) Sei (X, )nen, eine Markov-Kette. z € S heifit
aperiodisch, wenn 1 der groBite gemeinsame Teiler von {n > 1: (P"),, > 0} ist.

Lemma 18 Sei (X,,)nen, eine Markov-Kette.

i) x € S ist genau dann aperiodisch, wenn IngVn > ng : (P™)gz, > 0.
ii) Aperiodizitét ist eine Klasseneigenschaft.
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Satz 40 (Ergodensatz, Teil 1) Sei (X,,)nen, eine irreduzible, aperiodische
Markov-Kette mit stationdrer Verteilung = und Ubergangsmatrix P. Dann gilt
w(X, € A) — w(A) fir alle A C S, also insbesondere (P"),, — m(y) fur alle
z,y €8.

Beweis: Sei (Y;,) eine von (X,,) unabhingige Markov-Kette auf selbem Zustandsraum, gleicher

Ubergangsmatrix P und Startverteilung 7. Dann gilt (Y, = 4) = 7(i). Die Produkt-Markov-
Kette (Z,) = (Xn, Ya) ist irreduzibel, da (X, ) und (Y;) irreduzibel und aperiodisch sind. Das

T

sieht man wie folgt: Aperiodizitdt impliziert die Existenz eines v mit PJ;, P > 0. Irreduzibi-

litét liefert ein n mit P}, Pij > 0. Daraus folgt

RUY gy = PP > PP PO P > 0.

Die Produkt-Kette besitzt ausserdem die stationére Verteilung v(, j) = w(i¢)w(j) und ist daher
(positiv) rekurrent. Dann folgt aus Satz 39 sofort

wXn € A) —pu(Y, € A) = u(X, € A) —m(A) — 0, n — oo.

4.6 Ergodensatz, Teil 2

Satz 41 (Ergodensatz, Teil 2) Sei (X, )nen, eine irreduzible, aperiodische,
rekurrente Markov-Kette mit E,(7,) = oo fiir alle z € S, d.h. alle Zusténde
sind Null-rekurrent. Dann existiert keine positive stationédre Verteilung und es
gilt (P™)gy — 0 aber > > [(P™)gy = oo fiir alle z,y € S.

Satz 42 (Klassifikation) Fiir eine irreduzible, aperiodische Markov-Kette X
gilt genau einer der folgenden Falle:

i) X ist transient. Dann gilt Va,y € S : Y 07 ((P™)ay < 00,limy 00 (P")zy = 0.

ii) X ist rekurrent. Dann gilt Yo,y € S : > 7 ((P")zy = oo. Eine stationére
Verteilung 7 gibt es genau dann, wenn X positiv rekurrent ist.

Ist X positiv rekurrent, so gilt Va,y € S : lim (P")y, = n(y) = 1/E,(7,) > 0.
n—oo
Ist X nullrekurrent, so gilt Vo,y € S : lim (P"),, = 1/Ey(7,) = 0.
n—oo

4.7 Gesetz der groflen Zahlen

Satz 43 (Starkes Gesetz der groflen Zahlen fiir Markov Ketten) Sei (X))
eine irreduzible Markov-Kette mit stationirer Verteilung = und f € L!(rx) auf
diskretem Zustandsraum S. Fiir jeden Anfangszustand =z € S, d.h. fiir Xg =z
gilt

1
n+1

S FX) — Edlf] = 3 f@)n(a) (2)

k=0 zeS

n

fir n — oo und p,—fast sicher.

Beweis: Laut der Voraussetzungen ist (X,) irreduzible und positiv rekurrent, so dass v(y) =
E. [Z:I:o X{x,—y}] €in invariantes Maf definiert, welches mit der stationédren Verteilung {iber
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Irreducible and aperiodic
Markov chain , z € S

l[l,(Tl, < X) <V \/I}(T_r < X) =1
Transient MC Recurrent MC

PF(z,y) = 0Vy €S E.[T;] =
Acr[ﬂr] < o0

Positive recurrent Null recurrent

Pk(z,y) — 7(y) = —IE,,ETy] ‘ Pk(z,y) = 0Vy €S

Abbildung 3: Verschiedene irreduzible, aperiodische Markov-Ketten.

m(y) = U(Zy) zusammenhéngt, wobei Z = 37 _gv(y), vgl. Satz 37. Fiir die Zufallsvariable

=7+ f(X) finden wir den Erwartungswert

EUe] = E. if(xw] _E, Zmzﬂy)x{xw}}
k=0 k=0yES
= > f(y)E. [Z X{Xk,y}} => flvy) (3)
yeSs k=0 yeSs

Betrachte Up = Z;@;;H f(Xk) mit p > 1 und T = 70, 71, T2, . . . die sukzessiven Riickkehrzei-
ten nach z. Nach der starken Markov-Eigenschaft sind die Up, U1, Us, . .. iid Zufallsvariablen
(man betrachte sie als parallel in Xo = = gestartete unabhéingige Ketten). Da laut (3) auch
gilt, dass E[|Uy|] < oo, kénnen wir das starke Gesetz der grossen Zahlen fiir unabhéngige

Zufallsvariablen anwenden und erhalten fast sicher, dass

Tn+1

ZUk =S H@r) & i — > (X = Y fw)

yeSs k=0 yeSs

lim
n— oo ’[’L

Nun nehmen wir fiir den Augenblick an, dass f > 0 und definieren Ny (n) := >_7_ X{X, =}
die Anzahl der Besuche in x in den ersten n Schritten. Wegen 7n,(n) < n < Tn, (n)+1 und
f > 0 folgt dann

TNy (n) n TNg(n)+1

Z f(Xk). (4)

Da unsere Markov-Kette rekurrent ist haben wir lim, .. Nz(n) = oo, so dass die obere und
untere Schranke in (4) gegen >_ s f(y)v(y) konvergiert und daher liefert, dass

HILH;ON Zf Xe) =) flywy) =2 [y

yeS yES

Nun betrachte g = 1 (eine positive Funktion mit g € L*(7)). Aus obigem folgt

Ny
1i 1 =7 i — =
Jim s Zg m Ny =27 m T =



und letztlich

n

im — S p) = dim D S

n—oo N, 1
+ k=0

I
N
~
—~
<
-
N
—~
<
=
Il
-
—~
<
=
3
—~
NI

Fiir beliebiges f betrachte f™ = max(0, f) und f~ = max(0, —f) und dann die Differenz der

entsprechenden Grenzwerte.

4.8 Zeitumkehr und Reversibilitit

Definition 43 (Zeit-Umkehr) Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangs-
matrix P und stationéirer Verteilung 7 > 0. Dann heifit die Markov Kette {Y},}
mit Ubergangsmatrix () definiert durch

m(z)P(z,y)

Qy,r) = )

()

die zeit-umgekehrte Markov-Kette assoziiert mit (X,,).

Definition 44 (reversibel) Sei (X)) eine Markov-Kette mit Ubergangsma-
trix P und stationédrer Verteilung m > 0. Die zeit-umgekehrte Markov-Kette
habe Ubergangsmatrix Q. Dann heifit (X,,) reversibel in Bezug auf m, wenn
P(x,y) = Q(z,y) fir alle x,y € S.

Satz 44 (detailed balance) Sei (X,,) eine Markov-Kette mit Ubergangsma-
trix P und 7 > 0 eine gegebene Verteilung. Sei die detailed balance Bedingung
erfiillt,

w(x)P(z,y) = n(y)P(y,x), Y,y € S.

Dann ist (X,,) reversibel in Bezug auf und 7 ist eine stationére Verteilung von
(Xn), e, P =m.

4.9 Markov-Ketten Monte-Carlo (MCMC)

Bemerkung 7 (Aufgabenstellung MCMC) Wir konzentieren uns hier auf
sogenanntes Metropolis MCMC. Die Grundlage eines MCMC-Verfahrens ist eine
gegebene Verteilung 7 in einem Zustandsraum S. In vielen Fillen kann man
m(z) fir gegebenes z nicht berechnen; das ist vor allem dann der Fall, wenn
7 die Form 7(z) = S pu(z) mit einer Normalisierungkonstante Z = >°, .o p()
hat, wo p(z) zwar leicht explizit berechnet werden kann, Z wegen der Grofe des
Zustandsraums aber nicht. Fiir ein solches 7 sollen Erwartungswerte E.[f] =

> ses f(@)m(z) fiir eine gegebene Funktion f € L!(r) berechnet werden.

Bemerkung 8 (Grundidee MCMC) Wir wollen eine Markov-Kette (X))
konstruieren, die (B1) 7 als stationére Verteilung hat und (B2) deren Realisie-
rungen lediglich die Berechnung von p erfordern und nicht die von 7 bzw. Z.
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Diese Kette soll irreduzibel sein, so dass das starke Gesetz der grofien Zahlen
die Berechnung der Erwartungswerte mittels

1

Snf) = —5 D [(Xk) — Exlf]
k=0

erlaubt.

Definition 45 (Vorschlagsmatrix) Sei Q die Ubergangsmatrix einer irredu-
ziblen Markov-Kette auf S. @ heifit Vorschlagsmatrix, falls Q;, # 0 < Qy . 7#
0.

Definition 46 (Metropolis-Funktion) Eine Funktion ¥ : (0,00) — (0, 1]

\P\I(ll(m;) = z fiir alle z € (0, 00) heifit Metropolis-Funktion.

mit

Bemerkung 9 (Beispiel fiir eine Metropolis-Funktion) ¥(z) = min{l,z}
ist eine Metropolis-Funktion.

Satz 45 (Metropolis-MCMC) Sei 7 > 0 eine Wahrscheinlichkeitsverteilung
und @ eine Vorschlagsmatrix auf .S und ¥ eine Matropolis-Funktion. Die Akzeptanz-
Funktion A : S xS — (0,1] sei gegeben durch A(z,y) = 0 falls Q(z,y) = 0 und
falls Q(x,y) # 0 durch

_ o(TWQ(y, x)
4w =2 (o) € O
Die Ubergangsmatrix P sei definiert durch
Qz,y)A(z,y) ifz#y
Plz,y)=9 1- ¥ Q,2)A(z,2) ifz=y - (6)
zE€S,z#w

Dann ist die von P auf S erzeugte Markov-Kette irreduzibel und hat = als
stationére Verteilung, d.h., es gilt 7P = 7.

Beweis: Zuerst zeigen wir, dass P eine Ubergangsmatrix ist:

Z P(z,y) = Z Qz,2)A(x,z) + 1 — Z Q(z,2)A(z, z) = 1.

yeS z€S,z#x z€S,z#x

Da ausserdem m > 0 and @ > 0 per definitionem, haben wir A > 0 and P > 0. Ausserdem
folgt aus Q(z,y) > 0 fiir x # y auch Q(y,z) > 0 und daraus A(z,y) > 0, A(y,x) > 0 and
P(z,y) >0, P(y,z) > 0. P erbt also die Irreduzibilitdt von Q.

Wihlen wir also z,y € S so dass Q(z,y) # 0, dann liefert uns die Eigenschaft von ¥:

Alz,y) _ 7(y)Qy, )

Aly,z)  m(2)Q(z,y)’
und daher
m(z)P(z,y) = 7 (y) Py, ). (7)
Das gleich gilt auch fiir x = y. Falls z # y so dass Q(z,y) = 0 dann P(z,y) = 0 und Satz (7)
gilt ebenfalls. Also gilt die detailed balance Bedingung (7) fiir alle 2,y € S. Daher ist 7 laut
44 eine stationdre Verteilung von (X,,) und 7P = .
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Algorithmus 2 (MCMC Algorithmus) Die Berechnung einer Realisierung
(g )k=0,1,2,... der Markov Kette (X,,) ist sehr einfach:

1. Starte in x¢ mit Index k& = 0.
2. x, sei der derzeitige Zustand.
3. Ziehe y gemifl der Verteilung Q(xg, ).

4. Berechne die Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit

= A(x _ (W, =) — PY)Qy, x)
a= A( k7y)7\1/<7r($k)Q(ka,y)> W(M(ik)Q(l“k,yQ

5. Ziehe r € [0,1) zufillig gem#f der Gleichverteilung auf [0, 1).

6. Setze

y fallsr <a
Th41 = .
+ xp fallsr >a

7. Setze k := k + 1 und gehe zuriick zu Schritt 2.

Bemerkung 10 (Symmetrischer Vorschlag) Falls @ eine symmetrische Ma-
trix ist, also Q(z,y) = Q(y,z) gilt fiir alle Paare z,y € S, dann bekommt die

Akzeptanz-Funktion die besonders einfache Form A(zy,y) = ¥ ( /Z%g)

Bemerkung 11 Tatséchlich ben6tigen wir die Normalisierungs-Konstante Z
von m = p/Z nicht; sondern lediglich Verhéltnisse der Form p(x)/u(y).

4.10 Anwendung von MCMC

Bemerkung 12 (Ising-Modell: Gitter, Spins, Zustandsraum) Wir betrach-
ten das sogenannte Ising-Modell, das als einfachstes Modell zur Analyse von
Magnetisierungprozessen in Kristallen verwendet wird. Im Ising-Modell ist ein
regulédres Gitter G gegeben, im einfachsten Fall in 2d z.B. von der Form G =
{(i,7) € NxN,i,j < n}mit N = n? vielen Gitterplitzen. An jedem Gitter-Platz
sitzt ein sogenannter Spin (Elementarmagnet), der lediglich die beiden Werte 1
oder -1 annehmen kann. Wenn wir die Gitterpldtze nummerieren, i =1,..., N,
dann haben wir den Zustandsraum

S={s=1(s1,...,8n): s, ==x1,i=1,...,N},
der (fiir grosse N) sehr groB sein kann: |§] = 2V = 27%,
Bemerkung 13 (Ising-Modell: Nachbar-Spins, Energie) Fiir jeden Spin
i definieren wir eine Nachbarschaft N; C {1,..., N}. Typischerweise ist die An-

zahl von Spins in der Nachbarschaft eine Konstante des Modells, d.h. |N;| =m
unabhéingig von 4, mit moglichen Ausnahmen an den Réndern des Gitters. Nur
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Spins aus N; interagieren direkt mit Spin i. Die Energie eines Spin-Zustandes
s € S ist gegeben durch

N
E(S) = — = J,‘jSiSj — MZSi,
i i=1

wobei der Skalar M das externe magnetische Feld bezeichnet und J;; die soge-
nannte Kopplungskonstanten, die normalerweise nicht von ij abhéngen, J;; =
J. Die ferromagnestische Wechselwirkung (J > 0) versucht die Energie zu mi-
nimieren, d.h. benachbarte Spins parallel auszurichten.

Bemerkung 14 (Ising-Modell: Stationire Verteilung) Thermischen Fluk-
tuationen der Umgebung dndern den Spinzustand des Systems. Die zugehdrige
stationédre Verteilung ist gegeben durch

7(s) = Suls), p(s) = exp(~0B(s), 7= pls)

sES

wobei 8 = (kgT)~! > 0 die sogenannte inverse Temperatur ist (7" ist die phy-
sikalische Temperatur des Magneten und kp eine physikalische Konstante). In
diesem Fall konnen wir fiir groe N die Normalisierungkonstante Z nicht direkt
berechnen und daher auch nicht die Erwartungswerte E.(f) fiir physikalisch
interessante Observablen f : S — R.

Bemerkung 15 (Ising-Modell: Magnetisierung und spezifische Wirme)
Als physikalisch interessante Observablen f : S — R werden meistens betrach-
tet: (1) die Magnetisierung M (s) = >, s;, (2) die Energie E(s), (3) die spe-
zifische Wirme ¢,(s) = 3(F(s) — E;(F))?/T und (4) die magnetische Suszep-
tibilitiat y(s) = B(M(s) — Er(M))%2. Aus der Abhingigkeit der zugehorigen
Erwartungswerte von externen Parametern, z.B. von der Temperatur, 148t sich
viel {iber die physikalischen Eigenschaften des Magneten ablesen. Also interes-
sieren wir uns in aller erster Linie fiir die Temperatur-Abhéngigkeit der ersten
zwei Momente von F und M.

Definition 47 (MCMC Vorschlagsmatrix) Um die Vorschlagsmatrix zu de-
finieren, betrachten wir zuerst die Spin-Zustidnde, die durch Umkehrung eines
einzelnen Spins aus dem Zustand s € S hervorgehen:

switch(s) = {s' € S; s = s;, mit Ausnahme eines einzelnen i € {1,..., N}
mit s, = —s;},

so dass [switch(s)| = N fiir alle s € S. Fiir den Vorschlag ziehen wir eine

Gitterposition ¢ aus einer Gleichverteilung auf {1,..., N} und gehen dann von

s nach s’ € switch(s) durch Umkehrung des Spins in i:

/ .
Q(s, ) = { (1)/N falls s" € switch(s)

Offensichtlich ist die durch @ definierte Markov-Ketten irreduzibel. Ausserdem
finden wir, dass s’ € switch(s) < s € switch(s’), mit der Konsequenz, dass

Q(Sv 5,) = Q(Slv 5)'

sonst
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Bemerkung 16 (Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit) Durch die Definition von
@ und mit Metropolis-Funktion ¥(z) = min{1, z} erhalten wir

1 falls s" € switch(s) und AE, ¢ <0
A(s,s') =< exp ( - BAE&S/) falls s" € switch(s) and AE; ¢ >0 , (8)
0 sonst

mit
AE&S/ = E(S/) - E(S) =2 Z JijSiSj + 2M,
JEN;
da p(s’)/u(s) = exp < - ﬁAEs75/), wobei ¢ die Gitterposition der Spin-Umkehr

bezeichnet.

Algorithmus 3 (MCMC-Algorithmus fiir das Ising-Modell) Der MCMC
Algorithmus erhélt folgende einfache Form:

1. Starte in Spinzustand s(©) mit Iteration Index k = 0.
2. Sei s*) der gegenwiirtige Zustand.

3. Bestimme den Vorschlag s’ € switch(s*®)) durch Spinumkehr in Position
i, wobei i zuféllig gleichverteilt aus {1,..., N} gezogen wird.

4. Berechne AEs(k>7s’ = E(sl) — E(S(k)) =9 Z JZ]S'Ek)Sgk) + 2M.

JEN;
5. Berechne die Akzeptanz-Wahrscheinlichkeit a = A(s*), s') gemif (8).
6. Ziehe r € [0, 1) zufillig gleichverteilt aus [0, 1).

7. Setze
k1) _ falls r <a

s 5
) s® fallsr>a
8. Setze k := k + 1 und kehre zu Schritt 2. zuriick.

Bemerkung 17 (Aufwand) Im Vergleich zur Grofie des Zustandsraum mit
2NV Zustinden erfordert jede einzelne Iteration des MCMC-Verfahrens sehr we-
nig Rechenaufwand, |V;| Additionen und Multiplikationen und die Bestimmung
von zwei Zufallsvariablen.

Bemerkung 18 (Verallgemeinerung) Wann immer die betrachtete stati-
ondre Verteilung die Form 7(z) = exp(—(E(x))/Z hat, wird die Akzeptanz-
funktion im Wesentlichen die obige Form haben. Solche Félle sind in der phy-
sikalischen, chemischen und biologischen Literatur sehr haufig und machen die
obigen Form von MCMC zu einem der am h#ufigsten verwendeten Algorithmen
der heutigen Zeit.
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5 DMartingale

Literatur: [Dud, Dur, MS]

5.1 Bedingte Erwartung

Bemerkung 19 (Motivation) Betrachte eine Zufallsvariable Z auf dem W-
Raum (2, A, p). Fiir ein A € A mit p(A) > 0 erhalten wir mittels der Defi-
nition der bedingten Wahrscheinlichkeit sofort E(Z|A) = E(Zxa)/p(A). Fir
eine weitere reellwertige Zufallsvariable X mit diskretem Trager erlaubt uns
das, die Funktion ¢ : R — R wie folgt zu definieren: g(z) = E(Z|X = z) falls
w(X =z) > 0und g(x) = 0 falls u(X = x) = 0. Damit wird dann die Zu-
fallsvariable Y = g o X definiert. Diese ist o(X)-mefibar und erfiillt fiir alle
Beo(X):

E(ZX{XEB}> = Z E(ZX{XZI}) = Z g(@)u(X =z) = E(YX{XEB})'

zEB rEB
p(X=x)>0 pn(X=x)>0

Definition 48 (Bedingte Erwartung) Seien (2, A, i) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, G C A eine o-Algebra und Z € L£!(u). Eine relle Zufallsvariable Y
heifit bedingte Erwartung von Z unter G, wenn Y G-mefibar ist und E(Zxp) =
E(Yxp) fiir alle B € G gilt.

Satz 46 (Existenz & Eindeutigkeit) Sei (2, A, ) ein Wahrscheinlichkeits-
raum, G C A eine o-Algebra und Z € L£'(u). Dann existiert eine bedingte

Erwartung Y von Z unter G. Y ist fast sicher eindeutig bestimmt. (Man schreibt
Y =E(Z/9).)

Beweis: Die Existenz ergibt sich aus Radon-Nikodym: O.B.d.A setzen wir Z > 0 voraus; dann
definiert v(B) = fB Zdp fur alle B € G ein Maf} auf G. v ist absolut stetig bzgl 1 und endlich,
da Z € £'(u). Dann ergibt Radon-Nikodym, das ein G-meBbares f existiert, so dass

E(Zxp) = v(B) = /B fdu=E(fxs), BeG.

so dass f ein Version von E(Z|G) ist. Fiir die fast-sichere Eindeutigkeit seien Y und X zwei
Versionen von E(Z|G). Dann folgt [, (Y — X)dp = 0 fiir alle B € G und damit insbesondere
fir B> ={Y > X} € G und B« = {Y < X} € G. Daraus folgt aber u(Y = X) = 1, also die

fast-sichere Identitét beider.

Beispiel 10 Wir betrachten Z = (X,Y) mit X,Y : @ — {1,2} und pu(Z =
(2,7)) = pij, wobei p11 = p22 = 0.4 und p2; = pi2 = 0.1. Dann finden wir mit
wX =1) = pu(X =2) =05 sofort E(Z|X =1) = (1,1.2) und E(Z|X =2) =
(2,1.8). Daher E(Z|o(X)) = (X,0.6 - (1 + X)).

Satz 47 (Elementare Eigenschaften) Seien (2, A, ) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, X, X1, Xo € £1(x) und G C A eine o-Algebra.

i) E(E(X]9)) = E(X).

ii) Ist X G-meBbar, so ist E(X|G) = X fast sicher.

iii) Linearitiat: Fir a,b € R gilt E(aX; + 0X3|G) = aE(X1|G) 4 bE(X2|G) fast

33



sicher.
iv) Monotonie: Aus X; < X5 folgt E(X;|G) < E(X3|G) fast sicher.
v) |E(X|G)| <E(|X]|G) fast sicher.

Satz 48 (Bedingte Konvergenzsitze) Seien (€, A, u) ein Wahrscheinlich-
keitsraum, X,Y, X,, € £'(¢) und G C A eine o-Algebra.

i) Monotone Konvergenz: Aus X, T X f.s. folgt E(X,|G) T E(X|G) f.s.

ii) Lemma von Fatou: Aus X,, > Y fs., liminf E(X,,) < oo folgt liminf X,, €
LY(p), E(liminf X,|G) < liminf E(X,|G) f.s.

iii) Dominierte Konvergenz: Aus X,, — X f.s. und |X,| <Y folgt E(X,|G) —
E(X|G) fs.

Satz 49 Seien X,Y, XY € L'(u) und H C G C A o-Algebren.

i) Projektionseigenschaft: E(E(X|G)|H) = E(X|H) = E(E(X|H)|G) f.s.

ii) Produkteigenschaft: Ist X G-meBbar, so gilt E(XY|G) = XE(Y|G) f.s.

iii) Unabhéngigkeit: Sind (X ) und G unabhéngig, so gilt E(X|G) = E(X) f.s.

Satz 50 (Bedingte Jensen’sche Ungleichung) Sei ¢ : I — R eine konvexe
Funktion auf einem Intervall I C R und X : 2 — [ eine integrierbare Zufalls-
variable mit ¢ o X € £!(u). Ist G C A eine o-Algebra, so gilt fast sicher

E(X|G) eI,  ¢(E(X|9)) <E(6(X)|9).

5.2 Gleichgradige Integrierbarkeit

Definition 49 (Gleichgradig integrierbar) Eine Familie von Zufallsvaria-
blen (X;);es in £1(11) heifit gleichgradig integrierbar, wenn sup;¢; E(1Xilxqx,2e1) —
0 fiir ¢ — .

Proposition 18 Sei X € £(u) und (A;);es eine Familie von Sub-o-Algebren
in A. Dann definiert X; = E(X|A;) eine gleichgradig integrierbare Familie.

Satz 51 (Aquivalenz zur L'-Beschrinkheit) Fiir eine Familie X = (X;);cs
in L'(p) ist dquivalent:

i) X ist gleichgradig integrierbar.

ii) X ist in L'(u) beschrinkt und fiir alle ¢ > 0 existiert ein § > 0, so daf fiir
alle A € Amit p(A) <6 gilt sup;c; E(|Xi|xa) <e.

Satz 52 (Aquivalenz zur L'-Konvergenz) Sei (X,,),cn eine Folge in L' (u1)
und X eine reelle Zufallsvariable. Dann sind dquivalent:

i) X ist gleichgradig integrierbar und X,, — X stochastisch.
ii) X € L'(p) und X, — X in L'(p).

Korollar 8 Gilt X,, — X fast sicher und ist (X%)nen, p > 1, gleichgradig
integrierbar, so folgt X, — X in LP(u).
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5.3 Martingale: Definition und Beispiele

Definition 50 (Filtration, Martingal) Es seien (92,4, ) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und (Ap)nen, eine aufsteigende Folge von o-Algebren, A, C
Am C A fiir n < m, eine sogenannte Filtration. Eine Folge (X, )nen in £ (1),
fir die X,, A,-meBbar ist und E(X,|An—1) = Xp—1 (>, <) fur alle n € N gilt,
heifit Martingal (Submartinagal, Supermartingal).

Satz 53 (Elementare Eigenschaften) Sei (X,,) ein Martingal bzgl. der Fil-
tration (Ay)nen,. Dann gilt

i) Fiir alle m € N: E(X,4m|An) = X,.

11) E(Xn) = E(Xo) fiir alle n € Ng.

Der Beweis von i) erfolgt iiber die Projektionseigenschaft der bedingten Erwartung:
E(Xntm4n) = EE(XntmlAn) [ An) = E(Xnsmo1l4n) = - .. = E(Xntmoml4n) = Xa.
Der Beweis von ii) nimmt zuerst aus i), dass E(X,|Ao) = Xo und daher E(E(X,|Ao)) = E(Xo).

Wegen der Projektionseigenschaft wiederum gilt

E(E(X,|Ao)) = E(E(X,|A0)|{0,Q}) = B(X.|{0,Q}) = E(X,),

und somit E(X,) = E(Xo).

Beispiel 11 (Summe unabhiingiger Zufallsvariablen) Sei {X;} eine Fol-
ge unabhéngiger Zufallsvariablen, Xo = 0 und F,, = o(Xo,...,Xy). Dann
definiert M, = > |(X; — E(X;)), n € Ny ein Martingal, denn wegen iii) aus
Satz 49:

E(Mpy1 — Mn|Fn) = E(Ynp1 — E(Yng1)|Fn) = E(YVngpr — E(Yny1) = 0.

Beispiel 12 (Faire und unfaire Spiele) Sei M,, der stochastische Prozess,
der die Entwicklung der Gewinnsumme eines Spielers nach n Spielrunden mo-
delliert. Dann ist M,, — M,,+1 der Gewinn in der nten Runde. Sei zudem F,, die
durch die Spielrunden erzeugte Filtration. Wenn M = (M,,) ein Martingal ist,
dann E(M,, — M,,_1|F,,) = 0 und das Spiel ist fair. Wenn M ein Supermartingal
ist, so gilt E(M,, — M,,—1|F,) < 0 und das Spiel ist zum Nachteil des Spielenden.

Beispiel 13 (Produkte unabhingiger Zufallsvariablen) Sei {X;} eine Fol-
ge unabhéngiger Zufallsvariablen, X; > 0 und E(X;) = 1 fir alle i. Wir setzen
My =1und Fy = {0,Q} und M,, = X7 -... - X, und F,, = o(X1,...,X,).
Dann ist M,, F,,—1-mef3bar und X,, und F,,_; ist unabhéngig. Daher

E(an:nfl) — E(Mnlen|fnfl) — MnflE(Xannfl) — Mnfl]E(Xn) = Mnflv
und daher ist M,, ein Martingal.

Satz 54 (Filtration definiert Martingal) Esseien (2, A, ) ein Wahrschein-
lichkeitsraum und (A )nen, eine Filtration bzgl. A. X € L!(u) sei eine Zufalls-
variable. Dann definiert M,, = E(X|A,,) ein Martingal.
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Der Beweis ist einfach: Da X integrierbar ist, ist es auch M,. M, ist wegen der Definition
der bedingten Erwartung auch A,-mefibar und es gilt wegen der Projektionseigenschaft der
bedingten Erwartung;:

E(M i1 An) = EE(X|Ani1)lAn) = E(X[A,) = M,

Bemerkung 20 (Spielsystem allgemein) Sei ()M,,) der Gewinnprozess bei
einem Spiel, so dass M,, — M,_1 den Gewinn pro Furo Finsatz in der n-ten
Spielrunde beschreibt; wir setzen My = 0. Sei (Ap)nen, die zugehorige Filtra-
tion, so dass M,, A,-meBbar ist. Ausserdem sei H, der stochastische Prozef3
der den Einsatz in der n-ten Runde beschreibt. Dieser ist nur dann erlaubt,
wenn er nur von der Information Ai,...,A,_1 abhingen, muss also A,_1-
mefbar sein. Dann ist H,(M, — M,_1) der Gewinn in der n-ten Runde und
(HM),, = p_q Hi(My — Mj_1) der Gesamtgewinn nach der n-ten Runde.

Satz 55 (Martingaltransformierte) Sei (A, )nen, eine Filtration, (Y;,)nen
eine Folge A,,_1-B(R)-mefibarer Zufallsvariablen und (X, )nen, ein Martingal,
so daB Y,,(X,, — Xy,—1) € £1(p). Dann definiert die Martingaltransformierte

(V- X)n = Xo+ > Va(Xp — Xe—1)
k=1

ein Martingal.

Der Beweis ist einfach: (Y.X)y ist integrierbar und A,-meBbar. Da Y,, A,_i-mefibar ist, gilt
nach ii) aus Satz 49 und wegen der Martingal-Eigenschaft von X,, , dass

E(V-X)n — (ViX)no1|Ano1) = E(Yn(Xn — Xno1)|[An_1) = YaE(Xn — Xn_1)|An_1) = 0.

Bemerkung 21 (Spielsystem bei fairen Spielen) Wenn wir die Bezeich-
nungen wie in Bemerkung 20 wéhlen, dann handelt es sich um ein faires Spiel,
wenn M,, ein Martingal ist, siehe Beispiel 12. Dann ist der Gesamtgewinn
(H.M),, laut Satz ebenfalls ein Martingal und somit E((H.M),) = E(My) =0,
was zeigt, dass bei einem fairen Spiel keine erlaubte Spielstrategie (H,,) existiert,
die einen erwarteten Gewinn garantiert.

5.4 Doob’scher Stoppsatz

Definition 51 (Gestoppter Prozess) Sei (X;)nen, eine Folge von Zufalls-
variablen, (Ap)nen, eine Filtration, so daf X, A,-mefibar ist. Sei 7 : @ —
Np U {400} eine Stoppzeit, das heifit {r =n} € A, fir jedes n € Ny. Dann ist
der gestoppte Prozess X7 durch X7 = X,,iy(r,,) definiert.

Satz 56 (Doob’scher Stoppsatz) Seien X ein Martingal und 7 eine Stopp-
zeit beziiglich (A, )nen,. Dann ist X7 ebenfalls ein Martingal und es gilt E(X]) =
E(Xp) fir alle n € Ny. Ist 7 fast sicher beschrinkt oder X7 gleichgradig inte-
grierbar und p(7 < o0) =1, so gilt E(X;) = E(Xj).
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Beweis dafiir, dass X7 ein Martingal ist: Wir definieren Y5, = X7r>n = 1 — Xr<n. Yn ist Ap_1-
mefibar, da 7 eine Stoppzeit ist und es gilt 0 < Y,, < 1. Daher sind die Bedingungen von Satz
21 erfiillt und Y.X ist ein Martingal und es gilt

Y. X)n = X0+ ZXTZk(Xk — Xi—1) = Xuin(r,n) = Xns
k=1
also Y.X = X7 und daher laut ii) aus Satz 53: E(X]) = E(X§) = E(Xo) fiir alle n € Np.
Beweis fiir E(X;) = E(Xo): Ist 7 fast sicher beschrinkt oder 7 < oo fast sicher, dann
min(7,n) — 7 fast sicher fir n — oo und daher X = Xpin(rn) — X7 Ist nun 7 < N

fast sicher, so ist max;—1

yeeny

folgt E(X)) = E(Xo) = E(X,) aus dem Satz der dominierten Konvergenz. Ist X gleichgradig
integrierbar, so gilt sogar X;, — X, in L'(x) und dann ebenfalls E(X7) = E(Xo) = E(X,).

~ | Xi| eine integrierbare Majorante zu X, und aus X, — X,

Beispiel 14 (Ruinwahrscheinlichkeit) Betrachtet wird ein faires Spiel mit
zwel Spielausgidngen. Der Spielausgang in Runde ¢ sei beschrieben durch die
Zufallsvariable Y; € {£1} mit u(Y; = £1) = 1/2. Ein Spieler mit Kapital a
Euro spielt gegen die Bank mit Kapital b Euro. In jeder Runde setzen beide
den Betrag 1 Euro; bei Y; = 41 erhélt der Spieler den Einsatz, bei ¥; = —1
die Bank. Wir setzen X, = Z?:l Y; und Xy = 0. Da die Y; unabhéngig sind
mit E(Y;) = 0 ist X, laut Beispiel 11 ein Martingal. X,, beschreibt die Bilanz
des Spiels, in dem Sinne, dass X,, = —c mit ¢ > 0 heisst, dass der Spieler nach
n Runden ¢ Euro verloren hat, wahrend X,, = c¢ heisst, dass die Bank ¢ Euro
verloren hat. Das Spiel endet mit dem Ruin eines der beiden Spielenden, also
an der Stoppzeit 7 = inf{n > 0: X,, € (—a,b)}. Dann ist der gestoppte Prozess
X7 ebenfalls ein Martingal. Man weist leicht nach, dass 7 fast sicher endlich ist
und X7 beschrinkt, da | X]| < max{a,b} und daher gleichgradig stetig. Daher
gilt E(X;) = E(Xo) = 0. Da X, € {—a, b}, laut Definition der Stoppzeit, haben
wir E(X;) = —ap(X; = —a) + bu(X; = b). Mit der Ruinwahrscheinlichkeit
fiir den Spieler, ps = u(X; = —a), folgt (a + b)ps = b und wir erhalten die
Ruinwahrscheinlichkeit ps = b/(a + b).

5.5 Martingalkonvergenz

Lemma 19 Es seien X = (X,,)nen, €in Submartingal und g : R — R kon-
vex mit g(X,) € LY(p) fiir alle n € Ny. Ist ¢ monoton wachsend oder X ein
Martingal, so ist g(X) ein Submartingal.

Lemma 20 (Uberquerungen) Sei X ein Submartingal, ¢ < b € R und N €
Ng. Man definiert Sy = Ty = 0,

Sk =inf{n > T} : X,, < a}, Ty, = inf{n > Sy : X,, > b}
und Un = sup{k € Ny : T, < N}. Dann gilt E(Uy) < E((Xny —a)4)/(b— a).
Satz 57 (L'-Konvergenz) Sei X ein Submartingal (Supermartingal) mit

sup E(X,[) < o0 (sup E(X,,) < 00).
neNg n€Ng

Dann existiert ein Xo, € L'(1) mit Xoo = lim,, oo X, fast sicher. Ist X gleich-
gradig integrierbar, so folgt sogar X,, — Xoo in L'().
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5.6 Optional Sampling Theorem

Korollar 9 (Martingalkonvergenz) Fiir ein Martingal X sind dquivalent:
i) X ist gleichgradig integrierbar.

ii) Es gibt ein A-mefibares X, € £ (1) mit X,, = E(Xoo|A,) fiir alle n € N,
wobei Ax = 0(U,en, An)-

iii) X konvergiert in L!(11) gegen ein As-meBbares X .

Satz 58 (Optional Sampling) Es seien X ein Martingal und o, 7 Stoppzei-
ten mit o < 7. Ist 7 fast sicher beschriankt oder X gleichgradig integrierbar, so
sind X, X; wohldefinierte, integrierbare Zufallsvariablen, und es gilt

E(X’T|AO') = XO'J

wobel A, ={A e A: An{r <n} € A, fir allen € Ny}.
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