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1. Aufgabe (Borel-o-Algebra, 4 Punkte) Zeigen Sie, dass jedes der folgenden Mengensysteme ein Erzeu-
ger der o-Algebra der Borelmengen, B := B(R"™), ist:

O" = {0 C R": O offen}

C" ={A CR": A abgeschlossen}
7" ={(a,b) CR": a,b € R", a < b}
I ={(-o0,cf CR": c € R",}

wobei (a,b] = (a1,b1] X ... X (an, by] das n-dimensionale, halboffene Intervall zwischen a und b bezeichnet
und a < b komponentenweise zu lesen ist. (Das Intervall (—oo, ¢] ist analog definiert.)

2. Aufgabe (Maf}, 4 Punkte) Beweisen Sie die Aussage: Ist ) eine nichtleere, iiberabzéhlbare Menge und
A={ACQ: Aoder A° ist abzdhlbar}

ein Mengensystem tiber 2, so wird durch

_ {o, falls A abzihlbar

1, sonst

ein Mafl auf dem Messraum (€2, A) definiert. (Hinweis: Machen Sie sich klar, dass A eine o-Algebra ist.)

3. Aufgabe (Lebesgue-Maf}, 4 Punkte) B
Zeigen, dass das n-dimensionale Lebesgue-Mafl \": B® — R unter Drehungen invariant ist, d.h., ist
D: R™ — R" eine orthogonale Transformation (Drehung), so gilt

A"(D(A)) = A"(A)

fiir alle A € B™, wobei D(A) die Menge {Dz: x € A} bezeichnet.

4. Aufgabe (Messbarkeit, 4 Punkte)
Gegeben seien zwei Messrdume (€1, F1) und (3, F2), wobei Fy = o(£) von einem Mengensystem &
erzeugt werde. Zeigen Sie, dass die Abbildung f: €7 — Qs genau dann messbar ist, wenn

fYE cF.
Hinweis: Zeigen Sie als erstes, dass die Elemente des Mengensystems
F={ACQy: f (A e F}

eine o-Algebra iiber 5 bilden.



