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Aufgabe 1 (Zentraler Grenzwertsatz, 12 Punkte)
Sei (X,,) eine Folge von iid Zufallsvariablen mit Wertebereich {—1,1}. Es gelte P(X; = 1) = £ + € und
P(X; = —1) =1 —¢ fiir eine 0 <& < %. Setze p:= E(X;) und 02 = V(X;) und betrachte

" X — E(X})
S, =) =5 T
2T

a) Berechnen Sie p und o2 sowie die charakteristische Funktion und die momenterzeugende Funktion
von X7 und S,.

b) Formulieren und beweisen Sie den zentralen Grenzwertsatz fiir den vorliegenden Fall.

¢) Entwerfen, implementieren und testen Sie ein Verfahren zur Berechnung von Realisierungen der
Folge (Xk)k=1,....n. Verwenden Sie dieses Verfahren, um die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes
flir e = 0.1 und n = 100, 1.000,10.000 zu testen. Verwenden Sie dabei jeweils ca. m = 10.000
Realisierungen und plotten Sie die empirische Verteilung. Uberlegen Sie sich, wie Sie den Abstand
zwischen der behaupteten Normalverteilung und der empirisch beobachteten Verteilung messen
koénnen.

d) Wiederholen Sie c) fiir ¢ = 0.45 und € = 0.49. Was beobachten Sie? Wie kénnen Sie sich Thre
Beobachtung erkléren?

Hinweis: Wenn Sie m Realisierungen X (w1), ..., X (wy,) einer Zufallsvariable X vorliegen haben, dann
kénnen Sie mit Hilfe der Funktion hist in MATLAB das zugehorige Histogramm zeichnen, welches
Thnen fiir ausreichend grofle m eine Approximation der Verteilung von X liefert.

Losung.
a) Wir haben p = 2¢ und 2 = 1 — 4¢2. Die charakteristische Funktion von X ist

; 1 . 1 .
Px, (8) = E[ezSXI] - <2 + 5) 613 + (2 — E) 67”.

Die Momentenerzeugende Funktion von X7 ist

My, (s) = E[e*™1] = (; + e) e + <; - e) e ®

mit Definitionsbereich D = R. Wir bestimmen die charakteristische Funktion von S,, und benutzen
dabei, dass die X; unabhéngig und identisch verteilt sind:

¢s,(s) =E Ll_{ ey%(xi_")} = H]E [e‘&%“e%xi] = [@Xl —n (%)]




Damit ergibt sich schliellich
—ispu\/n 1 te 1 — g "
@s,(s) =e " gte)em+lg—¢e)e |
Vollig analog folgt fiir die Momentenerzeugende Funktion von S,,:

1 s 1 _ "
Mg, (s) = eV {(2—%6)6”4—(2—5)6 ﬁ} :

Die Aussage des zentralen Grenzwertsatzes ist S, 2 A (0,02) fiir n — oo (i.V. steht fiir ’in
Verteilung’). Nach dem Stetigkeitssatz von Levy-Cramer ist das dquivalent zur punktweisen Kon-
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vergenz der charakteristischen Funktionen, also ¢g, (s) — ¢*(s), wobei ¢*(s) = e~ 2 die charak-
teristische Funktion der Normalverteilung darstellt. Wir zeigen die letzte Aussage. Zunéachst haben
wir, da E[|X1|] und E[|X2]|] existieren, die Taylorentwicklung

o%s?

‘PXr/L(S) =1- 2 + 0(53)-

©s,(s) = {sOxl—u (\jﬁﬂn = (1 - 022;2>n + R(n),

und wir bestimmen den dominanten Term des Restgliedes R(n):

Also ist

R(n) = n(’)(n*3/2) + nachgeordnete Terme.

Also R(n) = O(n~?), und g, (s) — e 5 wie behauptet.

Man erzeugt sich m x n Realisierungen von X; z.B. so:

1 function [C]=iidRealize (eps,n,m)
2 X = zeros(n,m);

3 for i=l:n

4 for j=1l:m

5 x=rand(l); %generates uniformly distributed pseudorandom number x\in:O,l]
6 if x<(0.5+eps)

7 X(i,3)=1;

8 else

9 X(i,73)=-1;

10 end

11 end

12 end

13 C=X;

14 end

Wir erzeugen uns daraus m Realisierungen der ZV S, und erstellen das Histogram von S,,:

1 S = 1/sgrt(n)*(sum(X,1) - nxmean_X); %this should approximate the normal distribution
2 dx2 = 0.5; %histogram bin size
3 h = hist(S,-5:dx2:5);

Jetzt wollen wir dieses Histogram mit der erwarteten Normalverteilung vergleichen. Hier miissen
wir allerdings auf die Normierungskonstante aufpassen, denn Histogramme sind i.A. nicht auf 1
normiert. Wir miissen die Verteilungen so normieren, dass 'Flache unter dem Histogram’ = ’Fléche
unter der Normalverteilung’ gilt:

figure;

hist (S,-5:dx2:5);

Chist = sum(hxdx2); $the integral under the histogram-curve
hold on

hold all

dxl = 0.01;

X = (-5-dx2/2) :dx1: (5+dx2/2);

e S




8 dist = 1/ (sqrt (2xpixVar_X))x*exp(-x. 2/ (2xVar_X));

with mean mu and var sigma”2

$the normal distribution

9 Cdist = sum(distxdxl); %$the integral under the normal distribution (this
should be 1)

10 p = plot(x,Chist/Cdistxdist, 'r','linewidth',2);

11 xlabel ('x");

12 ylabel ("Realizations');

13 hold off;

Das sieht dann so aus:
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Hier bekommt man schon einen ersten Eindruck von der Konvergenz gegen die erwartete Nor-
malverteilung. Ein Problem beim Vergleichen von Histogrammen mit kontinuierlichen Verteilun-
gen ist allerdings, dass Histogramme von der gewahlten Auflésung, d.h. der Lénge der bins dz2
abhéngen - dz2 ist ein von uns frei wihlbarer Parameter und darum ist jede Festlegung auf eine

Binlénge zunéchst einmal willkiirlich.

Ein besseres Bild bekommen wir, wenn wir uns Verteilungsfunktionen anschauen. Die empirische

Verteilungsfunktion von S, ist

Fo(z) = % Z X1, (Sn(5))

wobei S,,(j) die j-te Realisierung der ZV S,, bezeichnet. F,, ist, im Gegensatz zum Histogramm,
parameterfrei. Das vergleichen wir mit der Verteilungsfunktion der Normalverteilung, F(z) =

P(n < ), 0~ N(0,0%):

1 F_n = zeros(l,length(x));

2 F = F_n;

3 for i=1l:length (x)

4 Fon(i) = 1/mxsum(S<x(i));
5 F(i) = sum(dxlxdist(1l:1));
6 end;

7 figure;

8 plot (x,F);

9 hold on

=

plot(x,F.n,'c");

title('cumulative distribution function');
xlabel ('x");

legend ('EF'', "F.n');

hold off
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und erhalten das folgende Bild:

cumulative distribution function, n=100 cumulative distribution function, n=1000

cumulative distribution function, n=10000

Figure 1: Empirische und tatséchliche Verteilungsfunktion, F;, und F, fiir ¢ = 0.1.




Die empirische Verteilungsfunktion gibt uns auch einen Abstandsbegriff zwischen empirischer und
tatsdchlicher Verteilung, den Kolmogorov-Smirnov Abstand

Dis = sup |Fy(z) — F(z)].

In matlab ist das einfach D_KS = max (abs (F.n-F)). Wir betrachten uns Dgg als Funktion von n

im loglog-Plot:

figure
hold on

xlabel('n');

ylabel ('distance');
legend ('KS—-distance',
hold off;

o NG A W N e

loglog(N,D.KS, '-—rx', "linewidth', 2);

loglog(N,1./sqrt(N), " '--b+', 'linewidth',2);

N {-1/2}1);

Das sieht dann so aus:
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Der Kolmogorov-Smirnov Abstand D g fillt also ungefihr mit n=/2 ab.

Wir nehmen als Beispiel € = 0.49. Die Varianz von X ist jetzt viel kleiner, 02 = 1 — 4¢2 = 0.0396.

Unsere histogramme und Verteilungsfunktionen sehen jetzt folgendermafien aus:
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Figure 2: Empirische und tatséchliche Verteilungsfunktion, F,

und F' fir e = 0.49.




Die Verteilungsfunktion &hnelt viel stiarker einer Stufenfunktion als vorher. Zuletzt betrachten wir
noch den KS-Abstand. Wie vorhin sehen wir einen Abfall mit n~'/2, allerdings sind die Absténde
etwa eine Grofenordnung grofler im Vergleich zu € = 0.1. Das liegt daran, dass F fiir ¢ = 0.49
in einem kleinen Intervall sehr viel stérker variiert als fiir ¢ = 0.1, und solche Funktionen sind
schwieriger zu approximieren.
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