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Aufgabe 1 (Charakterisierung von Markovketten, 4 Punkte)
Untersuchen Sie die Markovkette mit der Ubergangsmatrix

1l-—«a «
P =
(15" 1%)
in Abhéngigkeit von den Parametern 0 < «, 8 < 1 auf stationédre Verteilungen, Kommunikationsklassen
sowie (positive) Rekurrenz und Transienz.

Aufgabe 2 (Symmetrischer Zufallsspaziergang, 4 Punkte) )
Es sei (X,)n>0 eine homogene Markovkette auf S = Z mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten

1
P(XnH:z+1|Xn:z):P(Xn+1:z—1|Xn:z):§, 2€7.

1. Untersuchen Sie die Markovkette auf (positive) Rekurrenz und Transienz.

2. Sei D C S eine endliche Teilmenge von S und 7 = inf{n > 0: X,, ¢ D} die Zeit des ersten Austritts
aus D. Zeigen Sie, dass die mittlere Austrittszeit w(z) = E,(7) das lineare Gleichungssystem

(I-Pyw(z)=1, z€D
w(z) =0, ze€S\D

16st. Dabei bezeichnen I die |S| x |S|-Einheitsmatrix und P die Ubergangsmatrix der Kette.

Aufgabe 3 (Bedingte Erwartung, 4 Punkte)

Es sei (2, &, u) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : @ — R eine beziiglich p integrierbare Zufallsvariable.
a) Geben Sie E(X|F) fir F = {0,Q} und F = o(X) an (mit Begriindung).
b) Sei F C & eine beliebige Sub-o-Algebra von £. Zeigen Sie, dass dann gilt: E(E(X|F)) = E(X).

¢) Nun sei neben F C € eine weitere Sub-o-Algebra G C F gegeben. Beweisen Sie die Turmeigenschaft
der bedingten Erwartung:
E(E(X|F)|G) =E(X|G) fs.



