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1. Aufgabe (Borel-σ-Algebra, 4 Punkte)
Zeigen Sie, dass jedes der folgenden Mengensysteme ein Erzeuger der Borel-σ-Algebra Bn := B(Rn) ist:

On := {U ⊂ Rn : U offen}
Cn := {A ⊂ Rn : A abgeschlossen}
In := {(a, b] := (a1, b1]× ...× (an, bn] : ai, bi ∈ R, i = 1, ..., n}
In∞ := {(−∞, c] := (−∞, c1]× ...× (−∞, cn] : ci ∈ R, i = 1, ..., n}

2. Aufgabe (Äußeres Maß, 4 Punkte)
Es sei (Ω,F , µ) ein gegebener Maßraum. Definiere das äußere Maß µ∗ : P(Ω)→ R̄ durch

µ∗(B) := inf⋃
n∈N An⊃B

∞∑
n=1

µ(An)

wobei An ∈ F .

a) Zeigen Sie, dass µ∗(A) = µ(A) ∀A ∈ F gilt.

b) Zeigen Sie, dass µ∗ im Allgemeinen kein Maß ist. (Finden Sie ein Gegenbeispiel, dass die Kriterien
eines Maßes verletzt.)

3. Aufgabe (Lebesgue-Maß, 4 Punkte)
Es sei λn : Bn → [0,∞] das Lebesgue-Maß auf Rn und O : Rn → Rn eine orthogonale Transformation.
Zeigen Sie, dass λn invariant unter O ist, d.h., es gilt

λn(O(A)) = λn(A)

für alle A ∈ B. Dabei ist O(A) := {Ox : x ∈ A}.


