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1. Aufgabe (4 TP)
Sei y : [T0, T1]→ Rd eine Lösung des Anfangswertproblems

y′(t) = F (t, y(t)), t ∈ (T0, T1], y(T0) = y0. (1)

Zeigen Sie, dass sich dieses nicht-autonome Anfangswertproblem autonomisieren lässt,
indem Sie ein x : [T0, T1]→ Rd+1 sowie eine Funktion f und einen Startwert x0 konstruie-
ren, so dass folgendes gilt: x ist genau dann Lösung des autonomen Anfangswertproblems

x′(t) = f(x(t)), t ∈ (T0, T1], x(T0) = x0,

wenn y eine Lösung von (1) ist.

2. Aufgabe (4 Zusatz-TP)
Es sei g(x) = x+ 1

1+x und M = {x ∈ R : x ≥ 0} . Zeigen Sie:

a) g(M) ⊂M

b) |g(x)− g(y)| < |x− y| ∀x, y ∈M , x 6= y

c) g besitzt keinen Fixpunkt in M

Warum ist dies kein Widerspruch zum Banachschen Fixpunktsatz?

3. Aufgabe (2 Zusatz-TP)
Sei V ein Prähilbert-Raum mit Skalarprodukt (·, ·) und ϕ1, . . . , ϕn die Basis eines Un-
terraums von V . Zeigen Sie, dass die Gramsche Matrix A = ((ϕi, ϕj))i,j=1,...,n positiv
definit ist.

4. Aufgabe (4 Zusatz-TP)
Zeigen Sie:

a) Es sei A ∈ Rm×n, m ≥ n, und QR = A eine QR-Zerlegung von A, wobei A vollen
Rang habe. Dann bilden die ersten n Spalten von Q eine Orthonormalbasis des
Bildes R(A) von A.

b) Die Householder-Reflexionen sind Orthogonaltransformationen.

5. Aufgabe (2 Zusatz-TP)
Zeigen Sie, dass für die Gewichte λk der Newton-Cotes Formeln gilt:

n∑
k=0

λk = 1
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