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Aufgabe 1 (Projektionen, 2 TP)
Sei X ein Préhilbertraum und P : X — X linear. Zeigen Sie, dass dann folgende Aussagen
dquivalent sind:

a) (x—Px,y)=0firallex € X,y € R(P) = {Pw |w € X}
b) P? = Pund (Px,y) = (x, Py) firralle x,y € X

Aufgabe 2 (Approximation stetiger Funktionen, 4 TP)

Sei V. = C[-1,1], f(x) = 3x3 und U = P,. Berechnen Sie die Tschebyscheff- und die L2-
Approximation von f in U. Ermitteln Sie den Fehler der beiden Approximationen in der
Supremums- sowie der L2-Norm.

Aufgabe 3 (Tschebyscheff-Polynome, 4 TP)
Die Tschebyscheff-Polynome 1. Art sind gegeben durch

Tyu(x) = cos (n arccos(x)) n=0,1,...
(vgl. Skript). Zeigen Sie:
a) Die Polynome erfiillen die Dreiterm-Rekursion
To(x) =1, Ti(x)=x Tyi1(x)=2xTy(x)— Ty 1(x), n=12,..

Hinweis: Es gilt cos(x £ y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y).

b) Esist Ty ein Polynom n-ter Ordnung, und es gilt ||T,||c < 1 fiirallen =0,1,....
c) Die Polynome (T;)%_, bilden keine Orthogonalbasis beziiglich des L2-Skalarproduktes.

d) Die Polynome (T,);"_, bilden eine Orthogonalbasis beziiglich des gewichteten Skalarpro-
duktes

Hinweis: Es gilt cos(x) cos(y) = [cos(x — y) + cos(x + y)].

Aufgabe 4 (Orthogonalbasis, 2 TP)
Es sei (¢;)!"_, eine Orthogonalbasis von P, C C[—1,1] beziiglich des Skalarproduktes

(v, w) = /711 v(x)w(x)dx, v,we C[-1,1].

Mithilfe einer Transformation 7 : [a,b] — [—1,1] wird iiber ¢; = @; o T eine Basis (¢;)!_, von
Py C Cla,b], a < b, fur das Skalarprodukt

@)= [ oyly)dy, oweCl)

definiert. Bestimmen Sie eine moglichst einfache Funktion 7 so, dass auch (§;)!_, eine Ortho-
gonalbasis ist.



Aufgabe 5 (Newton-Fraktal, freiwillige Zusatzaufgabe)

Implementieren Sie das geddmpfte Newton-Verfahren fiir die Funktion f : C — C, f(z) =
z® — 1, und analysieren Sie das Konvergenzverhalten in Abhéngigkeit vom Startwert der Ite-
ration. Fiithren Sie dazu die Newton-Iteration fiir ein Gitter von Startpunkten aus und plotten
Sie diese Punkte farblich in der komplexen Ebene, wobei die Farbe die Nullstelle bezeichnet,
gegen die die Iteration konvergiert. Untersuchen Sie, wie das Bild sich dndert, wenn man den
Dampfungsfaktor variiert.



