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Aufgabe 1 (Konsistenz expliziter Einschrittverfahren, 4 Zusatz-TP)
Es sei " ein explizites Einschrittverfahren zur numerischen Losung des Anfangswertproblems

X' () = f(x(t), x(0) =xo € R™
Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
a) " ist konsistent, d.h. fiir den Konsistenzfehler gilt ¢(x, T) = o(7).
b) Es gilt $°x = x und L¢Tx|;—o = f(x).
c) Esgilt ¢"x = x + th(x, T) fiir eine in T stetige Funktion h mit h(x,0) = f(x).

Aufgabe 2 (Normerhaltung, 2 Zusatz-TP)
Betrachten Sie fiir z(t) = (x(t),y(t)) das Anfangswertproblem

Z(t) = (_xy(g)) , z(0) = zo.

Zeigen Sie, ohne die Losung des Problems zu berechnen, dass ||z(t)||2 = ||zo||2 fiir alle Zeiten
t > 0 gilt. Das bedeutet, die Losung ist normerhaltend.

Aufgabe 3 (Runge-Kutta-Verfahren, 2 Zusatz-TT und 4 Zusatz-PP)
Gegeben sei das Anfangswertproblem

X (t) = f(x), te(To,Th), x(0)=xg
mit f € C(R), xyp € R. Schreiben Sie ein MATLAB-Programm
[t,x,c] = RungeKuttaEx(f,tspan,x0,N,b,A)

fiir ein explizites Runge-Kutta-Verfahren, welches durch b und A aus dem Butcher-Schema ge-
geben ist. Dabei ist die Eingabe gegeben durch

f Funktionen-Handle fiir f,

tspan  Vektor zur Bestimmung von (Tp, Ty ],

%0 Skalar fiir den Anfangswert xo,

N nattirlichen Zahl fiir die Anzahl der Schritte N

bei Wahl einer uniformen Schrittweite T = (T; — Ty) /N, und die Ausgabe gegeben durch
t  Vektor der Stiitzstellen,
x  Vektor der approximierten Losung an den Stiitzstellen,
¢ Anzahl der durchgefiihrten Funktionsauswertungen.

Testen Sie ihr Programm mit dem Anfangswertproblem

x’(t):m, te (0,2, x(0)=-2

indem Sie das explizite Euler-Verfahren, das Verfahren von Runge und Runge-Kutta-4-

Verfahren wie folgt anwenden:
-
x(t) = arctan (tan <4> + 'yt)

die exakte Losung ist und plotten Sie diese im Vergleich zu den Lésungen der Verfahren fiir
v =100und N = 2%,...,2°.

a) Zeigen Sie, dass

b.w.



b) Berechnen Sie fiir v = 1,10, 100, 1000 jeweils die Fehler

e(7) = max [x(fx) — x|

firt=23,...,28 (dh.N = 2% . ,29) und plotten Sie diese in einer doppelt logarithmi-
schen Skala fiir jedes Verfahren tiber der Anzahl der f-Auswertungen.

) Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse.



