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Aufgabe 1 (Konsistenz expliziter Einschrittverfahren, 4 Zusatz-TP)
Es sei " ein explizites Einschrittverfahren zur numerischen Losung des Anfangswertproblems

X(t) = f(x(t), x(0) =xp € R
Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:
a) 7 ist konsistent, d.h. fiir den Konsistenzfehler gilt ¢(x, T) = o(7).
b) Es gilt yx = x und L¢pTx|;— = f(x).

c) Esgilt ¢"x = x + th(x, T) fiir eine in T stetige Funktion h mit /(x,0) = f(x).

Losung: Der Konsistenzfehler ist definiert durch

e(x, 7)) =¢p"x — 9Ty,

wobei ¢pTxp = x(t) die exakte Losung des AWP ist. Die jeweiligen Taylorentwicklungen der
beiden Flussoperatoren bei T = 0 sind gegeben durch

d
YT = Pl + T xl g + 0(7)
bzw. p

¢Tx = ¢Tx|r—0 + TE(PTX|T:O +o(1) =x+1f(x) +0(7).
Ein Vergleich der Taylorentwicklungen liefert die Aquivalenz von a) und b).

Damit gilt
Px—x
— =

f(x)+o(1) =: h(x,T)

und die Aquivalenz von a) und c).

Aufgabe 2 (Normerhaltung, 2 Zusatz-TP)
Betrachten Sie fiir z(¢) = (x(t),y(t)) das Anfangswertproblem

2(t) = (‘xy(g)) 2(0) = 2.

Zeigen Sie, ohne die Losung des Problems zu berechnen, dass ||z(t)||2 = ||zo||2 fiir alle Zeiten
t > 0 gilt. Das bedeutet, die Losung ist normerhaltend.

Losung: Esist ||z(t)[[3 = x(t)? + y(t)? und somit

%IIZ(HII% = %(X(f)2 +y(H)?) = 2x(D)2' (1) + 2y (1) (1) = —2x(t)y () + 2y (t)x(t) =0,

d.h. |[z(t)||]3 = ¢ Vt > 0 fiir eine Konstante ¢ > 0. Mit z(0) = zg folgt ||z(0)||2 = ||z0]|5 und
somit ¢ = ||zg||2-



