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Abgabe: Fr., 16. Juni 2017, 12:00 Uhr ALLGEMEINE HINWEISE

Die Punkte unterteilen sich in Theoriepunkte (TP) und Programmierpunkte (PP). Bitte beach-
ten Sie die auf der Vorlesungshomepage angegebenen Hinweise zur Bearbeitung und Abgabe der
Ubungszettel, insbesondere der Programmieraufgaben.

1. Aufgabe (12 PP)

a) Programmieren Sie in MATLAB eine Funktion newton_coeff = ddiff (f_info, x), die die
Koeflizienten newton_coeff eines Hermite—Interpolations—Problems beziiglich der zugehorigen
Newton—Basis berechnet. Dabei bezeichne x einen Vektor nicht notwendigerweise paarweise
verschiedener Stiitstellen und f_info ein Cell-Array, das Funktionen—Handles auf die zu in-
terpolierende Funktion f und alle gegebenenfalls benotigten Ableitungen von f enthélt.

Hinweis: Sie diirfen beim Implementieren von newton_coeff davon ausgehen, dass die Stiitz-
stellen x wie fiir die Hermite—Interpolation iiblich in einer ,,geeigneten“ Reihenfolge gegeben
sind.

b) Schreiben Sie auch eine Funktion horner (newton_coeff, x, t), die das Interpolationspoly-
nom an einer beliebigen Stelle t oder ggf. auch an einem Vektor von Stellen t entsprechend
dem Horner—Schema auswertet.

¢) Implementieren Sie nun eine Funktion p = hermite_interpolation(f_info, x), die die
Hermite-Interpolation zu den gegebenen Daten f_info und x wie aus a) berechnet. Hier-
bei soll p ein Funktionen-Handle auf das Interpolationspolynom sein, sodass mit p(t) das
Interpolationspolynom an einem Punkt (oder einem Vektor von Punkten) t ausgewertet wer-
den kann.

d) Wir interessieren uns nun fiir die stiickweise Hermite-Interpolation mit Grad n € Naufm € N
Teilintervallen. Dazu sei ein Referenzgitter 0 < zp < -+ < x,, < 1 auf [0, 1] mit méglicherweise
mehrfach vorliegenden Stiitzstellen gegeben. Ferner sei ein Gitter a = yg < - -+ < ¥, = b mit
paarweise verschiedenen Stiitzstellen auf [a, b] mit y; := a+¢h und h := b;n—“ gegeben. Gesucht
ist nun diejenige Funktion ¢: [a,b] — R, die in jedem Teilintervall [y;—1,v;] mit i = 1,...,m

die Hermite-Interpolationsaufgabe

erfiillt.

Programmieren Sie eine Funktion

q = piecewise_hermite_interpolation( f_info, x, a, b, m),
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die die Lésung q des Problems in Form eines Funktionen-Handles zuriickgibt, sodass das
Interpolations—Polynom q sowohl punktweise als auch vektorwertig ausgewertet werden kann.

Hinweis: Sie diirfen Thre Implementation auf die bereits aus den vorherigen Aufgaben ein-
gefiihrten Funktionen stiitzen.

e) Verwenden Sie im Folgenden die Beispielfunktion f, die inklusive ihrer Ableitung in den
Dateien f.m und df .m gegeben ist, sowie die Funktion g(z) = |z|®. Sei das Referenzgitter

Ag = (0,0,1,1)

gegeben und fiir alle n € N sei das Gitter
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n n n
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definiert. Berechnen Sie fiir n € {1,2,...,20} jeweils das zu f und zum Gitter A(n) gehorige
Hermite—Interpolationspolynom p und das zum Referenzgitter Ay und zu a = —1, b = 1,
m = n gehorige stiickweise Hermite—Interpolationspolynom ¢g. Geben Sie zu jedem n jeweils
die Werte von || f — pl|oc 108 und || f — ql|oo 103 aus, wobei || - || 103 die Supremumsnorm || - [|o

fiir ¢ € CY([0,1]) durch
o (i)

annahert. Wiederholen sie diesen Test anschlieflend, wobei Sie nun f durch g ersetzen. Welche
Konvergenzverhalten beobachten Sie? Wie sind die Ergebnisse zu erkléren?

[l 00,108 == max

Hinweis: Da die Auswertung von f und df relativ viel Zeit in Anspruch nimmt, empfiehlt es
sich wihrend der Implementation, zundchst nur mit g zu testen. Alternativ kénnen Sie auch
versuchen, die gegebene Implementation von f zu verbessern.

2. Aufgabe (4 TP)

Es sei eine Folge von Gittern a < zg < --- < 7 < b gegeben, welche gegen das Gitter a < zp <
-+ < wp < b konvergiert, d. h. lim, oo 2], = xy, fiir K =0,...,n. Es sei nun ko so gewéhlt, dass fiir
jedes v die maximale Anzahl zusammenfallender Stiitzstellen kleiner oder gleich kg + 1 ist, d.h.,

ko = ma; ma c{0,..n—k}:al =---=a¥__
’ VEN)S kE{O,fn}{J { b k+3}

Beweisen Sie fiir f € C*o([a,b]), dass

Vli_g)lof[azg,...,xm = flzo,...,zy).

3. Bonusaufgabe (4 TP)

Seien n, k € Nund fir allei € {0,...,n} seiz; € Rund v; € {0,...,k}. Weiter sei N :=n+>"" ;.
Zeigen Sie, dass fiir i € {0,...,n} und j € {0,...,1;} Hermite-Lagrange-Funktionen L;; € Pn
existieren, sodass fiir alle f € C¥(R) die Losung p € Py der Hermite-Interpolationsaufgabe

gegeben ist durch



