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1 Nichtlineare Gleichungssysteme

1.1 Fixpunktiteration

Wir kennen bereits Verfahren, die es erlauben, die Losung linearer Gleichungssysteme in
endlich vielen Schritten (bis auf Rundungsfehler) exakt auszurechnen (vgl. z.B. Skript CoMa
I). Im Falle nichtlinearer Gleichungssysteme gelingt dies im allgemeinen nicht mehr. Wir
miissen uns mit iterativen Verfahren zufriedengeben, mit denen man eine Losung in endlich
vielen Schritten nur bis auf eine vorgegebene Genauigkeit berechnen kann. Wir beginnen mit
einem einfachen Beispiel.

Beispiel:
Gesucht ist eine Nullstelle z* € R von

F(x) =z(z —1).

Offenbar sind 27 = 0 und 25 = 1 Losungen (Achtung: keine Eindeutigkeit!). Wir wollen
nun ein Iterationsverfahren zur ndherungsweisen Berechnung einer Nullstelle z* konstruie-
ren. Dazu betrachten wir anstelle der urspriinglichen nichtlinearen Gleichung F(x) = 0 das

dquivalente Problem
z*eR:  oa*)=2" (1.1)

wobei
¢(r)=F(x)+z==x

gesetzt ist. Jede Losung von (L)) heifit Fizpunkt von ¢. Wir wollen nun eine Folge {zj}
von Niherungslosungen konstruieren, die gegen einen Fixpunkt z* von ¢ konvergiert. Wir
versuchen es einfach mit der Fizpunktiteration

Tp+1 = o(xg), o € R geeignet. 4

Fiir g = 0.4 erhilt man die Folge x1 = 0.16, x5 = 0.0256, 3 = 0.0007, ..., welche offenbar
gegen z] konvergiert. Die Wahl zg = 1.1 liefert hingegen die Folge x1 = 1.21, o = 1.4641,
x3 = 2.1436, ..., welche offenbar divergiert. Die Vorgehensweise ist in Abbildung [L.1] illus-
triert. Je nach Startwert erhédlt man also Konvergenz oder Divergenz. Wir wollen verstehen,
woran das liegt.

Satz 1.1 Sei I = [a,b] und ¢ : I — R eine Abbildung mit den beiden folgenden Eigenschaf-
ten.
o(x)el Vo e I. (1.2)

lp(x) — o) <gqlzv—y| Vz,yel, q¢e€l0,1). (1.3)
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Abbildung 1.1: Funktionsweise der Fixpunktiteration am Beispiel xj 1 = x%: Konvergenz
(links) und Divergenz (rechts)

Dann besitzt ¢ genau einen Fizpunkt x* € I und die Folge
Tr1 = ¢(Tk)

konvergiert fiir jeden Startwert xg € I gegen x*. Die Fehlerreduktion erfolgt gemdfs

2% — 2pq1] < glz™ — a.

Weiter gelten die a priori Fehlerabschdtzung

|z* — xg| < 1q |x1 — 20

- q
und die a posteriori Fehlerabschditzung

q
—q

|z* — 2pqq1| < . |1 — Tl

Beweis:
a) Durchfiihrbarkeit.
Wegen ([L2)) ist x € I Vk € N, falls 29 € I. Damit ist die Fixpunktiteration und auch
die resultierende Folge {x}} C I wohldefiniert.

b) Konvergenz.
Als erstes zeigen wir, daf§ {zj} eine Cauchy-Folge ist. Wegen (I.3]) haben wir

|Trr1 — @] = |p(ax) — dar—1)| < qlor — ve-1| < ¢"lar — @0l
und ebenso

Thrit1 = Thtil < QTpy14(i-1) = Trpi-)| < ¢ Th11 — 2k
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g)

Es gilt daher fiir k,j > 0

J—1 Jj—1
Ty — okl <D @rpis — Tasa] < Jopn — 2] Y g < |21 — @0
=0 i=0 1—q

Es gibt also zu jedem € > 0 ein kg € N, so daf |xy4; — x| < e Vj > 0,k > ko. Damit
ist {z}} Cauchy-Folge. Da R vollstindig ist, gibt es ein z* € R mit

lim z, = z*.
k—o00

Da I C R abgeschlossen ist, gilt * € [I.

x* ist Losung.
Aus (L3)) folgt insbesondere die Stetigkeit von ¢. Daher gilt ¢(xr) — ¢(z*). Ande-
rerseits haben wir ¢(xp) = zr11 — =*. Aus der Eindeutigkeit des Grenzwerts folgt

oa) = a*.

Eindeutigkeit des Fixpunkts.
Seien x*, y* zwei verschiedene Fixpunkte von ¢. Dann folgt aus (L3)

2" —y*| = o(2") — d(y")| < alz™ — y7|
offenbar ¢ > 1. Widerspruch.

Fehlerreduktion.
2" — 2pq1| = [P(2") — ()| < qlo™ — xp|.

a posteriori Fehlerabschétzung.
Die Abschéitzung folgt aus

2" = Tpp1] < [P(@7) = S(@pr1)| + | D(@pr1) — S@r)| < qla” — zppa| + gloesr — @il

a priori Fehlerabschatzung.

q q -
|z* — x| < 1_q’$k—$k—1‘§ﬂqk oy — . O

Bemerkung:
Ist ¢ € CY(I) und g = sup,¢;|¢'(2)], so gilt nach dem Mittelwertsatz mit einem & € T

6(z) — o) = ¢'(Ollz —yl < qlz—y|  Vz,yel <

Beispiel:
Wir kommen auf unser Eingangsbeispiel zuriick. Dazu betrachten wir I = [—r,r] mit r < 1
und ¢(x) = z2. Dann folgt

22 —y? =z +ylle—y| <2rlz—y| Va,yel,
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also gilt (L3) mit ¢ = 2r < 1. AuBlerdem haben wir

[p(x)] <faf <r  Veel,

also (L2). Das erklidrt die Konvergenz der Fixpunktiteration fiir zp = 0.4 gegen zj = 0.
Ubrigens liegt fiir alle 9 < 1 Konvergenz der Fixpunktiteration gegen x7 = 0 vor: Die
Voraussetzungen von Satz [Tl sind dafiir hinreichend, aber nicht notwendig. N

Manche moégen es gleich gemerkt haben: Satz [Tl ist ein Spezialfall des Banachschen Fiz-
punktsatzes:

Satz 1.2 Sei B ein Banachraum mit Norm || - ||, U C B abgeschlossen (und nichtleer) und
¢ : U — B eine Abbildung mit den beiden folgenden FEigenschaften.

o(x) e U Ve eU. (1.4)

lo(x) — oWl < glle =yl Vo,yeU, qel0,1). (1.5)

Dann besitzt ¢ genau einen Fizpunkt x* € U und die Folge
Tpy1 = Pzk)
konvergiert fiir jeden Startwert xg € U gegen x*. Die Fehlerreduktion erfolgt gemdyjs

2" =zl < glle” — ).

Weiter gelten die a priori Fehlerabschdtzung

¢
lz* = zxll < 77— llz1 — 2ol
und die a posteriori Fehlerabschdtzung
q
2% = T || < [Zk+1 — 2|
l—¢q

Der Beweis von Satz[[.2 ist wortwortlich der gleiche wie der Beweis von Satz [l (Vertrauen
ist gut, Kontrolle ist besser). Die Eigenschaft (L)) gibt Anlass zu folgenden Definitionen.

Definition 1.3 Sei B ein Banachraum. Eine Abbildung ¢ : U C B — B heifit Lipschitz-stetig
auf U mit Lipschitz-Konstante L, falls gilt

l¢(z) — o(y)ll < Lllz —yl| Va,yeU. (1.6)
¢ heifst kontrahierend auf U, falls L € [0,1).

Definition 1.4 Sei B ein Banachraum. Eine Folge {x} C B konvergiert linear mit Konver-
genzrate q gegen x*, falls gilt

2" = g || < glle” =zl VE 0.
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Als erste Anwendung von Satz betrachten wir die iterative Ldosung linearer Gleichungs-
systeme. Uberraschenderweise sind iterative Verfahren den sogenannten direkten Methoden
(z.B. GauBscher Algorithmus) in wichtigen Féllen tatséchlich iiberlegen. (Stichwort: diskre-
tisierte partielle Differentialgleichungen).

Vorgelegt sei also das lineare Gleichungssystem

Ax = b, AeR"" beR". (1.7)

Als erstes haben wir unser Gleichungssystem F'(z) = b — Az = 0 auf Fixpunktgestalt zu
bringen. Die Wahl

plx)=b—Ax+=x

funktioniert meistens nicht (keine Kontraktion). Wir geben daher einen allgemeineren Zu-
gang an. Dazu wahlen wir M € R™"™ regulér, mit der Eigenschaft

My=r ist fiir alle 7 € R” mit O(n) Punktoperationen lésbar. (1.8)
Durch Addition von Mz erhilt man die Fixpunktgestalt
Mz=F(z)+ Moz=(M—-A)z+b
und die zugehorige Fixpunktiteration
Mz = (M — Az + b, xo € R™. (1.9)

In jedem Iterationsschritt hat man also wieder ein lineares Gleichungssystem zu losen. Nach
Voraussetzung ist das aber mit optimalem Aufwand (Ordnung O(n)) moglich.

Mit Hilfe von Satz[[.2] wollen wir nun eine Bedingung an M herleiten, welche die Konvergenz
des iterativen Verfahrens (L) garantieren. Die Fixpunktiteration (L9) ist dquivalent zu

Tper = o(x),  d(x) =T - M 1Az + M 1b, (1.10)

wobei I € R™" die Einheitsmatrix bezeichnet. Mit [|-|| bezeichnen wir sowohl eine Vektornorm
auf R™ als auch die zugehdrige Matriznorm auf R™" (vgl. z.B. Skript CoMa I). Wir fordern
nun zusétzlich zu (L§]), dal M auch der Bedingung

II-M1A|=¢q<1 (1.11)

geniigt. Dann sind die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes mit B=U =
R™ und ¢ aus (LI0) erfiillt. Die Losung x* des linearen Gleichungssystems (7)) ist also
eindeutig bestimmt (insbesondere ist A regulir!) und die Folge zj konvergiert fiir jeden
Startwert zp € R™ mit der Konvergenzrate q gegen x*.

Jede Vorschrift zur Wahl von M charakterisiert ein iteratives Verfahren fiir lineare Glei-
chungssysteme. Die einfachste Wahl M = [ fiihrt auf das sogenannte Richardson-Verfahren.
Die Wahl

M = diag(A)
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liefert das Jacobi- Verfahren (nach einer Arbeit von Carl Gustav Jacobi (1845)). Wie wir
wissen (siehe z.B. Skript CoMa I), kann man gestaffelte Gleichungssysteme mit optimalem
Aufwand (d.h. n2/2 Punktop.) 16sen. Das legt die Wahl

o Aija faHSZZ]
Mij = { 0, sonst

nahe. Man erhélt das Gaufs-Seidel-Verfahren (nach Carl Friedrich Gaufl (1819-1823) und
Phillip Ludwig Seidel (1874), iibrigens ein Student von Jacobi).

Offenbar ist (I.8)) in den obigen drei Féllen erfiillt. Ob auch (LII)) gilt, hingt jeweils von der
Matrix A ab! Wir verweisen beispielsweise auf Deuflhard und Hohmann [1, Abschnitt 8.1]
oder Stoer und Bulirsch [5, Kapitel 8]. Erheblich trickreichere iterative Verfahren, die soge-
nannten Mehrgittermethoden, werden spéter im Zusammenhang mit elliptischen partiellen
Differentialgleichungen eine Rolle spielen.

Bislang haben wir nur lineare Konvergenz kennengelernt. Um hohere Konvergenzgeschwin-
digkeiten zu quantifizieren, fithren wir jetzt die Begriffe superlineare Konvergenz und Kon-
vergenzordnung ein.

Definition 1.5 Sei B ein Banachraum und {x;} C B. Die Folge {xy} heifit superlinear
konvergent gegen x*, falls es eine Folge qi. > 0 mit klim qr = 0 gibt, so daf gilt
- — 00

lzet1 — 2| < qeller — 2.

Sei {xy} konvergent gegen x*. Dann heifst {xy} konvergent mit der Ordnung p > 2, falls es
eine von k unabhdingige Konstante C > 0 gibt, so daf§ gilt
k1 — *)| < Cllay — 27|, (1.12)

Im Fulle p = 2 sprechen wir von quadratischer Konvergenz.

Konvergenz mit Ordnung p = 1 ist dasselbe wie lineare Konvergenz (vgl. Definition [[4]).
Die durch x4 = m% erzeugte Folge aus unserem Eingangsbeispiel konvergiert tibrigens fiir
xo < 1 quadratisch gegen 2] = 0. Das ist ein gliicklicher Zufall. Nach Satz [Tl bzw. Satz
konvergiert eine Fixpunktiteration nur linear. Ein berithmtes Verfahren, das unter gewissen
Voraussetzungen quadratische Konvergenz liefert, diskutieren wir im néchsten Abschnitt.

1.2 Newton-Verfahren

Wir betrachten zunéchst die skalare Gleichung
z*eR: F(z*)=0 (1.13)

mit einer stetig differenzierbaren Funktion F': R — R.

Um eine Folge von Nidherungslosungen zu berechnen, approximieren wir (LI3]) durch eine
Folge ,einfacherer® Probleme gleicher Bauart (vgl. iterative Verfahren fiir lineare Systeme
im vorigen Abschnitt). Dazu ersetzen wir F' durch eine , einfachere* Funktion und berechnen
deren Nullstelle. Ist o € R gegeben, so ist bekanntlich die Tangente

p(x) = F(x0) + F'(20)(x — x0)
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-1.5 —

Abbildung 1.2: Funktionsweise des Newton-Verfahrens am Beispiel der Funktion F(z) =
arctan(x).

eine gute Approximation von F, zumindest in einer geniigend kleinen Umgebung von xg.
Unter der Voraussetzung F’(zg) # 0 errechnet man die Nullstelle der Tangente p zu

_ F(x0)
" Fl(xo)

r1 =2

Sukzessive Anwendung dieser Vorschrift liefert das Newton- Verfahren

F(xy)
F'(xg)’

Tpt1 = Tk — xo € R geeignet. (1.14)

Beispiel:
Wir wollen das Newton-Verfahren auf die Funktion
F(z) = arctan(x)
anwenden. Die ersten drei Iterationsschritte zum Startwert zyp = 1.3 sind in Abbildung

veranschaulicht.
Zahlenwerte fiir xyp = 1.3 und zg = 1.4 finden sich in der folgenden Tabelle.

i) ‘ il i) T3 T4 xIs T6 T
1.3 | -1.1616 0.8589 -0.3742 0.0342 -2.6240e-05 1.2045e-14 0
1.4 | -1.4136 1.4501 -1.5506 1.8471 -2.8936 8.7103 -103.2498

Offenbar konvergieren fiir g = 1.3 die Iterierten mit wachsender Geschwindigkeit gegen
die Losung x* = 0: Ab k = 3 verdoppelt sich die Anzahl der giiltigen Stellen in jedem
Schritt. Das bedeutet quadratische Konvergenz! Fiir ¢ = 1.4 sieht die Sache anders aus: Die

ITterierten divergieren. 4
Bemerkung:
Das Newton-Verfahren ist eine Fixpunktiteration zy1 = ¢(xy) fiir
F(x
o) =z~ T

F'(x)
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Wir kénnen also Satz [Tl anwenden und erhalten folgendes Konvergenzkriterium. Unter den
Voraussetzungen F' € C?(R) und

F”(Z)
sup |¢'(z)| = sup | F(z =qg<1
ZeRI (2)] Sup ( )F,(z)2
konvergiert daher das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert zg € R. <

Leider erklart das obige Resultat nicht die lokal wachsende Konvergenzgeschwindigkeit. Be-
vor wir dazu kommen, wollen wir das Newton-Verfahren auf ein System

e D: F(z)=0 , F:DCR"—R" (1.15)
von nichtlinearen Gleichungen erweitern. Die Ableitung (Jacobi-Matrix)

aer Fi(wo) - g2-Fi(wo)
F'(wo) = : : eR™"

von F an der Stelle xg ist bekanntlich charakterisiert durch
|F(z) — (F(z0) + F'(zo)(z — 20))|| = 0(||lz — zo|) fiir x — zo.
Damit ist die Tangentialebene
p() = F(zo) + F'(20)(x — x0)

wieder eine gute Approximation von F'(z), zumindest in einer geniigend kleinen Umgebung
von xg. Unter der Voraussetzung, dafl F'(zy) jeweils regulir ist, hat die Iterationsvorschrift
des Newton-Verfahrens fiir nichtlineare Systeme wieder die Gestalt

Thi1 = xp — F'(2) " F(a), xo € R™ geeignet.
Um die Berechnung von F'(z;)~! zu vermeiden, verwendet man die #quivalente Formulierung
Tpt1 = T + Axy, F/(xk)AIk = —F(zy), zg € R" geeignet.

In jedem Iterationsschritt hat man also anstelle des urspriinglichen, nichtlinearen Problems
ein lineares Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix F”(z) zu 16sen.

Beispiel:
Vorgelegt sei das Gleichungssystem

also
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(5 ) ()

Achtung: F'(z) kann singulér sein, z.B. fiir = (, 3m)! Die Iterierten zu o = (3,3)7 finden
sich in der folgenden Tabelle.

Man erhéilt

k €k Mk

1 | -1.16898713819790  4.26838599329955

2 | -7.26977629911835 -3.30627645454922

3 | -1.87916601032632  2.13896869859183

4 | 3.42480564811751 -2.56261488791645

5 | 1.44984477398723  1.61684138641047

6 | 0.67129464906329 0.89875685831196

7 | 0.77538096829107  0.70350160297372

8 | 0.76818082842510  0.69484618466670

9 | 0.76816915690064  0.69481969089595

10 | 0.76816915673680  0.69481969073079

11 | 0.76816915673680  0.69481969073079
Ab Schritt £ = 7 beobachten wir wieder eine Verdopplung der giiltigen Stellen in jedem
Iterationsschritt, also quadratische Konvergenz. N
Bemerkung:

Offenbar sind (L.I5]) und

z*eD: AF(z*)=0 (1.16)
fiir jede reguldre Skalierungsmatrix A € R™" dquivalent. Man spricht von Affin-Invarianz.
Diese Struktureigenschaft wird durch das Newton-Verfahren erhalten! Anwendung auf (LI6])

liefert ndmlich
((AF(xx))) " AF (xg) = F'(z1) " F(21,) = — Ay

Konsequenterweise sollten also auch alle Konvergenzaussagen affin-invariant formuliert wer-
den. a

Dies beriicksichtigen wir gleich bei der Formulierung der Voraussetzungen unseres Konver-
genzsatzes.

Satz 1.6 Sei D C R"™ offen und F : D — R™. Es existiere eine Nullstelle * € D von F. Fir
alle © € D sei F differenzierbar. Die Jacobi-Matriz F'(z) sei invertierbar fiir alle x € D.
Fiir alle x € D und v € R™ mit x + sv € D fir alle s € [0,1] gelte die (affin-invariante)
Lipschitz- Bedingung

||F'($)_1(F'(x + sv) — F'(:U))UH < stvH2 (1.17)

mit Lipschitz-Konstante w > 0.
Es sei schlieflich g € B,(z*) = {x € R" | ||z — z*|| < p}, wobei p > 0 so gewdhlt ist, dajs
die Bedingungen

p<2 und B,(z*)C D
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erfillt sind.
Dann ist x* die einzige Nullstelle von F in B,(z*). Die Folge der Newton-Iterierten {x}
liegt in B,(x*) und konvergiert quadratisch gegen x*. Insbesondere gilt limy_,oo 1, = 2* und

w
o =2 < Slle =2, k=01, .

Beweis:
Die Fixpunktabbildung

¢(z) =z — F'(2)" F(z)

ist wohldefiniert fiir alle z € D. Sei x € B,(2*) € D und s € [0,1]. Dann gilt x +s(z* —x) €
B,(z*) € D Vs € [0,1] und

disF(x +s(z* — ) = Fl(x + s(z* — 2))(z* — 2).

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt daher
1
0= F(z*) = F(x) +/ F'(z + s(z* — x))(z* — z) ds.
0

Daraus ergibt sich
o —¢(x) =z —x+ F(x) ' F(z)
= F/(:E)_l(F(l') + F'(z)(x* — a:))

= Fl(z)" (- 1 F'(z + s(a* — 2))(z* — z) ds + F'(2)(z* — 2)
- )

1
_ _/O F/(2) " (Fl(z + s(z* — ) — F'(2)) (2" — ) ds.

Aus der Lipschitz-Bedingung und p < % erhalten wir

1
J* = o(z)]| < /0 1F" ()71 (F' (2 + (2" = 2)) = F'(x)) (a" — x)|| ds

< / sw||z* — x| ds = tw||z* — 2| < gl|z* — || q=1wp<1.
0

(1.18)
Wegen zg € B,(z*) folgt daraus induktiv ;, C B,(2*) und

lo* — x| < g*[|l2* — zo]| = 0.

Auch die quadratische Konvergenz von {z} folgt direkt aus (LIS).
Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir an, da8 2* € B,(z*) eine weitere Nullstelle
von F ist. Einsetzen von x = #* in (LI8) fithrt dann auf ¢ > 1. Widerspruch. 0

Bemerkung:

Da die quadratische Konvergenz ,gute“ Startwerte xg € B,(z*) voraussetzt, spricht man
von lokal quadratischer Konvergenz des Newton-Verfahrens. Wir haben schon am Eingangs-
beispiel gesehen, dafl fiir ,,schlechte“ Startwerte {iberhaupt keine Konvergenz vorzuliegen
braucht. N
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Bemerkung:
Varianten des obigen Satzes liefern auch die Existenz der oben angenommenen Lisung z*.<

In der Praxis ist es oft nicht moglich, Startwerte zu finden, die auch nur die Konvergenz des
Newton-Verfahrens gewéhrleisten. Um den Konvergenzbereich zu vergréfiern, betrachten wir
das geddmpfte Newton-Verfahren

Tht1 = Tk + )\kAxk, F/({L'k)A.%'k = —F(wk) (1.19)

mit einem geeigneten Ddampfungsparameter A\, € (0,1]. Die Wahl von Ay sollte idealerweise
so erfolgen, daf fiir alle x9 € D Konvergenz vorliegt und sich dariiberhinaus im Falle x; €
B,(x*) automatisch A\, =1 ergibt. So bliebe die lokal quadratische Konvergenz erhalten.
Wir beschreiben eine affin-invariante Dampfungsstrategie, die auf dem sogenannten natiirli-
chen Monotonietest beruht.

Algorithmus 1.7 (Dampfungsstrategie)
gegeben: Axy, = —F'(x,) "L F (2p)

1. setze: A\, =1
2. berechne Axy = —F'(x3) " F(zp + M Azy)

3. natiirlicher Monotonietest:
falls || Az < (1 — %)HAJ@H, akzeptiere \y.
andernfalls setze A\, = A\, /2 und gehe zu Schritt 2.

Beachte, dafl in Schritt 2 jeweils ein lineares Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix
F'(xy) gelost werden muB. Hat man Az iiber eine LR-Zerlegung von F’(xj) berechnet, so
ist dies mit optimalem Aufwand (O(n)) moglich.

Beispiel:
Wir betrachten wieder unser skalares Eingangsbeispiel F(z) = arctan(z). Die Iterierten des
gedémpften Newton-Verfahrens fiir verschiedene Startwerte zeigt die folgende Tabelle.

k Tk )\k T /\k T )\k Tk )\k
0 1.4000 0.5 5.0000 0.125 10.000 0.0625 100.00 0.0078
1 -0.0068 1. 0.5364 1. 0.7135 1. -21.949 0.0312
2 | 2.1048e-07 1. -0.0976 1 -0.2217 1. 1.0620 0.5
3| -6.2469e-21 1. | 6.1913e-04 1. 0.0072 1. 0.1944 1.
4 0 1. | -1.5821e-10 1. -2.4854e-07 1. -0.0049 1.
) 0 1 1.0217e-20 1. 7.6666e-08 1.
6 0 1. -2.9117e-22 1.
7 0 1.

Offenbar wird der Konvergenzbereich erheblich erweitert! Man sieht, daf§ die mit x¢ wach-
senden Inversen |F”(xg)~!| durch immer kleinere Démpfungsparameter kompensiert werden
miissen. Andererseits wird in der Ndhe der Losung nicht mehr geddmpft und die lokal qua-
dratische Konvergenz bleibt erhalten. N
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Wir kennen das Buch schon aus der CoMa. Unsere Darstellung folgt im wesentlichen den
Abschnitten 4.1 und 4.2. Ein Vergleich lohnt auf alle Fille. In Abschnitt 8.1 wird auf
iterative Verfahren fiir symmetrische, positiv definite Gleichungssysteme eingegangen.
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[5] J. Stoer and R. Bulirsch. Numerische Mathematik II. Springer, 5. Auflage, 2005. Mehr
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2 Bestapproximation und lineare
Ausgleichsprobleme

Ein Beispiel fiir Bestapprozimation ist die ,,bestmdogliche“ Approximation einer gegebenen
Funktion f € C[a,b] durch eine ,einfache* Funktion v € U C C'[a,b]. Genauer gesagt
soll u € U so bestimmt werden, dafl der Abstand von u zu f unter allen Kandidaten aus
U minimal wird. Der Abstand von u zu f wird durch eine geeignete Norm gemessen. Die
resultierende Bestapproximationsaufgabe sieht dann so aus:

wuelU: |f—ul <[If =0l YveU (2.1)
Die Wahl von U und || - || haben wir noch frei. Im Falle der Maximums-Norm

|v]|oo = max |v(z)|, v € Cla,b]
z€a,b]

spricht man von Tschebyscheff-Approrimation. Eine andere Wahl kénnte
1/2

l[o]l2 = (/abv(x)Q d,x) ., veCab

sein. Dann erhilt man die sogenannte L%-Approzimation. Eine naheliegende Wahl fiir U ist

Pn = {v € Cla,b] | v ist Polynom vom Grad < n}.

P,, ist bekanntlich ein n + 1-dimensionaler Unterraum von Cla, b].

Beispiel:

Es sei f(z) = 22, [a,b] = [~1,1] und n = 0. Gesucht ist eine Losung von (1)) fiir U = Py.
Die entsprechende Tschebyscheff-Approximation ist offenbar pe(x) = % Zur Berechnung
der L?-Approximation ps € R reicht es, wegen der strengen Monotonie der Wurzelfunktion,
die Funktion

1
g<p>:/ (@ -pPde=201—2p+p?), peR
—1

zu minimieren. Aus ¢'(p2) = 0 folgt py = % # Doo- q

Wir betrachten ein weiteres Beispiel fiir ,einfache* Funktionen: Zu einem vorgegebenen
Gitter
a=20 <11 < < Tp_1<xTp=2>=

definieren wir die stickweise linearen Funktionen

Sn=1{v € Cla,b] | v|[z,_, &, ist linear Vi =1,...,n}, (2.2)

13
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n=10

1
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Abbildung 2.1: Bestapproximation der Funktion f(x) = z? mit linearen finiten Elementen
auf verschiedenen Gittern

auch lineare finite Elemente genannt. Bei Wahl der Norm || - ||2 erhalten wir die Bestappro-
ximationsaufgabe

Up € Sy If—unlle < ||f — 22 Vv € S,
Beispiel:

Wieder sei f(z) = 2. Durch z; = —1 + 2ih und h = % definieren wir ein Gitter. Abbildung
2.1l zeigt f im Vergleich zur Bestapproximation u, fiir n = 3 und n = 10. Offenbar ist wu,,
nicht einfach die stiickweise lineare Interpolation von (z;, f(z;)), i =1,...,n. <

Auf ein sogenanntes Ausgleichsproblem fithrt folgende Situation: Gegeben seien m Mefpunk-
te (t;,b;) € R?, i = 1,...,m (Zustidnde b; an den Stellen ;). Fiir ¢t # t; soll der Zustand
durch eine geeignete Modellfunktion ¢(¢;z1,...,z,) beschrieben werden. Dabei sollen die
n < m (fitting-) Parameter x; € R so bestimmt werden, dafl

O(tis 1, ..., xpn) = b; Vi=1,...,m.

Im Sinne einer préziseren Formulierung dieses Wunsches definieren wir die Vektoren

b1 T
b= : e R™ T = : eR"
bm Tn
und die vektorwertige Funktion

©(t1; )
p:R" = R™, o) = :
Qp(tm§§)

Nun soll der Parametervektor z € R"™ so bestimmt werden, daf ||b — ¢(z)|| minimal wird.



2.1 Bestapproximation in normierten Rdumen und Prahilbertraumen 15

Die Wahl der Norm || - || haben wir noch frei. Aus CoMa I kennen wir schon die p-Normen

m 1/P
ol = (zw) |
=1

[ylloo = max |y .
i=1,....m

=1,...

Je nach Wahl von p hat das resultierende Ausgleichsproblem einen anderen Namen:
p=1: L'-Ausgleichsrechnung
p=2: Methode der kleinsten Fehlerquadrate (Gaufi ~ 1800)
p =o00: Tschebyscheff-Ausgleichsrechnung

Die Verwendung der || - ||2-Norm ist wegen ihrer Beziige zur Wahrscheinlichkeitsrechnung
von besonderer Bedeutung. Fiir ausfiihrliche Erlduterungen verweisen wir auf Deuflhard
und Hohmann [I, Abschnitt 3.1].

Sind die Fitting-Funktionen ¢(t¢;; ) linear in den Parametern x;, gilt also

o(tisz) =a1(ti)zr + -+ an(ti)zn, i=1,...,m,

oder in Matrixschreibweise

ai(t1) -+ an(ty)

olz) =Az, A= : : € R™,

ai(tm) - an(tm)

so spricht man von einem linearen Ausgleichsproblem
zeR": |b—Az| <|[b—Ay| VyeR™ (2.3)

Ist zufillig n = m, so ist (23] dquivalent zu Az = b. In der Praxis liegt allerdings oft der
Fall n < m vor.

Beispiel:
Wir wollen eine Ausgleichsgerade p(t) durch die Punkte (¢;,t?) mit ¢; = ih, h = %, legen.
Also ist n = 2,

o(t,;2) = o1 +trg Vo= (z1,22)" € R?

und b; = t7,i=1,...,m. Fiir m = 8 zeigt Abbildung das Ergebnis p(t) =t — 0.1428571
im Vergleich mit (¢;,b;). Die Berechnung erfolgte mit der Methode der kleinsten Quadrate,
die wir spéter kennenlernen werden. N

2.1 Bestapproximation in normierten Raumen und
Prahilbertraumen

Sei V ein normierter, linearer Raum iiber R und U C V ein endlichdimensionaler Unterraum.
Im vorigen Abschnitt haben wir die Beispiele

V:C[a>b]v ||'H:”'Hp7p:27007 U:,Pnasn
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1.2

®  Messwerte
Ausgleichsgerad

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 2.2: Approximation von Meflwerten mit der Methode der kleinsten Quadrate

kennengelernt.
Sei f € V fest gewdhlt. Wir betrachten wieder die allgemeine Bestapproximationsaufgabe

uelU: |u—f|<|v-f| YveU. (2.4)
Zunéchst die gute Nachricht:

Satz 2.1 (Existenz) Zu jedem f € V existiert eine Losung der Approximationsaufgabe (2.4)).

Beweis:
Wir definieren die Abbildung ¢ : U — R durch g(v) = ||v — f]|. Aus der Dreiecksungleichung
folgt

9(v) = g(w)| = | lv = fll = llw = fI[ | < lv = w]] Vo,weU.

Also ist g stetig. Sei B={v e U | ||v| <2|/f||} CU. Aus v ¢ B, also ||v]| > 2| f|| folgt
9() = llo = fll = lloll = [IF 1l > 1] = 9(0).

Offenbar ist 0 € B. Also kann kein Minimum von g auferhalb von B liegen. Damit ist die
Aufgabe
u€ B: g(u) < g(v) YveB

zu (24) dquivalent. Wegen g(v) > 0 ist

inf g(v) >0 > —oc.

vEB
B C U ist abgeschlossen und beschrénkt. Daher ist B kompakt, denn U ist endlichdimensio-
nal. Eine stetige Funktion nimmt bekanntlich auf einer kompakten Menge ihr Infimum an.
Also existiert ein u € B mit der Eigenschaft

g(u) = inf g(v). O
vEB

Nun die schlechte Nachricht: Der Beweis ist nicht konstruktiv, d.h. wir erfahren nichts
dariiber, wie eine Losung u berechnet werden kann. Im allgemeinen ist die Lésung auch
nicht eindeutig, wie folgendes einfache Beispiel zeigt.
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{veVilv—"fllo=Ifl}

fat +f

1 U
h—1f  f fi+ /2l

Abbildung 2.3: Unendlich viele Bestapproximationen

Beispiel:
Sei V=R2 |- =" lloo, U={v=(v1,v2) € R? | vy = 0} und f = (f1, f2). Dann ist nicht
nur u = (f1,0) € U Losung, sondern jedes u = (uy,0) mit uy € I = [f1 — |fal, f1 +]/f2|], denn

lu = flloo = maxijur — fil,|f2l} = |fol = minflv = fllo Yz €1. <

Satz 2.2 (Eindeutigkeit) Ist der Raum V strikt konvez, d.h.
1 .
5 lv+wl| <1 Yo, w eV mit v # w, ||v|| = ||lw|] =1, (2.5)

so ist die Approzimationsaufgabe (2.4) fir jedes f € V eindeutig losbar.

Beweis:
Seien u; # ug Losungen von (2.4)), also

vi=lun = fll = lluz = Fl <Mlo=fI  VoeV.

Im Falle v = 0 folgt sofort u; = ug. Sei also v # 0. Setzt man in (Z5) v = %(ul —fl#w=
%(uz — f) ein und multipliziert dann die Ungleichung mit v, so folgt

1
5 llur =+ = 7l <.

Wir setzen nun u* = 1 (uj + up) und erhalten

. 1
lu” = fll = 5 llwr = f+uz = fll <o = s = fll = [luz = fII

Das steht aber im Widerspruch zur Bestapproximation von u; und us. O
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Definition 2.3 Sei V ein reeller, linearer Raum. Eine Abbildung (-,-) : V x V. — R heifst
Skalarprodukt auf V, falls fir alle u, v, w € V und alle o, B € R die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

(u,v) = (v,u) (symmetrisch)
(au + Bv,w) a(u, w) + (v, w) (linear) (2.6)
(v,v) > 0, (v,v) =0 v=0 (positiv definit)

Versehen mit der Norm

ol =V (v,0), veV,

heifst V' dann Prdhilbertraum.

Beispiel:
e Der R” versehen mit dem euklidischen Skalarprodukt

n
=1

ist ein Préhilbertraum. Die zugehorige Norm ist || - ||2.

e Der lineare Raum Cfa, b] versehen mit dem L?2-Skalarprodukt

(v,w) = /abv(m)w(a:) dx

ist ein Préhilbertraum. Die zugehérige Norm ist || - ||2. N

Bemerkung:

Ein vollstandiger Préhilbertraum heifit Hilbertraum. Der R™ versehen mit dem euklidi-
schen Skalarprodukt ist ein Hilbertraum. Der lineare Raum Cla,b] versehen mit dem L2-
Skalarprodukt ist nicht vollsténdig, also kein Hilbertraum. <

Der Hilbertraum R? mit dem euklidischen Skalarprodukt ist konvex, wie Abbildung 24l zeigt.
Dieser Sachverhalt lésst sich verallgemeinern.

Satz 2.4 Ein Prdhilbertraum ist strikt konvez.
Beweis:

Ubung. a

Satz 2.5 In einem Prdhilbertraum ezistiert eine eindeutig bestimmte Losung u von (2.4]).

Beweis:
Die Behauptung folgt direkt aus Satz 2.1l Satz und Satz 2.4 O

In einem Préhilbertraum steht eine sogenannte Variationsformulierung des Minimierungs-
problems (2.4]) zur Verfiigung, die wir spéter zur praktischen Berechnung von u verwenden
werden.



2.1 Bestapproximation in normierten Rdumen und Prahilbertraumen 19

Abbildung 2.4: Die Einheitskugel im R?

Satz 2.6 Sei V' ein Prihilbertraum. Dann ist das Bestapprozimationsproblem (2.4) dquiva-
lent zu der sogenannten Normalengleichung

ueU: (u—f,v)=0 Vv e U. (2.7)

Beweis:
Sei u eine Losung von (2.4]). Wir zeigen, dafl v dann auch (2.7) 16st. Sei v € U und ¢t > 0
beliebig aber fest gewéhlt. Ausmultiplizieren liefert

lu = FIPP < llu+to = fIIP = [lu—= fII* + 2t(0,u = f) + £]0]%,
also
2t(v,u — f) + t*|lv]|* > 0. (2.8)

Division durch ¢ > 0 und Grenziibergang ¢ — 0 liefert

(v,u—f)>0.

Offenbar gilt (2.8)) auch fiir beliebiges ¢ < 0. Division durch ¢t < 0 und Grenziibergang t — 0
ergibt dann
(v,u—f)<0.

Insgesamt haben wir also (v,u — f) = 0 gezeigt. Da v € U beliebig war, ist u Losung von

2.2
Sei nun umgekehrt u Losung von (Z.7). Wir zeigen, dafl u dann auch (Z.4]) 16st. Sei v € U
beliebig aber fest gewahlt. Dann gilt

lut+v = fI1? = llu— fI? +2(v,u = ) + [ol* = flu = FI? + J0]]* = [Ju— £

Damit ist u Losung von (2.4]). O
Beispiel:
Wir betrachten das Beispiel V =R2, ||| = || - |l2, U = {v = (v1,v2) € R? | v = 0} und

f = (f1, f2). Die Normalengleichung hat dann eine anschauliche Interpretation: Der Fehler
f — u der Bestapprozimation steht senkrecht auf dem Unterraum U. N
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VAU

Abbildung 2.5: Orthogonalitit bei Bestapproximation in Prahilbertraumen

Dieser Sachverhalt motiviert folgende Definition.

Definition 2.7 Sei V' ein normierter Raum und P : V — V eine lineare Abbildung mit der
FEigenschaft
P?=P.

Dann heifst P Projektion.
Sei V' ein Prdhilbertraum und P : V — V eine Projektion mit der Eigenschaft

(v,(I —P)f)=0 VfeV,YveR(P)={Puw|weV}.

Dann heifit P Orthogonalprojektion auf R(P).

(i) ()

eine Orthogonalprojektion beziiglich des euklidischen Skalarprodukts. <

Beispiel:
Sei V = R2. Dann ist

Beispiel:
Sei V' ein Préahilbertraum. Nach Satz existiert zu jedem f € V eine eindeutig bestimmte
Bestapproximation u € U. Die durch

Voaf—u=PfelU

definierte Abbildung P ist eine Orthogonalprojektion von V' auf U (Ubung). N

Satz 2.8 Sei V' ein Prdhilbertraum und P : 'V — U = R(P) eine Orthogonalprojektion.

Dann ist
u=Pf

die Bestapproximation von [ aus U.
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Beweis:
Ubung. O

Satz 2.9 Sei V ein normierter Raum und P # 0 eine Projektion. Dann gilt ||P|| > 1.
Sei V' ein Prdhilbertraum und P # 0 eine Projektion. Dann ist P genau dann eine Ortho-
gonalprojektion, wenn |P|| =1 gilt.

Beweis:
Ist P unbeschrinkt, also ||P|| = sup,g

folgt aus P? = P

[ Pol|
[[]

= 00, so ist die Aussage trivial. Andernfalls

1Pl = [1P2]| < [|1PII?

und Division durch ||P|| > 0 liefert die Behauptung.

Sei P eine Orthogonalprojektion auf R(P). Wir zeigen ||P|| = 1 und haben dazu nur noch
|P|| < 1 nachzuweisen. Sei f € V, f # 0, beliebig aber fest gewédhlt und v = Pf, w =
(I — P)f. Dann gilt nach Voraussetzung (u,w) = 0 und daher

I = llw+w]? = [ull* + 2(u, w) + [Jw]® = [lu]* + w]*  (Pythagoras).

Daraus folgt
IPFI = flall® < [full® + [lol* =[£I,

also ||P|| < 1.

Sei nun umgekehrt P : V' — R(P) eine Projektion mit || P|| = 1. Wir zeigen (v, (I —P)f) =0
VfeV,ve R(P).Seialsove R(P)CV, feVund w= (I —P)f € R(I— P). Dann gilt
Pv = v nebst Pw = Pf — P?f = 0 und daher

10 = of| = |Pw =[] = [[Pw = Po[| = | P(w = v)|| < [lw — vl

Da f € V und damit w € R(I — P) beliebig war, ist 0 € R(I — P) die Bestapproximation
von v. Aus Satz folgt dann die Normalengleichung (0 — v,w) = 0 Yw € R(I — P).
Gleichbedeutend ist (v, (I — P)f) =0 Vv € V und das wollten wir zeigen. 0

Wie angekiindigt, wollen wir jetzt aus der Normalengleichung eine Berechnungsvorschrift fiir
u herleiten. Dazu wihlen wir eine Basis {¢1,..., ¢, } von U. Dann hat u die Darstellung

n
u= uip;
j=1

mit unbekannten Koeffizienten u; € R. Einsetzen dieser Darstellung in die Normalenglei-
chung und Wahl von v = ¢;, ¢ = 1,...,n liefert n lineare Gleichungen

n

Z(@j7%0i)uj:(fa%>v Z‘:L-"vn-

Jj=1

Setzt man
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so erhélt man das lineare Gleichungssystem

Au=1» (2.10)
zur Berechnung des Koeffizientenvektors u und damit der Bestapproximation .

Bemerkung:
Die Koeffizientenmatrix A heifit Gramsche Matriz. Wegen a;; = (@, ¢:) = (@i, pj) = aj; ist
A symmetrisch. Dariiberhinaus ist A positiv definit (Ubung). <

Fiir die Losung von ([2.10) wére es besonders angenehm, wenn a;; = (¢;,¢;) = 0 fiir ¢ # j
gelten wiirde, denn dann konnte man die Losung u; = b;/a;; direkt hinschreiben.

Definition 2.10 Sei V' ein Prihilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und U C V' endlichdimen-
sional. Eine Basis (@;)i_, von U mit der Eigenschaft

(pispj) =0 Vi, j=1,...,n, i #j,

heifst Orthogonalbasis beziiglich (-, -).

Beispiel:
Sei U = R2. Dann ist {e1, e2} mit

(). =)

eine Orthogonalbasis von U beziiglich des euklidischen Skalarprodukts. N

Beispiel:
Sei U = P, C V = C[-1,1] mit dem L2-Skalarprodukt (v,w) = f_ll v(z)w(z) dz. Dann
bilden die ,

il d,

Yi(w) = @)l do (z

— 1) i=0,...,n,

eine Orthogonalbasis von P, mit fithrenden Koeffizienten 1. Bis auf einen Normierungsfaktor
(ﬁ statt (2’—;),) sind das die sogenannten Legendre-Polynome. N

Es stellt sich die Frage, wie man zu einer Orthogonalbasis kommt. Aus einer vorliegenden
Basis kann man mit dem sogenannten Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren ei-
ne Orthogonalbasis berechnen (vgl. z.B. Werner [7, Satz V.4.2]). Im Falle von Polynomen
U = P, geben wir eine Berechnungsvorschrift an.

Satz 2.11 Zu jedem Skalarprodukt (-,-) auf P, gibt es eindeutig bestimmte Orthogonalpoly-
nome ; € Py, i =0,...,n, mit fihrendem Koeffizienten eins. Sie gentigen der Drei-Term-
Rekursion

Lb@(l’) = (ZL‘ + ()41')1#1;1(%‘) + Bﬂﬁifg(.ﬁ), 1=1,2,....n, (2.11)

mit den Anfangswerten
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und den Koeffizienten

o — (zi-1,9i-1) B = — (i-1,%i-1)
' (Yi-1,%i-1) ' (i-2, Vi-2)
Beweis:
Der Induktionsbeweis findet sich bei Deuflhard und Hohmann [I, Satz 6.2]. O

Dieser Satz lidsst sich auf abstrakte Prahilbertraume verallgemeinern (vgl. Satz 6.4 in [I]).

2.2 Approximation stetiger Funktionen

2.2.1 Tschebyscheff-Approximation durch Polynome

Wir betrachten den Spezialfall V' = Cla,b], || - || = || - ||loo und U = P,, der allgemeinen
Bestapproximationsaufgabe (2.4]), also

PEPn: lp—fllo <llg=fllo Vg €Pn (2.12)

zu gegebenem f € Cla, b].

Nach Satz [2.1] existiert eine Losung p von (Z12). Allerdings liefert der allgemeine Satz
nicht die Eindeutigkeit, denn C[a,b] mit Norm || - || ist nicht strikt konvex (Ubung). Hier
haben wir es aber mit einem Spezialfall zu tun! Die speziellen Eigenschaften von C|[a, b] und
vor allem von P, kann man ausnutzen (Stichworte: Haarscher Raum, Tschebyscheffscher
Alternantensatz (1853)). So erhilt man:

Satz 2.12 Die Losung von (2.12) ist eindeutig bestimmdt.

Beweis:
Wir verweisen auf eine ausfiihrliche Darstellung in Himmerlin und Hoffmann [3, Kapitel 4
§4]. O
Beispiel:

Sei V = C[-1,1], f(z) = 2" und U = P,,. Dann ist ([ZI2)) offenbar fdquivalent zu

wePHy: wlo < lalle Vo€ P, (2.13)

n

wobei
1 n
P(lez{pGPnJrl ’pZCC +1_Qa qGPn}

n

gesetzt ist. Die Losung von (2.I3)) ist gegeben durch (siehe [3, Kapitel 4, §4.7])

1

Dabei sind
T (x) = cos (narccos(z)), n=0,1,...
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die sogenannten Tschebyscheff-Polynome 1. Art. Fine dquivalente Charakterisierung ist
durch die 3-Term-Rekursion

To(z) =1, Ti(z)==x,
Tht1(z) =227, (z) — Tpoa(z), n=1,2,...

gegeben. Abbildung zeigt links die Tschebyscheff-Polynome T3, T5 und 75 und rechts
die Losung von (2I3) fiir n = 2 im Vergleich mit 2. Beachte, da auch die Tschebyschef-
Approximation eine ungerade Funktion ist. N

I I I
02 04 06 08 1

1 1 1 1
-1 /-0.8 0.6 -0.4 —O.O 02 04 06/ O. 1

8 f(x) = x°
L — — — Approx.

-08 —

Abbildung 2.6: Tschebyscheff-Polynome 77, T5 und 73 (links) und Tschebyscheff-Approxi-
mation von f(x) = 23 in Py (rechts).

2.2.2 [*-Approximation

Der lineare Raum V' = C|0, 1] versehen mit dem Skalarprodukt

1
(v, w) :/0 v(z)w(x) dx (2.14)

ist ein Prahilbertraum. Wir betrachten zunéchst die Approximation durch Polynome, also
U = P,. Nach Satz ist die entsprechende Bestapproximationsaufgabe eindeutig losbar
und nach Satz dquivalent zur Normalengleichung

pEPn: (p,a)=(fq9) Vg€ Pn

Um p tatsdchlich ausrechnen zu kénnen, miissen wir eine Basis (y;)I, von P, wéhlen.

Naheliegende Wahl: Die Monome

Die zugehorige Gramsche Matrix hat dann die Koeffizienten

1

1
i Qi) = 2 dy = ————.
(i 05) /0 itj+1
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Das ist gerade die sogenannte Hilbertmatriz. Die Kondition der Hilbertmatrix wéchst sehr
schnell mit n (MATLAB-Routine cond)! Damit werden bei der Losung des zugehorigen Glei-
chungssystems (vorsichtig ausgedriickt) Schwierigkeiten entstehen.

Kluge Wahl: Die Legendre-Polynome

1 d&

_ 2 i S
_QTi!d:Ei(x -1 i=0,...,n,

Yi(z)

bilden bekanntlich eine Orthogonalbasis von P, C C[—1, 1]. Wie kann man aus den Legendre-
Polynomen eine Orthogonalbasis (¢;)i, von P, C C[0, 1] beziiglich des zugehtrigen Skalar-
produkts (Z.I4]) bestimmen (Ubung)?

Beispiel:
Es sei f(x) = 23 und n = 2. Eine Orthogonalbasis von P, ist gegeben durch

wolz) =1, @i(x) =22 -1, @o(x) =312z —1)*-1.
Wir erhalten die Gramsche Matrix

(o, %0) (wo,01) (wo,¥2) 1
A= |(e1,00) (p1,01) (p1,92) | =0
(p2,00) (p2,01) (p2,92) 0

O wi—= O
gl © O

und die rechte Seite

(fa 900) %
b — (fa C)01) — %
(fa ()02) %
Aus dem linearen Gleichungssystem Ap = b erhalten wir die Koeffizienten
1
1
9
p=12
1
8
und damit die L?-Approximation
19 1 )

In Abbildung 27 ist die L?-Approximation p im Vergleich zu f(z) = 23 (gestrichelt) darge-
stellt. N

Als néchstes betrachten wir die Approximation durch lineare finite Elemente. Wir setzen
also U = S, mit S,, aus (2:2)). Zur Berechnung der Losung u aus der Normalengleichung

ueS,: (u,v)=(f,v) YweS,
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3

== =f(x)=x
L2—Approximation 7

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 2.7: L?-Approximation von f(z) = 2> in Py

haben wir eine Basis von S,, zu wihlen. Jedes Element ¢; der sogenannten Knotenbasis ist
charakterisiert durch die Interpolationseigenschaft

wi € Sp: wi(xg) =0k VE=0,...,n (Kronecker-6). (2.15)
Setzt man
hi:xi—:ni_l, i:l,...,n,
so gilt
1-— hil(:n —x9) falls z € [zg, z1]
po(z) =
0 sonst,
1+ h%(a: — ;) falls x € [zj_1, 2]
vi(z) = 1-— hi1+1 (x —x;) falls x € [z, 4] i=1,...,n—1 (2.16)
0 sonst,
1+ i(m —xy) falls z € [zy-1,24)
on(z) =
0 sonst.

Pi PYi+1

T T T T

£ Li+1

Abbildung 2.8: Knotenbasis von S,

Man nennt die Basisfunktionen ¢; oft Dach- oder Hiitchenfunktionen. Mit Blick auf Abbil-
dung [2.§] ist klar warum. Die Knotenbasis hat zwei Vorteile: Erstens erhdlt man mit den
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Koeffizienten u; der Knotenbasisdarstellung

n
u= E UiPi
=0

wegen u; = u(x;) direkt die Werte an den Gitterpunkten (hier Knoten). Daher der Name.
Zweitens gilt (¢;,p;) = 0 falls |i — j| > 2, denn die Knotenbasisfunktionen haben einen
lokalen Trdger. Nur in der Diagonalen und in den beiden Nebendiagonalen der Gramschen
Matrix A (vgl. (29)) stehen also von 0 verschiedene Elemente. Eine solche Matrix heifit
Tridiagonalmatrix.

Wir wollen nun auch die Koeffizienten in der Diagonalen und den beiden Nebendiagonalen
ausrechnen. Wir beginnen mit den Diagonalelementen. Fiir ¢ = 1,...,n — 1 erhélt man

Tit1 )
ai; = (@i, i) 2/ wi(x)” dx
xZ

i—1

X4 €T — X; 2 Ti+41 €T — €T; 2
= / 1+ L) dr+ / 1-— L) dx
Ti—1 hi x; hit1

1 0
1
:hi/ t2 dt—hm/ t2dt = = (h; + hiy1)
0 1 3

und es gilt
1

1
oo = ((‘007800) = §h17 ann(@m%pn) = ghn

Isti=0,...,n—1so gilt

Tit1
aiit1 = (Pis Piy1) = / pi(T)piv1(z) dv
Ty

1
1
= hi+1/ (1 —=t)tdt ==hjt1.
0 6
Fir¢=1,...,n ergibt sich daraus
1
ai—1; = (Yi—1,9i) = 6}%’-
Zur Vereinfachung der Schreibweise definieren wir
U_1 = Upt1 = ho = hpy1 =0.
Insgesamt erhalten wir dann die Normalengleichungen

1 1 1 .
ghiui—l + g(hz + hig1)u; + 6h¢+1ui+1 =(f,0i), i=0,...,n.
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Multipliziert man die i-te Gleichung jeweils mit hz‘%@’ so ergibt sich zur Berechnung der
Unbekannten
Ug
u=\ :
Un,
das lineare Gleichungssystem
Mu = f8 (2.17)
mit Koeffizientenmatrix
2 X
o 2 A\
. . h; hita
M = T T , = — = 2.18
‘ Hi hi + hit1 Yohi+ hii1 ( )
T )\n—l
Hn 2
und rechter Seite
Bo 6
N , C_ —(f, ;). 2.19
B

Man kann zeigen, daB sich eine LR-Zerlegung von A mit O(n) Punktoperationen berechnen
lasst (vgl. z.B. Hammerlin und Hoffmann [3, Kapitel 2 §1.4]). Damit ist das zugehorige
lineare Gleichungssystem mit optimalem Aufwand l6sbar! Dazu kommt, dal M wunabhdngig
von n sehr gut konditioniert ist.

Satz 2.13 FEs gilt
oo (M) = [|M [|oo[| M~ |oo < 3.

Beweis:
Wegen
ist
n
1Moo = ii%?.)fnzo [masl = max (s + 24 ) = 3.

j:
Da wir M ! nicht kennen, ist die Abschitzung von || M ~!||s etwas schwieriger. Sei z € R"*!
beliebig aber fest gewihlt. Aus

(M2)|; = pizi—1 + 22z + Nizip1, 1=0,...,n,

und (220)) folgt die Abschitzung

1 1 ,
|zi| < Z||M 2|0 + inHoo, i=0,...,n.
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Daraus ergibt sich

1 1
lelloe < 31200 + 5201

und damit
12lloo < | M 2|| oo

Setzt man z = M 'y so erhilt man schlieflich

Mfl
e = e Tl el .
yeR™ 1 [yloo 2eR L [ M 2|o
y#0 z#0
2.3 Methode der kleinsten Fehlerquadrate
Wir betrachten das lineare Ausgleichsproblem ([23) im Falle || - || = || - ||2, also
zeR™: ||b—Az|s < ||b— Av|]2 Vv eR" (2.21)

fiir gegebene Matrix A € R™*™ m > n und b € R™.

Bemerkung:
Ist  eine Losung von (Z.21]), so ist u = Az € R(A) = {Ay | y € R"} C R™ eine Losung von

ue R(A): |lb—ul2<|[b—v|2 Yve R(A) (2.22)
und umgekehrt. <

Damit lésst sich das lineare Ausgleichsproblem (2.21]) als Bestapproximationsaufgabe (2.4])
mit V=R" ||| =] ]2 und U = R(A) formulieren. Aus Satz folgt die Existenz einer
eindeutig bestimmten Losung v € R(A) von ([2.22]), welche durch die Normalengleichung

ue R(A): (u,v)=(bv) Yve R(A) (2.23)

charakterisiert ist (euklidisches Skalarprodukt in R™). Eigentlich interessiert uns aber eine
Losung « € R™ von (2.21)).

Satz 2.14 Es seim > n. Der Vektor x € R" ist genau dann Lisung des linearen Ausgleichs-
problems ([Z.21]), wenn x der Normalengleichung

AT Az = AT (2.24)
gentigt. Ist A injektiv, so ist v eindeutig bestimmd.

Beweis:

Sei x Losung von (2.2])). Wir zeigen, daf§ dann x Losung von (2.:24)) ist. Da x (2:21) 16st, ist
u = Az Losung von ([2:22)), geniigt also der Normalengleichung (2.23)). Einsetzen von u = Ax
und v = Ay, y € R™, beliebig, liefert

(A:E7 Ay) = (uv U) = (b7v) = (b7 Ay)
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und daher
(AT Az,y) = (ATb,y) VyeR"

Wihlt man y = e; (i-ter Einheitsvektor in R™), i = 1,...,n, so folgt (2.24]). Sei umgekehrt
x Losung von AT Az = ATh. Wir zeigen, daBl = dann Losung von (Z2I)) ist. Da 2 Losung
von (2.24) ist, geniigt u = Az der Normalengleichung (2.23]), denn die obigen Schliisse sind
umkehrbar. Damit ist v Losung von (Z22) und somit = Losung von (Z2I]). Nach Satz
ist u eindeutig bestimmt. Ist A : R®™ — R(A) C R™ injektiv, so existiert genau ein x € R"
mit u = Ax. O

Bekanntlich ist A genau dann injektiv, wenn N(A) = {0} (Kern von A) und dim R(A4) =n
vorliegt oder, gleichbedeutend, wenn A maximalen Spaltenrang n hat.

Bemerkung:
Es sei n = m und A regulédr. Dann gilt

ka(ATA) = || AT A|lo||(ATA)7H|o = [JABATY3 = ka(A)?,
denn

1 _ _ _
IATAll2 = Amax (AT 4)%)2 = Amax(ATA) = [A]3, [(ATA) 2 = Anin(ATA) ™ = | 4T3

Ist A schlecht konditioniert, so ist also AT A sehr schlecht konditioniert. <
Beispiel:
Sei
1 1
1+e2 1
_ T _
A=1¢e 0], AA-( 1 1+52>.

0 ¢

Ist £ groBer als die kleinste darstellbare Zahl, aber € < ,/eps (eps ist die Maschinengenauig-
keit), so gilt

1 1

A=rd(A)=|rdle) 0 regulér, ATA = rd(ATA) = (1 1) singulér.
0 rd(e)
Man spricht vom fast rangdefekten Fall. N

Ist A injektiv, so ist AT A symmetrisch und positiv definit, d.h.
(ATAz,2) >0Vz € R", (ATAz,2)=0s 2z =0.

Eine Variante des Gaufischen Algorithmus, das Cholesky- Verfahren (vgl. Deuflhard und Hoh-
mann [I, Kapitel 1.4]), ist daher auf (2.24]) anwendbar. Bekanntlich gibt es beim Gaufischen
Algorithmus und dhnlich auch beim Cholesky-Verfahren Stabilitdtsprobleme im Falle schlecht
konditionierter Koeffizientenmatrizen. Wir beschreiben daher etwas aufwendigere, aber sta-
bilere Methoden zur Losung der Normalengleichung (2.24)).
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2.3.1 Orthogonalisierungsverfahren

Die Grundidee stammt von Gene Golub (vgl. Golub und van Loan [2, Kapitel 5]): Statt
AT Az = ATb zu 16sen, versuchen wir das lineare Ausgleichsproblem (2211 direkt anzugehen.

Bemerkung:
Die euklidische Norm || - ||2 ist invariant unter Orthogonaltransformationen @ € R™*™  das

sind Q € R™ ™ mit QTQ = I, denn
b — Az|3 = (QTQ(b — Ax),b — Az) = (Q(b — Az),Q(b — Ax)) = |Q(b — Ax)|3.

Anstelle von (Z2I]) kénnen wir also auch

zeR": ||Q(b— Az)|l2 < ||Q(b— Av)|s Vv e R"

16sen. Dabei haben wir die Wahl einer Orthogonaltransformation QQ € R™*™ fres! <

Satz 2.15 Sei m > n, b € R™ und A € R™*" mit dim R(A) = n. Ferner sei Q € R"™*™
eine Orthogonaltransformation mit der Figenschaft

R b1
@a=(5) @v= ()

Dabei ist R € R™ "™ eine obere Dreiecksmatriz und by € R™, by € R™™ ™. Dann ist
Tr = R_lbl
die Losung von (Z2I)) und es gilt

|6 — Az[]2 = min [[b — Av||a = [|b2]|2.
veER"™

Beweis:
Sei v € R™ beliebig. Dann gilt

Ib—AvlF = [Q"b— Q" Av||3
bl_RU 2 2 2
= b = [br = Roll3 + [|b2]3
2 2
> boll3-

Einsetzen von v = x = R~1b; liefert

Ib — Az[|3 = [|b213.

Zusammen erhélt man die Behauptung. O

Definition 2.16 Die Produktdarstellung
A=Q <§> R € R™™" ist obere Dreiecksmatriz,

heifst QR-Zerleqgung von A.
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Bemerkung:
Eine QR-Zerlegung ist stabil, denn ko(A) = k2(R). <

Es bleibt nur noch eine kleine Frage offen: Wie kann man eine QR-Zerlegung berechnen?

2.3.2 Givens-Rotationen und Householder-Reflexionen

Orthogonale Abbildungen setzen sich aus Drehungen und Spiegelungen zusammen (siehe
z.B. Kowalsky [4, 6. Kapitel, Satz 24.3]).

Beispiel:
e Im R? haben Drehungen die Gestalt

cosf sinf
Q= <—sin0 cost9> ‘

e Die Spiegelung (Reflexion) eines Vektors € R? an einer Geraden mit Normalenvektor

v € R? lassen sich mit Hilfe der Orthogonalprojektion %v von z auf v formulieren,

Wir erinnern uns: Bei Durchfithrbarkeit des Gaufschen Algorithmus lieferten die Eliminati-
onsmatrizen (I — Gj) wegen

R=(I—-Gn1)---I-G)A, L=(I-G) - (I-Gp1)"

eine LR-Zerlegung von A. Anstelle der GauBschen Eliminationsmatrizen (I —G}) wollen wir
nun Orthogonaltransformationen verwenden.
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Givens-Rotationen. Essei s2+ 2 =1und 1 <[ < k < n. Dann heifit eine Orthogonal-
transformation Qp € R™*™ der Gestalt

1

1 —  l-te Zeile

Qux =

—S ¢ —  k-te Zeile

1

Givens-Rotation. Im Falle s = sin 8, ¢ = cos 6 bewirkt Q) gerade eine Drehung in der Ebene
span {e, e;} um den Winkel 6.
Sei a € R™ gegeben. Dann gilt

ca; + say, firi=1
(Qua)li = { —sa;+cay, firi=k
a; sonst.
Insbesondere ist (Qra)|r = 0 falls a; = a;, = 0. Sei nun ay # 0. Dann wollen wir Q) abhéingig

von a so bestimmen, dass (Qra)|x = 0 gilt. Wir wollen also aj mittels Qi ,eliminieren®.
Dazu berechnen wir ¢, s € R aus dem linearen Gleichungssystem

cap +sap =r = (Qua)l
, r=/a?+ a3 #0. (2.25)
cap —sa; =0 = (Qua)lx
Die Losung ist
a ag
c=—, s=—
.

Seinun A = (Aq|---|Ay). Der Vektor A; € R™ bezeichnet also die j-te Spalte von A € R™*™.
Wir eliminieren zunéchst sukzessive die Subdiagonalelemente von A;. Dazu bestimmen wir
nach obiger Vorschrift Givens-Rotationen Q,(:_)l o k=m,...,2 sodaf gilt

*
0

1 1
QW QY A= |
0

und setzen

A =W W =@)...QW

m—1,m"
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Beispiel:
Sei A € R**3. Dann sieht die Elimination der Subdiagonalelemente der ersten Spalte wie
folgt aus.

N
b3
S
*
*
*
5
S O ¥
*
*

* ok ok 0
0 * 0 0
Dabei werden nur die mit * gekennzeichneten Koeffizienten neu berechnet. N

(1)

Auf die gleiche Weise eliminieren wir nun die Subdiagonalelemente der zweiten Spalte A,
von AN = (Agl)\ e |A7(11)) mit Givens-Rotationen Q,(f_)l p k=m,...,3, und erhalten

A® — Q@AM @) — Q%) Q¥

m—1m"

Da Agll)ﬁl = ASC) =0, Vk =m,...,3, bleiben die Nullen in der ersten Spalte erhalten!

Induktiv erhalt man

QTA= (]§> QT = V...QW.

Abschlielend wollen wir den Aufwand abschétzen. Unter der Voraussetzung m =~ n werden
(’)(%ng) Punktoperationen und O(3n?) Quadratwurzeln

benétigt (Ubung). Das ist etwa der vierfache Aufwand der GauB-Elimination angewandt auf
die Normalengleichung (2.24]). Das ist der Preis fiir bessere Stabilitdtseigenschaften! Im Falle
m > n benotigt man

O(2mn?) Punktoperationen und O(mn) Quadratwurzeln.

Householder-Reflexionen. Als nichstes wollen wir Spiegelungen (Reflexionen) verwenden,
um eine Q) R-Zerlegung zu berechnen. Dazu bendtigen wir das sogenannte dyadische Produkt

nwy o N1Wp
vw' = : : eR™™  v,weR™.
VpW1  cc UpWp

Das dyadische Produkt von v, w ist gerade das Matrixprodukt von v € R™*! und w’ €
R*™_ Umgekehrt ist das euklidische Skalarprodukt

(v,w) =vTweR, v,weR™,

gerade das Matrixprodukt von v7 € R™™ mit w € R™*1

Sei v # 0 € R™. Dann heift
UUT
Q=Q)=1-2-——

vTv

die zu v gehorige Householder-Reflexion.
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Sei a € R™ gegeben. Wir nehmen an, da8 a # aeq, e; = (1,0,...,0)7 € R, Ya € R. Dann
wollen wir v1 € R™ abhéngig von a so bestimmen, daf} die zugehorige Householder-Reflexion
@1 = Q(v1) die Bedingung

Qia = Q(v1)a = ajey (2.26)
erfiillt. Wir wollen also die Koeffizienten ao, ..., a, von a mittels (J1 ,,eliminieren.
V1
a
a1€1

Um v; zu finden, gehen wir folgendermaflen vor. Aus Qia = a — 2((;’115)) v = age; folgt

unmittelbar, dal v;1 und a — aje1 linear abhéngig sein miissen. Die Langenerhaltung liefert
llall2 = ||Q1all2 = |laae1|l2 = |a1]. Diese beiden Beobachtungen motivieren die Wahl

v =a—oager, ar = |lalla.

Wir zeigen nun, daf der so gewéihlte Vektor vy tatséchlich die gewiinschte Eigenschaft (2.26])
hat. Es gilt ndmlich

(v1,v1) = (@ — arer,a — arer) = ||a|l3 — 2(arer, a) + af = 2(a — ajer,a) = 2(vy, a)

und daher
(Ulv a)

(v1,01)
Sei nun wieder A = (A1]---|A;). Der Vektor A; € R™ bezeichnet also die j-te Spalte von

A € R™ ™ Wir eliminieren zunéchst die Subdiagonalelemente von A;. Dazu verwenden wir
die Householder-Reflexion

Q1 =Q(n), vi=A41—aer, a1 =|A1l2,

Qa=a—2

V1 =a—U = O0rey.

mit der Eigenschaft
Q141 = aeq

und setzen

A = @ A.

Die Matrix A" = (Agl)] e ]Ag)) hat die Spalten Ag-l) € R™. Zur Elimination der Subdia-

gonalelemente von A(Ql) verwenden wir die Householder-Reflexion

Q2 =Q(v2), vz = <O),

V2
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wobei 3 .
Vg = Ag ) _ age] € R 1, g = ||Aél)||2
und O
~ A
AV = | 72 | ermt, g = e R™!
1
A 0

gesetzt ist. Wegen (e1,v2) = 0 gilt
Q2(arer) = ager.

Damit bleibt die erste Spalte von A1) bei Multiplikation mit Qs erhalten und somit gilt

ok k%
0 =

A® = QAN = 0 ’
0 0 % =

wobei ,,x“ eventuell von Null verschiedene Elemente bezeichnet.
Nach n Schritten folgt

R
4= (). @ =ara.
Abschlielend wollen wir den Aufwand abschitzen. Unter der Voraussetzung m =~ n werden

O(3n3) Punktoperationen

benotigt (Ubung). Das ist weniger als der halbe Aufwand der Givens-Rotationen und etwa
der doppelte Aufwand der GauB-Elimination (bei deutlich besseren Stabilitdtseigenschaften).
Im Falle m > n benétigt man

O(mn?) Punktoperationen.

Sieht man von weitergehenden Stabilitétsiiberlegungen ab, so sind also Householder-Reflexio-
nen den Givens-Rotationen vorzuziehen.

Beispiel:

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

Wx =5

mit der Wilkinson-Matrix

1 fallsti=joder j=mn
W = (wi)ij=1, wiy=4 —1 fallsi>j
0 sonst.
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Zu einer vorgegebenen exakten Losung « = (x;)"_; mit Zufallszahlen z; € [0, 1] (Matlab-Zu-
fallsgenerator rand) bestimmen wir die rechte Seite b = Wz und berechnen nun Lisungen
xR mittels LR-Zerlegung und zgr mittels Q R-Zerlegung, jeweils fiir n = 1,...,50. Dabei
nutzen wir die Matlab-Programme [L, R, P] = lu(W) und [L, R, P] = qr(W).

2 T T T T T 5

10°

—— k(W)
10| | —+— LR:k(R)
—#— QR:k(R)

Kondition
=
relativer Fehler
3
L
s

=

=)
|

Abbildung 2.9: Vergleich von LR- und Q) R-Zerlegung der Wilkinson-Matrix

Wir wissen schon aus CoMa, dafl der Gaufische Algorithmus fiir die Wilkinson-Matrix instabil
ist. Abbildung zeigt dann auch links die moderat wachsende Kondition von W neben
der explodierenden Kondition von Ry g (mit LR-Zerlegung erzeugt). Wie nach Konstruktion
zu erwarten, ist die Kondition von Rgpr (mit QQR-Zerlegung erzeugt) von (W) nicht zu
unterscheiden.

Die schlechte Kondition von Rpp spiegelt sich direkt im relativen Fehler der Loésung xpr
wieder: Fiir n = 50 hat man keine giiltige Stelle mehr! Demgegeniiber stimmt zgg bis auf
Maschinengenauigkeit mit der exakten Losung x iiberein. Der Mehraufwand fiir die QR-
Zerlegung lohnt also in diesem Fall! <

Bemerkung:

Die QR-Zerlegung lisst sich auch zur Losung von Eigenwertproblemen Ax = Ax mit sym-
metrischer Koeffizientenmatrix A € R™*™ verwenden. Grundlage ist die Beobachtung, daf3
bei der Transformation A = QT AQ mit einer orthogonalen Matrix Q € R"*" die Eigenwerte
invariant bleiben. Fiir Einzelheiten zum ) R-Verfahren zur Eigenwertbestimmung verweisen
wir auf Deuflhard und Hohmann [I}, Kapitel 5.3], Stoer und Bulirsch [0, Kapitel 6.6.6] oder
Golub und van Loan [2, Kapitel 8.8]. <
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Es sei f € C|a, b] gegeben. Oft ist man nicht unbedingt an der bestmdglichen Approximation
von f interessiert, sondern auch mit einer ,,guten“ Approximation zufrieden. Wir betrachten
daher in diesem Kapitel die Interpolationsaufgabe

up € Up: up(xg) = f(zr) VE=0,...,n. (3.1)

Dabei ist U,, C Cla,b], n =1,2,..., eine Folge von Teilrdumen ,einfacher* Ansatzfunktionen
und das Gitter
A={zg,...,zp|a<zg <z < - <z <D}

»geeignet” gewdhlt. Als Teilraum U, von Ansatzfunktionen werden wir Polynome und ge-
wisse stiickweise polynomiale Funktionen, sogenannte Splines, verwenden.

Als erstes kldren wir natiirlich jeweils Existenz, Eindeutigkeit und Berechnung der Loésung
Up. Wir hoffen, durch Losung der Interpolationsaufgabe (B.I) eine ,gute“ Approximation
zu erhalten. Deshalb werden wir jeweils die Approximationseigenschaften der Raume U,
untersuchen. Wir wollen insbesondere wissen, ob

lim ||f — uplloo =0
n—oo

gilt. Dariiberhinaus sind wir an der Konvergenzgeschwindigkeit, also an Fehlerabschétzungen
der Form
1f = unlloo < Cn71

mit einer von n unabhingigen Zahl C' > 0 und (moglichst groflem) ¢ > 0, interessiert.
Wir betrachten nur die co-Norm, weil man aus

[o]l2 < (b= a)lvlle Vo € Cla, b]

direkt entsprechende Aussagen fiir die L2-Norm erhilt. Umgekehrt wire das nicht der Fall.

3.1 Polynominterpolation

Als erstes betrachten wir die Polynominterpolation, also
Un, = Ppn = {v € Cla,b] | v ist Polynom vom Grad < n}.
Aus der allgemeinen Interpolationsaufgabe ([B.1]) erhilt man dann das bereits aus der CoMa

bekannte Problem
Pn € Pt pnlzk) = flzg) YE=0,...,n. (3.2)

Wir erinnern kurz an grundlegende Resultate zur Polynominterpolation. Einzelheiten finden
sich im CoMa—Skript.

39
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Satz 3.1 Die Interpolationsaufgabe [B.2) hat eine eindeutig bestimmte Lisung py,.
Die Lagrange—Darstellung des Interpolationspolynoms py, ist

Pn=Y_ f(xr) L (3.3)
k=0

Dabei sind die Lagrange—Polynome Ly € P, zum Gitter A gegeben durch

Die Newton’sche Darstellung des Interpolationspolynoms py, ist

n k—1
:Zf[xo,...,l‘k]H(x—xi), (34)
k=0 i=0

Dabei sind die dividierten Differenzen ((k — i)-ter Ordnung) flz;,...,zi], 0 < i < k < mn,
rekursiv definiert durch

flzi] = f(xi), 1=0,...,n,
| | (3.5)
Flai .. 2] = fm“""’:”j_];[x”""x’“‘l], 0<i<k<n.
k— T

Es sei f € C™"a,b]. Dann gibt es zu jedem z € [a,b] ein &(x) € (a,b), so daf die
Fehlerformel
f(n+1 n
f(@) = pale) = = +1 2 (G (3.6)

k=0

gilt. Daraus folgt

1
17 =l oy 1 el @l () = T = )

Wir werden in diesem Abschnitt zunéichst {iberraschende Zusammenhénge zur Taylor’schen
Formel aufdecken und dann die Approximationseigenschaften des Interpolationspolynoms
untersuchen.

3.1.1 Hermite-Interpolation und Taylor’'sche Formel

Eine bekannte Moglichkeit, eine gegebene Funktion f € C"*![a,b] durch ein Polynom zu
approximieren, beruht auf der Taylor’schen Formel

k) (g (n+1) (¢ (2
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mit £(x) = z9 + 0(x — x0), 6 € (0,1). Das Polynom g,, € P,

(k) (g
) = 3T

ist offenbar Losung der folgenden Hermite’schen Interpolationsaufgabe

an €Pn: ¢W(xg) = f®(x0) VE=0,...,n.

Hermite’sche Interpolationsaufgaben sind dadurch charakterisiert, daf§ auler Funktionswer-

ten auch gewisse Ableitungen reproduziert werden sollen. Die Lagrange’sche Restglieddar-

stellung

FUDE(x)
(n+ 1)

erinnert stark an die Fehlerformel ([B.6) der Polynominterpolation. Auch zwischen g, und
pr gibt es Analogien: Die dividierte Differenz k-ter Ordnung f|xo, ..., zx] im Newton’schen
Interpolationspolynom p,, entspricht der Ableitung f*) (zo) an der Stelle xg = - - - = x.
Den engen Zusammenhang zwischen dividierten Differenzen und Ableitungen beschreibt fol-
gender Satz.

f(x) = an(x) = (& — zo)"* (3.7)

Satz 3.2 (Hermite-Genocchi-Formel) Es sei f € C*[a,b] und k > 1. Dann gilt

Flao, - wx] = / F® a0+ S8 i — o)) ds (3.8)
Ek}

mit dem k-dimensionalen Einheitssimplex

Ek:{s:(sl,...,sk)ERk|0§si Vi=1,...k, Zlesigl}C]Rk.

mit dem Volumen
| 5% =%
Beweis:
Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion iiber k.
a) Induktionsanfang: k = 1.
Offenbar ist ! = [0, 1] € R!. Variablentransformation z = xq + s1(z1 — 7o) nebst Hauptsatz
der Differential- und Integralrechnung liefern

z

/1f(1)(xo+s1(951—$0))d81_ ! /mf“(z)clz
0

1 — Xo X0

x1) — f(z
_ f( 1) f( 0) :f[$0,$1]
Tr1 — X0
und damit die Behauptung fiir k£ = 1.
b) Induktionsannahme.
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Wir nehmen an, daf§ die Hermite-Genocchi-Formel ([B.8) fiir ein fest gewihltes & > 1 gilt.
¢) Induktionsschlufi.

Wir zeigen, daf unter der Induktionsannahme b) die Formel auch fiir k+1 richtig ist. Ahnlich
wie beim Induktionsanfang a) berechnet man mit Hilfe der Variablentransformation

zZ =T+ 21‘11 si(x; — x0) + Sk1(Tp41 — 20)s

des Satzes von Fubini, des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung, der Indukti-
onsannahme b) und schlieflich der rekursiven Definition der dividierten Differenzen (B.1)

k+1
/ FED (w0 + 3 silws — wo)) d(s, sk41)
Ek—o—l =1
172?:1 Si <
k
= / / f(k’-l-l)(xo =+ Z Si(xi — 1'0) + 3k+l($k+l — l’o)) d8k+1 ds
ok 0 =1
xk+1+2f:1 8i(Ti—Tp+1)
- / FE(2) dz ds
Tk+1 — T0
E @0+ 35y si(@i—mo)
1 (k) k (k) ¢
= — /f ($k+1 + E Si(xi — xk+1)) ds — /f (x() + Z si(xi — 1‘0)) ds
Tk+1 — X0 i=1 i=1
k »k
1
= m(f[.%‘k+1,$1, c. ,ka} — f[[]}(), AN ,a:k]) = f[l‘o, N ,.I'kJrl].
Das ist gerade die Behauptung. O

Man kann die Hermite—Genocchi—Formel etwas kiirzer schreiben, indem man

S0 280(817"'7816) = 1_231
i=1
einfithrt. Dann gilt
flzo, ... xk] = /f(k)(Zfzo sia:i) ds. (3.9)
Yk

Ist f geniigend oft differenzierbar, so ist die rechte Seite der Hermite-Genocchi-Formel (3.9))
auch im Falle zusammenfallender (konfluenter) Stitzstellen

a<wg<--<x <D

wohldefiniert. Wir nutzen diese Tatsache, um Definition (B.5]) auf konfluente Stiitzstellen zu
erweitern.
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Definition 3.3 Es sei [ € Ck[a, bl und a < xg < ---xf < b. Dann setzen wir

flxo, ... zx) = /f(k)(Zfzo Sixi) ds.
Yk

Ist zg = - - - = xy, so folgt
k

k
E S;L; — X E S; = X0.
=0

i=0
Definition [3.3] liefert daher in diesem Fall

Flao, - o] = %f(k)(xo),

1
ds = —.
/Ek TR

Bei Definition [B.3] handelt es sich um eine stetige Erweiterung von Definition (3.3]), wie
folgendes Resultat zeigt.

denn es gilt ja

Satz 3.4 Es seien f € C*[a,b] und {z¥} C [a,b], i = 0,...,k, Folgen mit der Eigenschaft

lim z{ =z* € [a,b], i=0,...,k.
V—r00
Dann gilt
3 v 14 * * f(k)($*)
Vlbn;of[xo,...,mk]:f[x,...,x]: o
Beweis:

Da [a, b] kompakt ist, ist f*¥) gleichm#Big stetig auf [a, b]. Daher ist Integration und Limes-
bildung vertauschbar und mit der Hermite-Genocchi-Formel (3.9)) folgt

. v A T (k) k .V
Vlgglo flzg, -, zf] Vlgglo FE (i siat) ds
7 Q 0
. k k v ()
= [ Jim 1O (Shgsiat) ds = T

Yk
Wir verallgemeinern nun den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Satz 3.5 Esseia<x9 < - < <bund f € CFa,b]. Dann gibt es ein & € [xg,x1] mit
der Eigenschaft

Fleo, k] = 7 9.
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Beweis:
Aus Definition B3] und der Monotonie des Integrals folgt

k
1 1
= i £k .
R/ )<Z Sl:“)q[x“’“ @] < 77 max S (ZW)
Sei

k k
f(k) (Tmin) = snéuz% f(k) (Z Sz‘l‘i) , f(k) (Tmax) = Hé%?}ﬁif (Z Sil’i) )

i=0
Dann ist 9 < Tmin, Tmax < £ und

1 1
H (k) (wmin) < f[$07 cee 7-75]@] < Hf(k) (xmax)-
Die Behauptung folgt nun aus dem Zwischenwertsatz. a

Mit Blick auf Definition ist das zugehorige Newton—Polynom

:Zf[xo,..., 1:[ (x — ;) (3.10)
k=0 i=0

auch fiir konfluente Stiitzstellen a < zg < 21 < --- < z,, < b wohldefiniert. In diesem Fall ist
pn, LOsung einer entsprechenden Hermite’schen Interpolationsaufgabe.
Wir illustrieren diesen Sachverhalt anhand eines Beispiels.

Folgerung 3.6 Es sei f € C™[a,b] und

a<zTo="""=Thy < Thot1 < ...<Tp < Db

Dann ist das zugehiorige Newton—Polynom (B.I0) die eindeutig bestimmte Lésung der Her-
mite’schen Interpolationsaufgabe

(k) — Vk=0,...  k
pnepn: D ( ) f (CL'()) 3 s 0 (311)

pn(ze) = f(xg) Vk=ko+1,...,n

Es sei f € C"a,b]. Dann gibt es zu jedem x € [a,b] ein &(z) € [a,b], so daf8 die Fehler-
formel

(1) (¢ (1 n
F@) —pala) = L@ (et T (@ ) (3.12)

|
(n+1)! bl
gilt.
Beweis:
a) Eindeutigkeit.

Dazu nehmen wir an, dafl es zwei Losungen p, # ¢, von (BI1]) gibt. Dann hat das
Polynom Q = p, —q, € P, zumindest die ky+ 1-fache Nullstelle 2y und die n— kg einfa-
chen Nullstellen zg,11, ..., Z,. Insgesamt sind das n + 1 Nullstellen (ihrer Vielfachheit
nach gezéhlt). Nach dem Fundamentalsatz der Algebra ist daher @@ = 0. Widerspruch!
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b)

Losung durch das Newton—Polynom.

Nun wollen wir bestétigen, daf p, aus ([B:I0) tatsichlich Losung von ([B.11)) ist. Es gilt
nach Definition B.3]

n k—1
pn(z) = Zf[aco, - H(w — ;)
k=0 =0
ko (k) n k—1
= Z 7f k('xo) (x — :Uo)k + Z f[xo, - ,:L'k](x - wo)k0+1 H (JC - ZL‘z)
k=0 k=ko+1 i=ko+1

Die Hermite-Bedingungen p%k) (xg) = f (k) (x0), k = 0,..., ko, lassen sich nun durch
Einsetzen tiberpriifen.

Um die iibrigen Interpolationsbedingungen einzusehen, wihlen wir Folgen {z}}, k =

0,..., ko, mit den Eigenschaften

lim =z} =xz9, k=0,..., ko, v <wf <. <wp o v=1,2,....
v—0o0

Auflerdem setzen wir einfach

xp=xk, k=ko+1,....,n, v=1,2,....

Dann lost
n k—1
ph(x) =Y flat,...,xf] [[ (= - 2})
k=0 1=0

die Interpolationsaufgabe
Py €Pn: polxy) = f(x), Vk=0,...,n.

Wegen Satz [3.4] gilt
1Pn = Phlloc =0 v — o0

Daraus ergibt sich mit
die Behauptung.

Fehlerformel.

Eine Moglichkeit wire, die Fehlerformel aus Satz Bl nebst Satz B.4] zu verwenden.
Wir geben einen direkten Beweis, der auf der Hermite-Genocchi-Formel beruht. Es
sei x € [a,b], x # xx Vk =0,...,n. Dann fiigen wir zu den n + 1 Knoten z; noch den
Knoten x hinzu. Das entsprechende Interpolationspolynom ist

Pn+1(2) = pu(2) + flwo, - xn, 2](2 = 20) - (2 = ).
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Einsetzen von z = x liefert
Prnt1(x) = f(x) = pp(x) + flro, ... a0, z](x — x0) -+ (T — 24).

Aus Satz 35 folgt nun die Existenz von &(x) € [a,b] mit

_ ()
f[.%o,...,l'n,x]—w O
Im Extremfall zyp = --- = x, erhalten wir gerade das Taylor—Polynom ¢, nebst Lagran-

ge’scher Restglieddarstellung (3.7]).
Die Argumentation aus Folgerung lésst sich direkt auf andere Hermite’sche Interpolati-
onsaufgaben iibertragen.

Beispiel:
Wir betrachten die Hermite’sche Interpolationsaufgabe
(k)
0 = 1 k=0,1
p3 c zp3 . p?k)( )
py (1) = -1 k=0,1.

Zur Bestimmung der Losung setzen wir

und

flzo] = flz1] =1, flzo,z1] =1

flae] = flas] = =1, flog, @3] =—1.
Dann berechnen wir das folgende Neville-Tableau wie iiblich gem&fl der Rekusion (3.0)).

i, | flxi] SlTe—1, 7] flok—2, - xk]  flop—s,. .. ]
0 1

0 1 1

1| -1 (-1-1)/1=-2 (-2-1)/1=-3

= 1 (C1+2)/1=1 (1+3)/1=4

Die Losung ist dann

ps(x) = flzo] + flxo, z1](x — x0) + flzo, ..., x2](x — zo)(x — 1)
+ flzo, ..., z3)(x — zo)(x — 1) (z — x2) <

=1+x—32% +42%(x — 1).

3.1.2 Approximationseigenschaften des Interpolationspolynoms

Wir wollen nun das Verhalten des Interpolationsfehlers || f — pnllco fiir n — oo untersuchen.
Zur Einstimmung betrachten wir zwei Beispiele.
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n=3 n=>5

Abbildung 3.1: Konvergenz des Interpolationspolynoms fiir f(x) = sin(x)

Beispiel:

Wir interpolieren die Funktion f(x) = sin(z) auf dem Intervall [a,b] = [0,27] an den Aqui-
distanten Stiitzstellen z; = kh, k = 0,...,n zur Schrittweite h = 27/n fiir n = 3,5. Die
Ergebnisse im Vergleich mit f(z) = sin(x) (gestrichelt) sind in Abbildung B.I] zu sehen.
Wir beobachten

Hf _anoo — 0.

Mit Hilfe der Fehlerformel (3.6]) und der Stirling’schen Formel

n! ~ \/ﬂ<2>n

e
ldsst sich diese Beobachtung auch theoretisch absichern. Aus

n+1Hf(n+1)Hoo ~ V2T < 2me )nH
(n+1)! " 2ryn+1\n+l

folgt sogar exponentielle Konvergenz! <

Hf _anoo S (271‘)

Unsere Beobachtung lésst sich verallgemeinern: Ist f eine ganze Funktion, d.h. konvergiert
die Potenzreihenentwicklung von f in ganz C, so gilt

If =pall =0 n— o0

fiir jede Folge von Stiitzstellen (vgl. Himmerlin und Hoffmann [4, Kapitel 5, §4.3]). Mit
anderen Funktionen kann man bése Uberraschungen erleben, wie das néchste Beispiel zeigt.

Beispiel: (Runge 1901)

Wir interpolieren die Funktion f(z) = ﬁ auf dem Intervall [a,b] = [-5,5] an den &dqui-
distanten Stiitzstellen xp = kh, k = 0,...,n zur Schrittweite h = 10/n fiir n = 10, 20. Die
Ergebnisse im Vergleich mit f(x) = 5 Jrle (gestrichelt) sind in Abbildung zu sehen.

Wir beobachten

If = Pallos = 00, n — o0 <

Wir betrachten nun die Folge von Interpolationsproblemen

Pn € Pn: pp(enk) = f@ng) VE=0,...,n, neN (3.13)



48 3 Interpolation

Abbildung 3.2: Divergenz des Interpolationspolynoms fiir f(z) = 7 Jrlxz
zu einer Folge von Stiitzstellen
A< T < Ty < -+ < Tp(n—1) < Tpn < b, neN (3.14)

und f € CJa, b]. Bevor wir die Approximationseigenschaften der Polynominterpolation niher
untersuchen, erinnern wir an ein weiteres Resultat aus dem CoMa—Skript.

Satz 3.7 Der Interpolationsoperator

Cla,b] > f = ¢(f) = pn € Pn

ist eine Projektion, d.h. ¢ ist linear und ¢> = ¢. Weiter gilt
[lloc = An

mit der Lebesque—Konstanten

A, = Z\LH = max]Z|Lk(5U)|a Lk(ff):H
k=0 k=0

z€la,b

o0

Als néchstes kldren wir den Zusammenhang zwischen Interpolations— und Approximations-
fehler.

Satz 3.8 Es sei p!, Lisung der Bestapprozimationsaufgabe [212), also
En(f) =1/ = prlloc = min [[f = gllc f € Cla,b]

der zugehorige Approximationsfehler und p, die Losung von BI3). Dann gilt:
1f = palloe < (1+A)En(f) Vf € Cla,b).

Beweis:
1f = palloo < I = Phlloo + 1P — P lloo

1 = prlloo + 19(f = Pi)lloo

< (14 A)EN())
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Satz[B.8 besagt, dafl der Interpolationsfehler maximal um den Faktor 14 A,, schlechter ist als
der Approximationsfehler. Somit ist ein kleines A, (héngt von den Stiitzstellen ab!) sowohl
von der Stabilitdt als auch von der Approximationsgiite her wiinschenswert.

Wir untersuchen die beiden Einfluifaktoren A,, und E,(f) im einzelnen. Zunéchst die gute
Nachricht:

Satz 3.9 (WeierstraB 1885) Fiir jedes f € Cla,b] gilt

E.,(f)—=0 n— oo

Beweis:
Im Zentrum des Beweises stehen die Bernstein—Polynome (Bernstein 1912)

By(z) = f: (Z) 21— z)nkf (:‘;) .

Es gilt ndmlich
En(f) <1Bn = fllo = 0

fiir jedes f € Cla,b]. Ein ausfiihrlicher Beweis findet sich bei Himmerlin und Hoffmann [4]
Kapitel 4, §2.2]. O

Nun die schlechte Nachricht:
Satz 3.10 (Faber 1914) Zu jeder Folge von Stiitzstellen [B14) gibt es eine Funktion f €

Cla,b], so daf$ gilt
liminf || f = pplcc > 0.

Es kann also passieren, dal der Interpolationsfehler nicht gegen Null geht. Zusammen mit
Satz B.8 bedeutet das, daB fiir jede Folge von Stiitzstellen (B.14)

A, — 00 n— o

gelten mufl. Es gibt genauere Aussagen:

Satz 3.11 (Brutman, de Boor, Pinkus 1978) Fiir jede Folge von Stiitzstellen gilt

glog(n+ 1)+ 2 <7+log <4>> <A,
T Qo T

no1
=1 ¢

Dabei bezeichnet v = limy, 00 (> —log(n)) die Euler—Mascheroni—Konstante.

Die untere Schranke in Satz [3.11] lasst sich auch bei bestmdglicher Wahl von Stiitzstellen
nicht unterschreiten. Es kann aber durchaus viel schlimmer kommen.

Satz 3.12 (Turetskii 1940) Fiir die Folge dquidistanter Stiitzstellen xn, = a + kh, k =
0,...,n, zur Schrittweite h = I’_T“ gilt

3 2n+1
A, ~e 1

nlog(n)
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A, wichst also exponentiell.
Das hat eine hochst praktische Konsequenz:
Folgerung 3.13 Wenn irgend mdglich, sind dquidistante Stiitzstellen zu vermeiden!

Es stellt sich die Frage nach einer geschickten Wahl der Stiitzstellen. Sieht man vom Einfluf}
der Funktion f auf den Fehler ab, so legt es die Fehlerformel (3.6]) nahe, x,; so zu bestimmen,
daf3

o
z€[a,b]

mit
n

Wnt1(T) = H(m — Tnk)

k=0
moglichst klein wird. Mit anderen Worten soll w1 Losung des Minimierungsproblems

1 1
wePW: Jwle < el Vg P,
mit
1 n
Pr(szlz{pEPnJrl |p=$ +1*Q7 qGPn}

sein. Dieses Minimierungproblem kennen wir schon aus Abschnitt Z2J] Im Falle [a,b] =
[—1,1] ist die Losung gerade das skalierte Tschebyscheff-Polynom 1. Art, also

1
Wptl = 2—nTn+1, T,, = cos(narccos(z)), n=0,1,...

Die resultierenden Stiitzstellen sind gerade die Nullstellen von T, 1, ndmlich
2(n—k)+1
Tpk = COS <(2(n+)1)7T> , k=0,...,n.

Im Falle [a, b] # [—1, 1] erhélt man die Tschebyscheff-Stiitzstellen durch lineare Transforma-
tion.

Satz 3.14 (Rivlin 1974) Fiir die Tschebyscheff-Stiitzstellen gilt

2 2 2
—log(n+1)+ — <’y+log<8)> <A, <14 —log(n+1)
T T T 77

Bedenkt man, da 2 (v + log(2)) ~ 0.9625 gilt, so wird klar, daB die Tschebyscheff-Stiitz-
stellen tatsdchlich nahezu optimal sind.

Beispiel:
Wir betrachten nochmals die Funktion f(z) = ﬁ auf dem Intervall [a, b] = [—5, 5]. Anstelle
dquidistanter Stiitzstellen wihlen wir aber diesmal die Tschebyscheff—Stiitzstellen

B 2(n —k)+1 B
xk—5cos( 20n+1) 7r>, k=0,...,n.
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n =10 n = 100

Abbildung 3.3: Interpolation von f(z) = an Tschebyscheff—Stiitzstellen

1+a:2

Die entsprechenden Resultate fiir n = 10,100 sind in Abbildung B3] dargestellt. Dabei ist
flz) =+ + —— wieder gestrichelt gezeichnet.
Wir beobachten nun auf einmal Konvergenz der Polynominterpolation! N

3.2 Spline-Interpolation

Das Kiirzel CAGD (computer—aided graphic design) steht fiir die Graphik—gestiitzte Ent-
wicklung z.B. in der Autoindustrie oder im Schiffbau. Eine wichtige Teilaufgabe ist dabei die
Interpolation vorgegebener Punkte durch eine glatte Kurve oder Flache. Dasselbe Problem
taucht bei einer Vielzahl weiterer graphischer Anwendungen, z.B. bei der Entwicklung von
Video-Spielen, auf.

Wir haben gesehen, daf§ die Approximationsgiite der Polynominterpolation sehr stark von der
Glattheit von f (siehe Abbildung B.1]) und der Lage der Stiitzstellen (siche Abbildungen B.2]
[33)) abhéingt. Um eine robustere Approximation zu erreichen, betrachten wir nun stickweise
polynomiale Ansatzfunktionen.

3.2.1 Stiickweise lineare Interpolation

Die stiickweise lineare Interpolation beruht auf der Wahl

Un=8n={v€Cla,b] | v|jz, 1 2,] =Pk Pk EP1VE=1,...,n}.

Die zugehorige Interpolationsaufgabe

Un € Sp: up(zk) = flag) VE=0,...,n

hat die Losung

un =Y f(@r)en
k=0

Die Knotenbasis ¢, k = 0,...,n, ist in (ZI5) definiert.

Satz 3.15 Es seia = xq, v, = b und f € C?[a,b].
Dann gilt die Fehlerabschdtzung

"
Hf_ nHoo §h2 Hf Hoo, (3'15>
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wober
h:kmax hk, hk:xk—xk_l,
= 7"'7n

gesetzt ist.

Beweis:

Die Fehlerformel (B.6G) liefert fiir k =1,...,n

" ()]
maxwe[a:k_l,xk} ‘f(l‘) - un($)| < max max |(l‘ - -rk—l)(x - .Z'k)‘
TE[TR—1,Tk] 2 TE€[TR—_1,Tk]
=h2 max M
TE[TK—1,Tk] 8
und damit die Behauptung. a

Bemerkung:
Offenbar gilt

i — Vljoo < — Unlloo = h2 .
min [|f = vlloo < [ = tn[loo = O(R7)
Der Approximationsfehler von S,, verhilt sich also wie O(h?). <

Beachte, daf die Polynominterpolation fiir f € C?[a,b] nicht notwendig konvergiert, ge-
schweige denn einer Fehlerabschitzung der Form (B.I5) geniigt. Die groBere Robustheit
stiickweise linearer Approximation bestétigt auch folgendes Beispiel.

Beispiel:
Ein Schiffbauer méchte die Spanten unbedingt im dquidistanten Abstand anbringen. Um die
Form des Schiffes festzulegen, gilt es, die folgenden Punkte (xg, fi) zu interpolieren.

xk‘O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0
fk‘O 0.3 0.7 088 096 098 099 0999 1 1 1

Polynominterpolation liefert die befiirchteten Uberschwinger, wihrend bei der stiickweise
linearen Interpolation nichts davon zu sehen ist (Abbildung B4]). Im Gegensatz zur Poly-
nominterpolation zeigen sich allerdings unerwiinschte Ecken an den Stiitzstellen. Erwiinscht
sind aber glatte Uberginge wie zum Beispiel in Abbildung Die Verbindung von robus-
tem Interpolationsverhalten und glatten Ubergéingen erreicht man durch sogenannte Spline—
Interpolation. N

3.3 Kubische Spline—Interpolation
Mit Blick auf Satz B.15] gehen wir von nun an davon aus, dafl das Gitter

A={xg,...,zp|a<zp<...<zp <D}

den Bedingungen
a=2x9, ITp=2>0
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1
Ds\ﬁl
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Abbildung 3.4: Uberschwinger oder Ecken

Abbildung 3.5: Kubische Spline-Interpolation

geniigt. Wir definieren

Iy = [xp—1, 28], hp=2p —ap21, k=1,...,n.

Um glatte Ubergiéinge zu gewihrleisten, bauen wir die Stetigkeit von Ableitungen in die
Ansatzfunktionen ein.

Definition 3.16 Die Splines m-ter Ordnung zum Gitter A sind gegeben durch

SR ={ve ™ a,b] | v]1, =k € P} (3.16)
Im Falle m = 3 spricht man von kubischen Splines.
Bemerkung:
SX ist ein linearer Raum {iber R. N
Beispiel:
e Es gilt

e Essei A ={xg=—-1,21 =0,29 = 1} und

pi(z) =—x(z+1) firz el =[zg,x]
v(x) =

p2(x) = 4x(x —1) fir z € Iy = [z1, 22

Dann ist v € Si. <
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Wir betrachten die Interpolationsaufgabe
Sp €SX: sp(zk) = f(zr) VE=0,...,n. (3.17)

Bemerkung:
Jede Funktion v € SX' ist durch n Polynome m-ten Grades py, k = 1,...,n, mit insgesamt
n(m + 1) Koeffizienten festgelegt. Aus v € C™~! erhilt man die (n — 1)m Ubergangsbedin-

gungen ‘ '
p,(g])(xk) :p,(jll(xk) j=0,....m—1, k=1,...,n—1.

Die resultierenden Gleichungen fiir die Koeffizienten von pi, k = 1,...,n — 1, sind linear
unabhéngig (Ubung). Damit ist

dimS) =n(m+1)—(n—1)m=n+m.

Die Losung s, € S} der Interpolationsaufgabe (B.I7) geniigt zusétzlich noch den n + 1
Interpolationsbedingungen. Im Falle m > 1 ist die Losung von ([B.I7) wegen

dimS —(n+1)=m—1
also nicht eindeutig bestimmt. Wir kénnen noch m — 1 zusétzliche Bedingungen stellen. <«

Wir beschreiben nun einen {iberraschenden Zusammenhang zwischen Spline—Interpolation
und Kontinuumsmechanik, der auf Schoenberg (1946) zuriickgeht. Im Falle kubischer Spli-
nes (m = 3) kann man némlich die zusétzlichen m — 1 = 2 Freiheitsgrade so wihlen, dafl
s € S3 mnicht nur die Interpolationsaufgabe ([B.I7), sondern gleichzeitig noch ein Minimie-
rungsproblem 16st.

Motivation:

Spline bedeutet auf englisch ,ldngliches Stiick Holz oder Metall“. In der Mechanik heiflen
solche Gegenstidnde Balken. Befestigt man einen Balken drehbar in den Punkten (zy, f(zx))
und fixiert ihn in 29 = a bzw. x,, = b in Richtung f’(a) bzw. f’(b), so stellt sich eine Biegelinie

Y € Cila,b] = {v € C*a,b] | v(zg) = f(zr) Yk =0,...,n}
mit den Randbedingungen

W(a) = f(a), ¢'(b) = f'(b) (3.18)

ein. Dabei wird die aufgenommene Energie

B b (¢,/)2
£ = [ o &

unter allen moglichen Auslenkungen v € H,
H = {v € C}[a,b] | v'(a) = f'(a), v'(b) = f'(b)},
minimal. Also 16st ¥ das Minimierungsproblem

YpyeH: &) <Ew) YveH. (3.19)
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Unter der Voraussetzung kleiner Verzerrungen 1)’ =~ 0 ist

b
ew= [ WP do= 3.

Damit erhélt das Minimierungsproblem (3.19) die Gestalt

beH: o)< |v"]ls Voe H. (3.20)
<

Wir beginnen mit einer wichtigen Extremaleigenschaft interpolierender, kubischer Splines.

Lemma 3.17 Es sei s, € Si Losung von BI7) und v € C3[a,b]. Dann folgt aus der

Bedingung
b

sh(z) (V' (z) — sg(x)) L= 0 (3.21)

die Abschdtzung
Isll2 < [lv"l2
Beweis:
Wir zeigen, dafl unter der Voraussetzung (3.2I]) die Orthogonalitét
(s v — sy =0 (3.22)

beziiglich des L?-Skalarprodukts

b
(v, w) :/ v(z)w(x) dx
a
vorliegt. Aus ([B.22) ergibt sich die Behauptung dann ndmlich sofort mit dem Satz des Py-
thagoras:
10”113 = llsnll3 + l[v" = snll3 = [lsnlI3.

Um (B.22) zu beweisen, berechnen wir

b n T
/ sh(v" = &) doe = Z/ si(x)(v" — ) dw

wobel dj, = s)/|;, = const. gesetzt ist. Weiter folgt

b "neon " "o K . Tk
/ sp(v' —sp)de = sp (v —s))| — Z di(v — sp)
a “ k=1 Tt
"meod K
= sp(v' —sy,) u =0,
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denn v(zy) = s(xg), k=0,...,n. 0

Wir kénnen nun unser angestrebtes Existenz— und Eindeutigkeitsresultat formulieren.

Satz 3.18 Es ewistiert genau eine Lésung s, € S} der Interpolationsaufgabe B.IT) mit den

vollstindigen Randbedingungen: s, (a) = f'(a) s, (b) = f(b). (3.23)

n

Dariiberhinaus ist s, Losung von (B20), d.h. s, € H und
[spllz < lv"[la Vo € H. (3.24)

Beweis:
Wir beginnen mit der Eindeutigkeit und zeigen zunéchst, dal im Falle

f'(a) = f(wo) = f(z1) =+ = f(zn) = f'(b) =0 (3.25)

die Funktion s, = 0 die einzige Losung ist. Wegen v = 0 € C4[a,b] und v'(z) — s/, (2)|% =0
folgt aus Lemma [3.17]
Isulla < [[v"]l2 =0

Also ist s/ = 0 und s, somit linear. Da aber s, (a) = s/,(a) = 0 gilt, muss s, = 0 sein. Nun
zeigen wir die Eindeutigkeit im allgemeinen Fall. Seien s,, §, Losungen. Dann ist s, — s,
Losung zu den homogenen Daten (B.25]). Das bedeutet aber s,, — 5, = 0.
Wir kommen nun zur Existenz einer Losung. Aus der eben gezeigten Eindeutigkeit folgt die
Injektivitét der lineare Abbildung A : 83 — R""3, definiert durch

S3 3 80— Asy, = (54,(a), $n(20), $p (1), . .., 50 (20), 54, (b)) € RT3,
Wegen dim SZ = n+ 3 mufl A nach einem Satz aus der linearen Algebra auch surjektiv sein.
Das ist aber gerade die Existenz.
Es fehlt noch die Extremaleigenschaft von s,. Da s, € S C C?[a,b] die Interpolations-
bedingungen nebst Randbedingungen ([B.23) erfiillt, ist s,, € H. Die Extremaleigenschaft

B24)) folgt dann aus Lemma BI7, da man (B.2I) direkt aus den Randbedingungen (318
und (3:23) erschlieft. O

Bemerkung:
Die Aussagen von Satz[B.I8 bleiben giiltig, wenn man die Randbedingungen (B.18]) und (3:23])
an v = 1, s, entweder durch

natiirliche Randbedingungen: v”(a) = v"(b) =0 (3.26)
oder, falls f periodisch mit Periode b — a ist, durch

periodische Randbedingungen: v'(a) = v/(b) v"(a) = v"(b) (3.27)

ersetzt (Ubung). <
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3.3.1 Berechnung der vollstindigen kubischen Splineinterpolation

Zu jeder Funktion f € C?[a,b] gibt es nach Satz B.I8 genau eine Funktion s, = ¢,(f) €
Si, welche die Interpolationsaufgabe ([B.I7) 16st und vollstéindigen Randbedingungen (B.23))
geniigt. Damit ist der Spline-Interpolationsoperator

C?la,b] > f — ¢n(f) € SX

wohldefiniert.

Bemerkung:
¢, ist eine Projektion.
Aus (324)) folgt die Extremaleigenschaft

1(6nf)"ll2 < 1"l Vf € C*[a,b]. (3.28)
<

Zur Berechnung von s,, = ¢,,(f) machen wir den folgenden Taylor—Ansatz fiir die Polynome
auf den einzelnen Intervallen Iy 1 = [zk, Tp11]

d
sn(x) = ak+bk(x—xk)+%(x—xk)2—1—3—’:(35—3%)3, x € Ipy1, k=0,...,n—1. (3.29)

Wir haben die unbekannten Koeflizienten ay, b, ¢, und di des Polynomes py11 zu berechnen.

Satz 3.19 Die zweiten Ableitungen s (xy), k = 0,...,n, seien bekannt. Setzt man c, =
s (), so gilt

ar = f(zg), k=0,...,n—1, (3.30)
ck = so(zg), k=0,...,n, (3.31)
dy, Gl Tk p—0,. . n—1 (3.32)
hry1
und rekursiv erhdlt man
1
by = f’(a), bp+1 = by + §(Ck+1 + Ck)hk-i-l; k=0,...,n—2. (333)

Beweis:

Die Bestimmungsgleichung (B.30]) folgt direkt aus den Interpolationsbedingungen. Gleichung
B31)) folgt ebenfalls direkt durch Einsetzen. Die Stetigkeit von s/ in 241, k=0,...,n—2,
liefert

g + dihg1 = Smlk+1 (Tht1) = Sfr;|1k+2 (Tk+1) = cky1, k=0,...,n—2.

und es gilt ja
cn = sm(Tp) = cno1 + dp_1hy.
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Damit ist (332 gezeigt. Ebenso erhalten wir aus der Stetigkeit von ), in xjy; sofort
br + crhix41 + %dkhz-i-l = S;I‘]]H_l ($k+1) = Sfrl‘lk-&-Q (.lek+1) =bkt+1, k=0,...,n—2.

Einsetzen von (3.32) liefert die Rekursionsvorschrift (3.33) und by = f’(a) folgt durch Ein-
setzen der linken Randbedingung. a

Unser néichstes Ziel ist es also, eine Berechnungsvorschrift fiir die zweiten Ableitungen s/ (xy)
zu finden. Dazu definieren wir eine lineare Abbildung

P:Cla,b] — S, ={v € Cla,b] | v ist linear auf Iy Vk = 1,...,n}

auf folgende Weise. Sei g € C|a, b] gegeben.
Wiihle w € C?[a,b] mit g = w”. Setze Pg = (¢ppw)”. (3.34)
Seien w,wy € C?[a,b] mit w] = wj = g. Dann ist w; — wy linear und daher

Puw — Puwl = P(w] —wh) = (¢n(w1 —ws))"” = (w1 —ws)" = 0.

Damit ist Pg unabhingig von der Wahl von w. P ist also wohldefiniert.

Bemerkung:
Fiir alle f € C?[a,b] gilt
P(f") = (énf)" = sp.

Um die s/ (z) zu erhalten, konzentrieren uns also nun darauf, P auszuwerten. <

Wegen
P29 = P(Pg) = P((¢nw),/) = (d’n((lﬁnw))” = (¢nw)” =Py

ist P eine Projektion. Nach Satz 29 ist || P|l2 > 1.
Aus der Extremaleigenschaft (3.28]) folgt

1Pgll2 = [(@nw)"ll2 < [[w”]l2 = llgl2

also P
T I
geClab] |gll2
9#0

Insgesamt gilt || P||2 = 1. Nach Satz[2.9]ist P damit eine Orthogonalprojektion. Aus Satz 2§
folgt weiter, dafl dann v = Pg Losung der Bestapproximationsaufgabe

ueSy: |u—glla<|lv—yglz YveS,

ist. Die Berechnung der Losung dieses Problems haben wir in Abschnitt 2.2.2] ausfiihrlich
behandelt. Zur Berechnung von P(f”) machen wir wieder den Ansatz

n
" "
P = S5n — E CrPk-
k=0
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Die Knotenbasis {¢x} von S, ist in (2I6]) definiert. Dann kénnen wir die unbekannten
Koeflizienten

aus dem linearen Gleichungssystem (vgl. (2.17))

Mec =3 (3.35)
mit Koeffizientenmatrix M (vgl. (2I)
2 X
pro 2\
S hi hit1
Hi hi + hit1 " hi+ higa
: )\n—l
Hn 2
und rechter Seite 8 (vgl. (2.19))
Bo 6
= : = (" b)),
/8 . Y BZ hl + hl+1 (f 7@1)
B
berechnen. Die rechte Seite kann man noch weiter ausrechnen. Fiir ¢ = 1,...,n — 1 erhélt

man

(f", 1) = /mﬂf”(w)%(x) da

i—1

= fle

Tit1 Zi , , Tit+1 , ,
et de- [ F@da) ds

= —}i<f($z’) - f(93i—1)) + hi1+1 (f($i+1) — f(%'))
= flwi, wiv1] — flzi, i1
= (hi+ hip1) flvi-1, Ti, Tiga]

Auflerdem ist mit x_1 = 2o und hg =0

(" 00) = / P (@)polx) dx = fgo

D [ @) do

— —Fw) + 1 (Flan) — F@0) =~ (a0) + Slao, 1]
= (ho+ 1) flz—1,20,21].

Analog berechnet man mit x,41 = z, und hy41 =0

(f//’ @n) = (hn + hn—i—l)f[xn—la T, xn+1]-
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Insgesamt erhalten wir also

,Bi :6f[xi_1,mi,xi+1], z':(),...,n.
Bemerkung:
Das Gleichungssystem (3.35) kann mittels LR—Zerlegung mit optimalem Aufwand gelost
werden. Es gilt koo (M) < 3 (vgl. Satz 2.13)). q

Obwohl wir unsere Aufgabe, eine Berechnungsvorschrift fiir die unbekannten Koeffizienten
ak, b, ¢ und dy in ([3:29) anzugeben damit erledigt haben, bleibt noch ein kleiner Schénheits-
fehler: Bei der rekursiven Berechnung der by kénnen sich Rundungsfehler aufschaukeln. Das
ldsst sich vermeiden.

Satz 3.20 Die Lisung der Rekursion (333)) ist

2
bk :f[xk,l'kJrl] —hk+1%, kZO,...,TL—l. (3.36)
Beweis:
Wir fithren den Beweis mit vollstédndiger Induktion iiber k.
Induktionsanfang.

Die erste Gleichung von (B.30) ist

S (7(@) + flzo,21])-

2c0 +c1 = 6f[z_1,20,71] = n

Daraus erschlieffit man
2c0+c1

flzo, x1] — by 5

Induktionsvoraussetzung.

Wir nehmen an, dal Formel (3.36) fiir ein & > 0 richtig ist.

Induktionsschluf.

Ausschreiben der (k+1)-ten Gleichung von (8.35]) liefert nach Multiplikation mit hgy1+hg42
und Division durch 6

thip1ck + 3 (hig1 + hig2)Crir + $hisacers = flarrt, Tope) — flon o).
Umordnen ergibt

2041 + Cpg2

6

2¢ + cr41
fleksr, o] — hito — ).

1
= §(Cl~c+1 + cp) g1 + <f[l“k, Thy1] — Pig1 5

Durch Einsetzen der Induktionsvoraussetzung erhéilt man

241 + 2 1
SRR TR (gt + k)Pt 4 b = by

flxkt1, xk] — hit2 : 5

und damit die Behauptung. a
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3.3.2 Approximationseigenschaften vollstdndiger kubischer Splines

Wir wollen nun den Approxzimationsfehler

1f = énfllo

abschétzen. Dabei wird uns die in (8:34]) definierte Projektion P : C[a,b] — S,, wieder gute
Dienste leisten. Wir wissen schon, daf§ || P||2 = 1 gilt. Um Abschétzungen in der Norm || - ||

zu gewinnen, bendtigen wir aber Kenntnis von || P||so.

Lemma 3.21 FEs gilt
1Pgllso

g€Cla,b] ”g”OO
g#0

1Pl = <3.

Ist g € C?[a,b], so geniigt P der Fehlerabschitzung

lg = Pglloc < h* ”g2|°° h= max hy.

=1,...,n

Beweis:
Es sei g € Cla,b], w € C?[a,b], w" = g und

Pg= ¢nw ch@k

Nach Definition ist

n

5 Z%‘Pk(x)

[1Pglloc = max <
k=0

< = .
omax feg] = [l

Ve

(3.37)

(3.38)

Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir c_; = ¢,+1 = 0. Die k—te Gleichung von

Me =g (vegl. (38353)) lautet dann
WrCk—1 + 2¢k + ApCry1 = Br, k=0,...,n.
Umordnen ergibt wegen |ug| + [A\k| = pr + A =1
2lex| < 1Bkl + lpnller—1] + [Mellera] < N1Blloo + llefloo

und damit
lellos < 118]l0o-

Nun ist aber nach Satz

[f"(©)]
2!

|Bk| = 6f|[Tr—1, Tk, Tp11]| =6

Insgesamt folgt also
[1Pglloc < llelloe < 18]l < 3lIglloo

<3 f"lc = 3llgllc, k=0,...

, M.
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und damit die Abschétzung (B.37]).
Wir kommen zur Fehlerabschitzung (3.:38). Es sei g € C?[a,b] und

n
un = Y g(z1)pk € Sn
k=0

die stiickweise lineare Interpolation von g. Aus u, € S, folgt Pu, = u,. Aus Satz [3.17]
kennen wir die Fehlerabschétzung

!
o — oo < 12170

In Verbindung mit (3.37)) liefert schliefllich die Dreiecksungleichung

/"
9~ Polloo < llg — nlloo + 1Pt — )llw < 4lg — il < w2102

Nun sind wir soweit.

Satz 3.22 Es sei f € C*[a,b]. Dann gilt die Fehlerabschitzung

1 = 6uflloo < 17D

Beweis:
Wir setzen g = f” und e = f — ¢, f. Dann erhélt man unter Verwendung von Lemma [3:21]

4)
[0 = 17"~ @)l = 17— P(F") e < 121, (3.39)

Unser Ziel ist es nun ||e]|o durch ||€” || abzuschitzen. Sei x € [z, 2k4+1]. Das Polynom po
interpoliere die Funktion e in den Stiitzstellen x, , 1. Die Newton’sche Darstellung von

D2 ist
p2(z) = elxg] + e[zg, Try1](z — x) + ez, 2y, Tog1] (2 — 2x) (2 — Tp41),

wobei
elrg] = f(zg) — onf(xr) =0 und  elwgy1] = f(Tht1) — dnf(Tr41) =0
und daher auch

1
hgy1

elry, vry1] = (e[xkﬂ] — e[a:k}) =0.

p2 interpoliert e an der Stelle z = x und es gilt daher
e(r) = pa(x) = e[z, xp, xpt1](x — 2x) (T — Tp41).

Aus Satz Bl erhalten wir die Existenz von &(x) € [z, Tp41] mit

1

e(z) = 5;¢"(€(@))(z — zp)(z — Th11).
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Mit (B339) folgt daraus fiir alle k =0,...,n —1

max |e(z)| < 1He”Hoo max |(z —zp)(x — 2p41)] < hiH% < hiﬂw
TE[Tk,Tht1] 2 €T, Tht1] 16
und damit die Behauptung. O
Bemerkung:
Bei Hall (1968) findet sich die schérfere Abschitzung
1F = 6uflloe < 5oh 17 . .
— 384

Bemerkung:
Ist f € C*[a,b] periodisch mit Periode b — a, so gilt fiir die kubische Spline-Interpolation
mit periodischen Randbedingungen die Fehlerabschétzung

1 = 6nflloo < 1D

Da das Randverhalten von f bei der natirlichen Spline—Interpolation nicht beriicksichtigt
wird, hat man in diesem Fall nur

1f = énflloc = O(R?). <
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Unsere Aufgabe ist die Berechnung des Integrals

b
10 = [ f@do. feClab)
mit a,b € R, a < b. Offenbar ist I : C[a,b] — R eine lineare Abbildung. Wegen

1Dl -

[][oc = I
reclab) 1flloo
f#0

ist I beschrankt. Wir untersuchen die relative Kondition von I.

Satz 4.1 Fir alle f,Af € Cla,b] mit I(f) # 0 gilt

1) 16+ DI _ o 18F ]
AT ™
mat
R(I(F) = (b~ a)%"‘-
Beweis:

Die Behauptung folgt aus der Linearitdat von I.

Beispiel:
Fiir jedes n =0,1,... hat die Funktion
2n+1)m .
fn(l') = # Sin ((2n + 1)71'17)
die Eigenschaft
2n + 1 !
I(f,) = W/ sin ((2n + 1)71'30) dr = 1.
0
Andererseits gilt
_ @2n+ D)
Il = 2T,
Insgesamt folgt
2 1
w(1(fa) = 2T o i nos oo

64

(4.1)
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Zur Approximation von I(f) wollen wir Quadraturformeln

konstruieren. Die Anzahl N der zur Berechnung von Iy (f) bendtigten f—Auswertungen ist
das Maf fiir den Aufwand,

Aufwand von In(f) = Anzahl der f-Auswertungen = N.
Wir erwarten, dal I(f) mit wachsendem Aufwand beliebig genau approximiert wird, also
lim In(f)=1(f)
N—o0
Die Quadraturformel ist von g—ter Ordnung, falls
I(f) = In(f)| = O(NTY).
Dariiberhinaus sind wir an méglichst effizienten Verfahren interessiert. Es soll also

Effizienz von In(f) = Genauigkeit von In(f)/Aufwand von In(f)

= |[I(f) = In(HITY/N
moglichst grofl sein. Beachte, dafi die Effizienz von f abhéngt. Eine gegebene Quadraturfor-
mel kann also fiir die eine Funktion f effizient sein und fiir die andere nicht.
In der CoMa haben wir bereits eine Strategie kennengelernt, wie man Quadraturformeln
konstruieren kann. Ausgehend von dem Gitter

A:{a220<21<‘-'<zm_1<Zm:b}, Vk:[zk_l,zk],

zerlegen wir zunéchst das Integral

I(fy=)_ | f(z)dx.
k=1""Vk

Auf jedem Teilintervall approximieren wir f durch das Interpolationspolynom p,i € Pn,
Pk € Pt pak(war) = f(zik) Vi=0,...,n,

zu gewissen Stiitzstellen
Zp—1 S XTop < -0 < Tk S 2k

Dazu sind n + 1 f—Auswertungen notig. Die Approximation von f fithrt zu einer Approxi-
mation der Teilintegrale

n

f(z) do ~ / Prk(z) do = Zf(xik)/\ikhky hi = 2k — Zp—1,
Vi Vi i=0
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mit Gewichten

1 L
Aik = — L- d L; = I | B LA
T () dz, - Lix(e) izo Tik ~ Tjk
Jj#i

Durch Aufsummieren erhilt man die Quadraturformel

=33 Xk (@) b (4.2)

k=1 i=0
mit dem Aufwand N < m(n+ 1). Offenbar ist die Abbildung I : Cla,b] — R linear. Es gilt

m n

[a(f Z P\zka zik)| b < (0 = a)|[flloo

= A
LR Z\ ik

Damit ist ||[Ia]lec < (b — a). In Analogie zu Satz [4.1] ermitteln wir die diskrete Kondition
von Ia.

mit

Satz 4.2 Fir alle f,Af € Cla,b] mit In(f) # 0 gilt

[IA(f) — In(f + Af))
[IA(f)] B

1A loo
£l

r(Ia(f))

mit
1o
[Ia(f)]

Ist die Quadraturformel In von positivem Typ, d.h. gilt \; > 0, Vi=1,...,n, so ist vy =1,
sonst vy > 1.

KIa(f)) =~(b—a)

Beweis:
Die Konditionsabschitzung (43]) folgt direkt aus ||Ia||co < v(b—a). Fiir pg = 1 und beliebiges

k=1,...,m gilt
hi = / po(x) de =Y "1+ Nigh =i Y Nik,
Ve i=0 i=0

denn py € P, wird durch Interpolation exakt reproduziert. Ist Io von positivem Typ, so
folgt daraus v = 1. Ansonsten erhélt man v > 1 aus der Dreiecksungleichung. O

Im Falle v = 1 wird die Fehlerempfindlichkeit der Integration durch Diskretisierung nicht
verstéirkt. In diesem Sinne sind Quadraturformeln von positivem Typ stabil. Aus diesem
Grund sind wir im folgenden nur an Verfahren von positivem Typ interessiert.

Im Falle eines dquidistanten Gitters

Ap={2zk=a+kh|k=0,....,m}, h= , (4.4)
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schreiben wir

In(f) = 1a,(f).
Fiir jedes feste n ist I (f) genau dann von g-ter Ordnung, wenn
[(f) = In(f)] = O(h)

gilt.
Die aus der CoMa bekannten summierten Newton—Cotes—Formeln erhdlt man durch Wahl
aquidistanter Stiitzstellen

e
Tik = 2k_1+1—, 1=0,...,n.
n

In Tabelle Il ist wie iiblich A = maxg—1, ., hr gesetzt und der Fehler nur bis auf eine von
f und A unabhingige Konstante angegeben.

n Gewichte Fehler Name
1 i1 B2 £ |00 sum. Trapezregel
9 % % % R f (4)HOO sum. Simpson—Regel,

Keplersche Fafiregel

3 1331 R £ D] oo sum. 3/8 Regel
4 a8 12 32 1 RS £l |  sum. Milne-Regel

19 75 50 50 75 19 6 6
51 25 255 2% 2% 20 28 | RISl

41 216 27 272 27 216 4L | 18| £(8) .
6 | 540 20 540 840 %40 540 a0 | P NS Ml | sum. Weddle-Regel

Tabelle 4.1: Newton—Cotes—Formeln

Ist man an einer effizienten Losung des Quadraturproblems (4.]) interessiert, so bleibt noch
einiges zu tun:

f sei eine glatte Funktion, d.h. ,oft“ differenzierbar mit ,,schwach® wachsender Norm || f(9)|
fiir wachsendes ¢. Dann ist es sinnvoll, ein dquidistantes Gitter (£4) zu wihlen. In diesem
Fall wichst die Genauigkeit der Newton—Coétes—Formeln fiir n = 2,4,6 exponentiell, der
Aufwand aber nur linear. Damit steigt die Effizienz mit wachsender Ordnung. Leider ist bei
der Weddle-Regel Schlufl. Bei Interpolation mit Polynomen siebter und héherer Ordnung
treten negative Gewichte auf. Die entsprechenden Quadraturformeln sind nicht von positivem
Typ, also numerisch uninteressant. Wir wollen

e Verfahren beliebig hoher Ordnung von positivem Typ
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konstruieren.

f sei keine glatte Funktion, d.h. zeige lokal ,stark* variierendes Verhalten. Dann ist es nicht
sinnvoll, Verfahren hoherer Ordnung zu verwenden. Hohe Genauigkeit kann durch Reduktion
der Schrittweiten hj erreicht werden. Um die Effizienz zu erhoéhen, gilt es, die Lage der
Gitterpunkte z, automatisch an das lokale Verhalten von f anzupassen. Zu diesem Zweck
wollen wir

e adaptive Multilevel-Verfahren

entwickeln.

4.1 GauB-Christoffel-Quadratur

Aus Kapitel B riihrt bereits ein gewisses Mifitrauen gegeniiber dquidistanter Polynominter-
polation héherer Ordnung her. Dieses wird durch folgendes Beispiel bestétigt.

Beispiel:
Wir betrachten das Integral

1 1
/0 log(2)(1 + ) dv=1.

Durch Interpolation an den Stiitzstellen
Tok = 2k—1, T1k = 2k—1 + 5 (1= 2VB)he, wop = 21 + $(1+ 2VB) by, s = 21, (4.5)
erhélt man die zugehorigen Gewichte

M=t A= =B h =
Die resultierende Quadraturformel erfordert genauso wie die 3/8-Regel N = 3m + 1 f-
Auswertungen. Ein Vergleich (dquidistantes Gitter) zeigt aber erheblich besseres Konver-
genzverhalten. Wie in Abbildung [4.1] zu sehen ist, fillt der Fehler mit wachsendem m deut-
lich schneller (gestrichelte Linie). Auf dem rechten Bild ist das Produkt Fehler - (Aufwand)?
mit ¢ = 4 fiir 3/8— und ¢ = 6 fiir die modifizierte Formel dargestellt. Offenbar haben wir
durch geschickte Wahl der zwei inneren Stiitzstellen x1x, 2o die Ordnung gegeniiber der
3/8-Formel um zwei verbessert. <

Wir wollen feststellen, ob wir durch geschickte Wahl der n + 1 Stiitzstellen x;x, ¢ = 0,...,n,
die Mindestordnung n + 1 der summierten Newton-Cotes—Formeln auf 2(n + 1) steigern
konnen. Dabei wird auch klar werden, warum Simpson—, Milne— und Weddle-Regel jeweils
eine Ordnung besser sind als erwartet.

Wir betrachten das dquidistante Gitter Ay, mit Gitterpunkten

2z, = a + kh, k=0,...,m, Vi = [zk—1, 2k], h=

Das néichste Lemma motiviert die weitere Vorgehensweise.
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0 @

Abbildung 4.1: Ordnungsverbesserung durch Wahl der Stiitzstellen

Lemma 4.3 Gegeben seien a, f € R mit a < 3. Die Stiitzstellen

a<zry<- - <xp<p

seien so gewdhlt, dafl mit den Gewichten

1 B - T — T;
1273 ,B_Oé/a k(x) X, k(x) i|:|0 Tr _$i7 07 ,
ik

die Bedingung
IB n
[ p@ do= - )Y ppw) Vo€ Pu
a i=0

erfillt ist. Dann ist die Quadraturformel

n

() =D pif(wu) b

k=1 1=0

h
B—
fiir alle f € C*"tVa, 8] von der Ordnung 2(n + 1).

Tik = 2k_1 + (x; — ), 1=0,...,n, k=1,...,m,

Beweis:
Sei p € Papy1. Dann gilt

/Vkp(x) dz = /Z:klp(l‘) dr = La /jp(zig_1 + g5 (¢ —a)) dx

= > pp(i) h.
=0

Polynome der Ordnung 2n + 1 werden also von I, iiber V}, exakt integriert.

(4.6)

Nun approximieren wir f|y, durch das Hermite-Polynom p € Pa,, 11, welches neben den n+1

Interpolationsbedingungen

p(xzk) = f(xzk)a 1=0,...,n,
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noch den n + 1 Ableitungsbedingungen
p(J)(ka) :f(])(xﬂk)a j: L...,n+1,

geniigt. Dann gilt nach Folgerung die Fehlerabschitzung

]‘ n n
£ = Plloei. < Gyl O w04,

Zusammen mit (L8] fithrt dies auf die Fehlerabschétzung

- h
fl@) de = pip(ai) b| = | [ f(2) = p(a) de| < o | FEOTD o vy 20D
. 2 . CCESHIA oo
Summation iiber k liefert die Behauptung. a

Wir suchen also Stiitzstellen z; mit der Eigenschaft ([A.7)). Das nichste Lemma zeigt uns, wo
wir suchen sollen.

Lemma 4.4 Geniigen die Stiitzstellen
a<zy<- - <xp<p
der Ezaktheits—Bedingung (A1), so ist das Polynom pny1 € Ppi1,
Pri1(x) = (. — o) - (x — 2n)
orthogonal zu P, beziiglich des L*-Skalarprodukts, d.h. es gilt

(Pnt1,9) =0 Vg e P, (4.9)

Beweis:
Sei ¢ € P,,. Dann ist py11 - ¢ € Popy1 und aus (£7) folgt

/3 n
(Pn+1,9) = / Prt1(2)q(z) do = (B — o) Zﬂkpnﬂ(l’k)Q(CUk) =0. -
@ k=0

Bemerkung:
Ist o« = —1 und B =1, so erfiillt das Legendre—Polynom

— n+
Poti(%) = S <dx) (z"—1)

die Orthogonalitétsbedingung (4.9)). <
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Nach Satz 2.I7] sind Polynome p,41 € Pny1 mit der Orthogonalitéitseigenschaft (£.9]) bis
auf einen Normierungsfaktor eindeutig bestimmt. Damit sind insbesondere deren Nullstellen
eindeutig bestimmt. Wir zeigen nun in Umkehrung von Lemma 4] dafi diese Nullstellen auf
eine Quadraturformel fithren, die fiir alle p € Pa,41 exakt ist.

Eine notwendige Voraussetzung klart folgendes Lemma.

Lemma 4.5 Ein Polynom pn,i1 € Ppy1 mit der Orthogonalititseigenschaft ([L9) hat n + 1
verschiedene Nullstellen

Xy ..y Ty € [a, B

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dafl p,,+1 keine mehrfachen Nullstellen hat. Im Widerspruch dazu neh-
men wir an, dafl p,+1 mindestens eine doppelte Nullstelle xy hat, also

2

Pry1(z) = (& = w0)"q(2)

mit g € Pp—1 C P, vorliegt. Aus der Orthogonalitéit ([€9) folgt dann

B8
0= (pus1rq) = / (z — x0)q(x)? du

und da (2 — z0)%q(x)? > 0 ist, muss ¢ = 0 sein. Das ist ein Widerspruch zu p,.1 # 0. Als
néchstes zeigen wir, dass alle n+1 verschiedenen Nullstellen von p,41 reell sind und im Inter-
vall [, 5] liegen. Im Widerspruch dazu nehmen wir an, dafl p,,+1 nur ng < n+ 1 Nullstellen
X0y -y Tng—1 € [, ] hat. Im Falle ng = 0 setzen wir ¢ = 1 und sonst

q(z) = (x —x0) - (& = Tng—1)-

Da pp4+1 und ¢ € Pp, C P, dieselben Nullstellen in [a, ] haben, wechselt das Produkt
Pn+1 - ¢ auf [, S] nicht das Vorzeichen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei

Pnt1-q(x) >0  Vzela,fl

Da weder p,+1 = 0 noch ¢ = 0 ist, gilt p,+1 - ¢ #Z 0. Daraus folgt

B
/ Pnt1 - q(z) dz >0
o
im Widerspruch zur Orthogonalitit (Z.9]). 0

Nun fahren wir die Ernte ein.

Satz 4.6 Seien
a<zyg<- - <xp <P

die Nullstellen eines Polynoms pp+1 € Ppy1 mit der Orthogonalititseigenschaft (L9]). Die
Gewichte uy, € R seien gemdfy (&6l berechnet. Dann geniigt die resultierende Quadraturfor-
mel der Ezxaktheitsbedingung (7).
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Beweis:
Sei zunéchst p € P,,. Dann gilt wegen (4.0)

/ dﬂ?—ZP T, / () dz = ( —Oé)ki:oukp(iﬁk)-

Die Quadraturformel ist also exakt fiir alle p € P,,.
Sei nun p € Pap+1. Polynomdivision durch das zu P,, orthogonale Polynom p,11 ergibt

D=Dnt1-q+T,

mit g, r € Pp,. Dann ist

/fp(m) dr = /jpnﬂ(m)q(a:) dx + /ﬁr(@ dx

[0}

= (Por1, @)+ (B—0a) > pr ()

=0

= (B—« Z,uk r(r) + P (2r)g(2r))

= (B-a) Z ().
k=0

Bemerkung:

Als Konsequenz aus Lemma [£4] und Satz existiert genau ein Satz von Stiitzstellen xy,
fiir den die Exaktheitsbedingung (7)) erfiillt ist. Diese Stiitzstellen heilen Gauf—Knoten.
Sie lassen sich aus den Nullstellen der Legendre-Polynome berechnen. Die resultierenden
Quadraturformeln heiflen Gaufi’sche Quadraturformeln. <

Satz 4.7 Gaufl’sche Quadraturformeln sind von positivem Typ.

Beweis:
Sei ko = 0,...,n. Da Ly, € P, folgt Li € Pap C Popy1. Somit wird Lj  exakt integriert
und ug, > 0 folgt aus

g 2
0</ Ly, dz = (8 — ) ZMkLkO (k) = (B — @) tio- O

Unsere bisherigen Ergebnisse lassen sich direkt auf Integrale der Form

/jf(m)wa: dx

mit einer Gewichtsfunktion w, d.h. einer Funktion mit der Eigenschaft

w(z) >0 Vo € (o, B),
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iibertragen. Diese Tatsache ist vor allem fiir uneigentliche Integrale, also fir o = —o0
und/oder = 400, interessant, die wir hier aber nicht behandeln wollen. Wir verweisen
dazu z.B. auf Deuflhard und Hohmann [I, Abschnitt 9.3] oder Himmerlin und Hoffmann [2]
Kapitel 7, §3.5].

Die entsprechenden Stiitzstellen, die sogenannten Gaufi—Christoffel-Knoten a > xog < --- <
Ty < B erhilt man in diesem Fall als Nullstellen eines Orthogonalpolynoms p,y1 zum ge-
wichteten Skalarprodukt

B
(v,w), = / v(z)w(x) w(z) de.

Die Gewichte uy ergeben sich aus

1 p Tr—x;
'uk_ﬁ—oz/a Li(z) w(z) d —a/ H k;—sz ) dx.
z;ﬁk

Man kann die Gewichte u auch direkt aus p,; berechnen (siehe z.B. Deuflhard und Hoh-
mann [I, Abschnitt 9.3.2]).

Bemerkung:
Die resultierenden Quadraturformeln heilen Gaufs—Christoffel-Formeln. <
Beispiel:
Im Falle [«, 5] = [—1,1] und
() = ——
w(r) = ——
V1 — 22

erhélt man als zugehoriges Orthonormalsystem die Tschebyscheff-Polynome. N

Wir kommen zu unserer urspriinglichen Integrationsaufgabe (4.1]) zuriick. Um Funktionsaus-
wertungen bei der summierten Version zu sparen, wire die FEigenschaft

To = «, ITn = 67
wiinschenswert. Die GauBB—Knoten haben aber diese Eigenschaft nicht.

Satz 4.8 Esseixg = a, x, = 8 undn > 2. Die Stiitzstellen x1, . .., x,_1 seien die Nullstellen
eines Polynoms pn_1 € Pp_1 mit der Figenschaft

(Prn-1,9)w =0 Vg & Pp_s

fiir
w(z) = (z—a)(8—z)

und px, k=0,...,n, seien die nach ({4.06) ohne Gewichtsfunktion berechneten Gewichte.
Dann erfillt die resultierende Quadraturformel die Exaktheitsbedingung

B n
/ p(z) de = (B — ) Z pip(zi)  Vp € Pan-1. (4.10)
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Beweis:

Ubung. a
Bemerkung:

Die Quadraturformeln aus Satz [4.8] heilen Gaufi—Lobatto—Formeln. <

Mit Lemma folgt aus (£10), daBl die zugehorige summierte GauB—Lobatto—Formel von
2n—ter Ordnung ist. Durch Festlegung von zg = o und x,, = 8 haben wir also gegeniiber der
entsprechenden Gauf’schen Formel zwei Ordnungen verloren.

Beispiel:

Wir wollen die Gaufi—Lobatto—Formeln fiir n = 2,3 ausrechnen. Dabei wéhlen wir a = —1,
B = 1 und berechnen die Orthogonalpolynome p,,_1, n = 2,3, zur resultierenden Gewichts-
funktion w(z) = 1 — 2. Aus der Drei-Term-Rekursion (ZI1]) erhalten wir

pi(z) =, p2(x) = 2—%-
Damit ist die Gaufi—-Lobatto—Formel 2-2 = 4-ter Ordnung gerade die Simpson—Regel. Daher

die hohere Ordnung. Fiir n = 3 erhélt man die Stiitzstellen (£5) der Gaufi—Lobatto—Formel
6—-ter Ordnung aus dem Beispiel vom Beginn dieses Abschnitts. N

4.2 Klassische Romberg—Quadratur

Wir betrachten eine Funktion 7" : [0, hg] — R. Wir wollen den Funktionswert 7°(0) approxi-
mieren, indem wir das Interpolationspolynom p,,,

Pn € Pn : p(hj) = T(hj) \V/] = 1, e, N, (4.11)

zu gewissen Stiitzstellen
0< h,<--<h <h

berechnen und, in der Hoffnung, dafl
pn(0) = T(0)

gilt, dann an der Stelle h = 0 auswerten. Da h = 0 auflerhalb des Intervalls [h,,, ho| liegt,
nennt man dieses Verfahren Extrapolation.

Beispiel:

Wir betrachten die Funktion T'(h) = % Bekanntlich gilt 7(0) = 1. Wir wihlen h; = 277,
j = 0,...,n und n=0,...,7. Die Berechnung von p,(0) erfolgt mit dem Algorithmus von
Aitken—Neville (siche z.B. CoMa-Skript). Abbildung zeigt den Fehler |T'(0) — p,(0)]
in Abhéangigkeit von n. Obwohl der erste Schritt sogar eine leichte Verschlechterung bringt,
erhélt man schlielich eine deutlich bessere Fehlerreduktion durch Extrapolation (gestrichelt)
im Vergleich zur schlichten Auswertung von T'(hy,).

Als zweites Beispiel betrachten wir T'(h) = vh (Abbildung @3)). In diesem Fall bringt Extra-
polation (gestrichelt) keine nennenswerte Verbesserung gegeniiber T'(h,,). Man beachte den
Skalenunterschied von 11 Zehnerpotenzen gegeniiber Abbildung Wie iiblich wollen wir
verstehen, was los ist. N
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"
Abbildung 4.2: Extrapolation zur Approximation von T'(h) = % in h =0.
Abbildung 4.3: Extrapolation zur Approximation von T'(h) = v/h in h = 0.
Satz 4.9 Die Abbildung T besitze die asymptotische Entwicklung
n+1
T(h) =T(0) + Y 7h® + roa(R)R™2,  h € [0, hol, (4.12)
k=1
mit
[rnt2lleo < C.
Dann geniigt die Extrapolation p,(0) mit p, aus (LI1)) der Fehlerabschdtzung
n
IT(0) = pu(0)] < [Tralhohs -+ by + C Y BFF?|1;(0)]. (4.13)
§=0
Dabei bezeichnen
“rh—h
L;i(h) =
J }_JO: hj — h;
i
die bekannten Lagrange—Polynome.
Beweis:
Zur Vorbereitung notieren wir zunéchst, dafl
1 fir m=20
n
> hPL,(0) = 0 fir m=1,...,n . (4.14)

=0
’ (—1)*hohy - hy  fiir m=n+1
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Ein Beweis von ([@.I4) findet sich bei Deuflhard und Hohmann [I, Lemma 9.23].
Nun kommen wir zum Beweis von (4.I3). Unter Verwendung von (£I2]) und (AI4) erhélt
man

n
T(0) = pa(0)] = [T(0) — Z T(h;)L;(0)
n n+l
= jgjzﬂ )= > > 7hiL;(0) j{:h@+2rn+2(hj)Lj(0ﬂ
J= =0 k=1 7=0
< mﬂmmyum+c§y¢%@m»
j=0
(]

Bemerkung:
Eine asymptotische Entwicklung von T'(h) ist nichts anderes als eine Taylor-Entwicklung
von T'(h) um h = 0. q
Bemerkung:
Ignoriert man den Restterm in (£.13)), so wird also durch Hinzunahme jeder neuen Stiitzstelle
h, der Fehler um den Faktor h,, reduziert. Man ,,gewinnt eine Ordnung in h,“. <
Beispiel:

Wir kommen auf unsere einfithrenden Beispiele zuriick. Bekanntlich ist T'(h) = v/h in h = 0
nicht differenzierbar. Damit existiert keine Taylor—Entwicklung um hA = 0 und die mangel-
hafte Genauigkeitsausbeute beim Extrapolieren wird versténdlich.

Dagegen hat T'(h) = % bekanntlich folgende Taylor-Entwicklung um A =0

sin h h2 h* h6 h8

Damit existiert fiir jedes n > 0 eine asymptotische Entwicklung der Form (4.12)) und Satz
ist anwendbar. N

Es fallt auf, dafl in (£I5) nur geradzahlige Exponenten auftreten. Dieser Umstand lésst sich
wie folgt zur Verbesserung unseres Extrapolationsverfahrens nutzen. Definiert man

h kB B
Gh)=1— g+ 57— = + g s

so gilt offenbar die Beziehung
G(h?) =T(h).

Approximiert man nun G anstelle von T und zwar durch Interpolation an den Stiitzstellen
h3,h3, ..., h2, so erhilt man das Extrapolationspolynom p, € P, aus

P € P pn(h3) = G(h3) =T(h;)  Vj=0,...,n.
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Nun braucht man in Satz nur durchgéngig die Stiitzstellen h; durch die neuen Stiitzstellen
h? zu ersetzen, um die Fehlerabschétzung

IT(0) = pu(0)] = |G(0) = pu(0)] = [rasa [B3h3 - B2 + O(R2+2)

zu erhalten. Anstelle von einer Ordnung gewinnt man auf diese Weise zwei Ordnungen mit
jeder neuen Stiitzstelle und das bei gleicher Anzahl von T—-Auswertungen. Die folgende Abbil-
dung zeigt, daBl die Fehlerreduktion durch Extrapolation in h? tatsichlich nochmals drastisch
beschleunigt wird.

Abbildung 4.4: Extrapolation in h? zur Approximation von % in h =0.

Wir wollen nun unsere frisch erworbenen Kenntnisse iiber Extrapolation auf unsere Qua-
draturaufgabe ([AI]) anwenden. Wir nehmen dabei an, dal f eine glatte Funktion ist. Daher
gehen wir von einem #dquidistanten Gitter

_b—a

z1 = a+ kh, h ,
m

aus. Wir betrachten eine Quadraturformel I, (f) der Gestalt (£2) fiir festes n. Offenbar ldsst
sich T'(h) := I;(f) als Funktion

(O,ho] Sh— T(h) = Ih(f) eR

interpretieren. Unser Ziel ist die Approximation von

b
7(0) = 1(1) = [ f(a) o

Ausgehend von der summierten Trapez—Regel

m—1
T(h) = In(f) = 5(f(a) + F(O)h+ Y f(zi)h
i=1

erhalten wir durch Extrapolation die Quadraturformel

Wir wollen die Eigenschaften von Ej(f), insbesondere den Diskretisierungsfehler |Ep(f) —
I(f)| in Abhéngigkeit von den bendtigten Funktionsauswertungen untersuchen.
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Als erstes miissen wir kldren, ob eine asymptotische Entwicklung von T existiert. Dabei
spielen die sogenannten Bernoulli-Polynome By € Py eine entscheidende Rolle. Sie sind
rekursiv definiert durch

By(z) =1, Bj(z) = kBy_1(x), /01 Bi(x)dez =0, k=1,....
Man erhilt
Bi(z) =z — 1%, Bs(x) :x2—x+%, Bi(z) =2 — 32° + Im,... .
Die Bernoulli’schen Zahlen sind definiert durch
By, = By(0), k=0,...,.
Es gilt

Bi=—3.  Bun=0 Vk=12...

Fiir geradzahlige Indizes erhélt man

1 1 1 43867 174611
By=1, By=5, Bi=—35, Be =55, .-, Bis= 5" Bao=—"355"---
und
| Box| = (2k)!, k — oo.

Zentrales Hilfsmittel bei der Herleitung einer asymptotischen Entwicklung fiir die summierte
Trapezregel ist die Fuler-MacLaurin’sche Summenformel. Ein Beweis findet sich z.B. bei
Stoer [3, Abschnitt 3.2]

Satz 4.10 Es sei m,n € N und g € C*"2)[0,m]. Dann gibt es ein & € [0,m], so daf

So) = [ ot
k=0 0
1 = Boy (2k—1) (2k—1)
+§@“U+90@)+§:(%WQ7 (m) —g'="(0))
k=1 )
Ban+2) (2(n+2))
en+2))"? ©)-
Bemerkung:
Die Reihenentwicklung stammt von Euler (1736) und MacLaurin (1742), das Restglied von
Poisson (1823). N

Die gesuchte asymptotische Entwicklung ist eine Folgerung aus Satz [4.10]
Satz 4.11 (Asymptotische Fehlerentwicklung) Es sei f € C*"+2)[a,b]. Dann gilt

T(h) = I(f) + oh® + - + Tou 1y RV 4 1y 0y (R) 22 (4.16)
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mit den Koeffizienten
_ Bok (L@k—1) 0y p2k=1)
und dem Restglied
_ Do (2(n+2))
7”2(n+2)(h) = m(b —a)f (6)
mit geeignetem & € [a, b]. Insbesondere ist
ﬂ _ 2n+2)) . (2(n+2))
a2y (R)] < B0n+2)) (b—a)llf lloo =2 cllf [loc-
Beweis:
Setze g(t) = f(a + th). Dann gilt mit der Euler-MacLaurin’schen Summenformel
T(h) = (Zg 0) + g(m )))
n+1
_ B2k 2k—1) _(2k—1)
= h i dt+z (m) —g (0))
b—a
Bant2) ~ z
_ 22 T g(2(nt2))
Qm+2)) " (©)
n+1
— / f dl'-f—z Qk h2k f(2k 1) ( ) f2k 1)( ))
+M(b — q) R+ pn+2) (¢
(2(n+2))!
mit £ € [0,m] und & = a + R € [a, b). O

Bemerkung:
Die Reihe

f) + Z Tgkth
k=1

braucht fiir n — oo fiir kein h > 0 zu konvergieren. Fiir eine ausfiihrliche Diskussion des
Nutzens divergenter Reihenentwicklungen verweisen wir auf Deuflhard und Hohmann [I]

Beispiel 9.18].

<

In der asymptotischen Fehlerentwicklung (-16)) tauchen nur Potenzen von h? auf. Das macht

die Extrapolation der summierten Trapezregel so attraktiv.

Satz 4.12 Es sei f € C*"2)[q, )],

hy < hpo1 < -+ < hg

(4.17)
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eine Folge von Schrittweiten und p, € Py definiert durch

Pn € Pn: pn(h?) = T(h]) Vi=0,...,n.

Dann gilt die Fehlerabschdtzung
(f) = pa(O)] < [7auinlhght - 1, + e FED oo 37 HE"2L(0)
j=0
mit Ton41) und ¢ aus Satz[£.11]

Beweis:
Die Behauptung folgt direkt aus Satz und Satz [4.111

(4.18)

O

Folgerung 4.13 Unter den Voraussetzungen von Satz[[.13 gilt fir h = hg = (b — a)/m die

Fehlerabschditzung
II(f) = pa(0)] < C|| fEO+D)||  p2+D)

Wir kommen zur algorithmischen Realisierung der Extrapolation der Trapezregel. Zunéchst
erinnern wir an das Verfahren von Aitken—Neville zur Berechnung von p,,(0) (siehe z.B. Co-

Ma). Wir benennen Tjo = T'(h;) und berechnen

mit dem Algorithmus von Aitken-Neville. Dazu bestimmen wir 7}, aus dem folgenden Ta-

bleau:
T'(ho) = Too
T(h1) =T - Tn
T(he) =Ty -+ To1 -+ Tho
Tn—l,n—l
Thp)=Two -+ Ty - - oo Tppor - T
Die einzelnen T} werden in folgender Weise rekursiv berechnet
1 2 2
T = (0= BT = (0= R T 14 )
J J—k
2
= Tjk1= 55— (Tik-1 = Tj-1k-1)
hs —hi_y,
Tip—1—Ti 15—
T'j,k—l‘i‘ 7,k—1 j—1k-1

Bk \2
(iljk) -1
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Achtung: Mit wachsendem n und kleiner Schrittweite droht Ausléschung!

Wir kommen nun zur Schrittweitenfolge h; aus ([@I7). Durch eine geschickte Wahl wollen
wir folgende Ziele erreichen.

e Die Anzahl N der f—Auswertungen soll moglichst klein sein.
e Die Quadraturformel E}(f) = p,(0) soll von positivem Typ sein.

Wir betrachten von nun an die sogenannte Romberg—Folge

hj=2"7hy, j=0,...,n, ho = (4.19)

Im Falle j = n haben wir m,, + 1 = 2" + 1 Gitterpunkte. Die Auswertung der summierten
Trapezregel I, (f) = T'(hy) erfordert 2" +1 f-Auswertungen, also

N(T},) = Aufwand(Ty, (f)) = 2" + 1.

Zur Auswertung Ep, (f) = Thn = pn(0) missen wir Tog = T'(ho), . . ., Tno = T'(hy) berechnen.
Wir zdhlen die dazu bendtigten f—Auswertungen.

Too 4 4 2f-Auswertungen
T g " @ 1f-Auswertungen
Ty g * & * & 2f-Auswertungen

T30 @ 4% & 4 ¢ 4 a4 g 4f-Auswertungen

Induktiv erhilt man:

2n —1

N(E,) = Aufwand(Ey, (f)) =2+ 1+---+2" 1 =24 s

=2+ 1.

Damit hat die extrapolierte Trapezregel Ej(f) den gleichen Aufwand wie die Trapezregel
I (f) selbst (gemessen in f—Auswertungen).

Offenbar sind die T}j;, Linearkombinationen der Tjo = T'(h;). Die T'(h;) aber sind ihrerseits
Linearkombinationen der Funktionswerte f(zy;), 2r; = a + kh;. Insgesamt ist also im Falle
der Romberg—Folge

Eh(f) =Thn = Z Mlmf(zkn) (4.20)
k=0

mit gewissen Gewichten pig,.

Satz 4.14 Bei Verwendung der Romberg—Folge (&19]) ist das resultierende Extrapolations-
verfahren von positivem Typ, d.h. die Koeffizienten pgy, in ([L20) sind positiv.
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Zum Abschlufl wollen wir unser Verfahren ausprobieren.

Beispiel:
Wir betrachten das Integral

1 |
/ dr =1.
2arctan(1) J_; 1+ 2?2

NS

1 1

Abbildung 4.5: Extrapolierte Trapezregel fir f(x) = Farctan(D) T122°

Die Abbildung zeigt links die zu integrierende Funktion f(z) = mﬁ Auf

der rechten Seite ist der Diskretisierungsfehler der extrapolierten Trapezregel Ej, (f) zur
Romberg-Folge hj = ho277, j = 0,...,n, mit hg = 1 (gestrichelt) im Vergleich mit dem
Fehler der summierten Trapezregel Tj, (f) fir n = 0,1,...,12 dargestellt. Die Extrapolation
wird natiirlich entsprechend Satz in h? durchgefithrt. In Ubereinstimmung mit unse-
ren theoretischen Untersuchungen beobachten wir einen grofien Genauigkeitsgewinn durch
Extrapolation. Wie liasst sich der Anstieg des Fehlers ab n = 8 erkléaren?

Nun verdndern wir den Integranden etwas und betrachten das Integral

1
¥ 1
dr = 1.
2 arctan(7) /_1 1+ (yz)? .

Den Fall v = 1 haben wir eben untersucht. Jetzt wéihlen wir v = 500. Der entsprechende
Integrand ist in Abbildung links zu sehen. Der Vergleich von Extrapolation Ej_ (f) (ge-
strichelt) mit der summierten Trapezregel Ty, (f) zeigt, daf in diesem Fall die Extrapolation
eher schadet als nutzt! Der Grund liegt in dem stark variierenden Verhalten des Integranden
in z = 0. Nach unserer theoretischen Analyse kann dies zu einem starken Anwachsen des
Restglieds fiithren, welches alle h—Potenzen zunichte macht.

Die Funktion

1
) > 1, 4.21
@)= 0 (1.21)
ist in diesem Sinne nicht glatt. Verfahren hoherer Ordnung sind hier fehl am Platze. <

4.3 Adaptive Multilevel-Quadratur

In diesem Abschnitt gehen wir davon aus, dafi die zu integrierende Funktion f lokal stark
variierendes Verhalten zeigt (vgl. z.B. ([A21])). Wie wir gesehen haben, sind dann Verfahren
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Abbildung 4.6: Extrapolierte Trapezregel fir f(x) = 2arctzn(10) 1+(fm2, ~v = 500.

hoherer Ordnung nicht sinnvoll. Wir beschrinken uns daher auf die summierte Trapezregel

Ta(f) =D Tu (), Tv(f) = 3(flarmr) + F(zr)) ks Vie = [zh-1, 2], b = 2k — 211
k=1

zu einem Gitter
A={a=2<2z1 << 2zZp1 < 2zm=0b}.

Gesucht ist ein Gitter A* mit folgenden Eigenschaften
e Fiir ein vorgegebenes T'OL ist die Genauigkeitsbedingung
1(f) - Tae ()] < TOL (4.22)
erfiillt.
e Die Anzahl der Gitterpunkte m* + 1 =Aufwand(Ta«(f)) soll moglichst klein sein.

Die Grundidee der Mehrgitter—Quadratur zur approximativen Bestimmung von A* besteht
darin, ein geeignet gewéhltes Startgitter Ay rekursiv zu verfeinern, bis die Genauigkeitsbe-
dingung ([A.22) erfiillt ist. Das genaue Vorgehen ist in Abbildung 7] beschrieben. Demnach
setzt sich ein Mehrgitterverfahren zur Quadratur aus folgenden Bausteinen zusammen:

o Wahl eines Ausgangsgitters Ay,

e Auswertung einer Quadraturformel Tx; (f)
e Fehlerkontrolle

e Verfeinerungsstrategie

Wir konzentrieren uns zunéichst auf den 4. Baustein: die Verfeinerungsstrategie.

Uniforme Verfeinerung. Die uniforme Verfeinerung von A; basiert auf der Halbierung
jedes Teilintervalls

Vk(j) = [212@17219)]7 k=1,...,mj,
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Ausgangsgitter Ag, j:=0

Verfeinerung:
Ajy1 = Ref (A;) Auswertung von Ta;(f) ‘
j=i+l

Nein

Fehler < TOL

Ja

O

Abbildung 4.7: Mehrgitter—-Quadratur

also
Aj—i—l = Refuniform(Aj) - Aj U {%('Z](CJ—)I + Zl(g])) } k=1,... 7mj} .

Die uniforme Verfeinerung zielt nur auf das Erreichen der vorgegebenen Genauigkeit T'OL.
Tatséchlich ist unabhéngig vom Startgitter Ay die Genauigkeitsbedingung (4.22)) nach end-
lich vielen Schritten erfiillt (sofern geniigend Speicherplatz verfiigbar ist). Auf der anderen
Seite wird gar nicht erst versucht, das zweite Ziel der Mehrgitter—Quadratur zur erreichen,
niamlich die Anzahl der Gitterpunkte klein zu halten. Alle Teilintervalle Vk(J ) werden hal-
biert, auch dann, wenn sie keinen nennenswerten Beitrag zum Gesamtfehler leisten. Auf
diese Weise werden tiberfliissige Gitterpunkte eingefiigt, welche den Aufwand erhdhen, ohne
die Genauigkeit zu verbessern. Damit sinkt die Effizienz.

Adaptive Verfeinerung. Um Gitterpunkte zu sparen, soll ein Teilintervall Vk(j ) dann und
nur dann halbiert werden, wenn der lokale Diskretisierungsfehler

€>)‘;k(j)(f) = Vk(j>(f) - Tvk?j)(f)’ Ivk(j)(f) = Vo f(x) du,

geniigend grof} ist, wenn also
€5 (D] =7 (4.23)
k:
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ausfillt. Dabei ist 7 ein geeigneter Schwellwert.
Leider ist der lokale Diskretisierungsfehler im allgemeinen nicht bekannt. Wir miissen daher
auf eine geeignete Schitzung zuriickgreifen. Die Auswertung der a priori Fehlerschdtzung

5 min |f7(@)[hi < le o (f)| < {5 max |f"(z)|h}
;tEV,f” k xGka)

ist zu aufwendig (Berechnung der zweiten Ableitung, Minimierungsprobleme).
Der néchste Satz liefert eine a posteriori Fehlerschitzung.

Satz 4.15 Die Simpson—Regel

Sy = o (f<z,i“1> +4f(57,) + f(z,2”>) C2 =3 L0, 4200 (4.24)
gentige der Bedingung
o () =Sy (Nl < dlel.o, (N, 0<g<1. (4.25)
Dann hat die a posteriori Fehlerschétzung
ey (f) = Sy0 (F) = Ty (f) (4.26)
die Figenschaft
(1+a) e, () < ey (Nl < (1 —q)” ey (£ (4.27)
k
Beweis:
Wir zeigen nur die rechte Abschétzung. Aus der Dreiecksungleichung und ([€25]) folgt
\€V<J>(f)| = o) =Ty (Ol <180 (F) = Lo (NI + 18,60 (f) = Tyo ()]
< Q\evm( )|+ \evm( -
Bemerkung:

Die Bedingung (£.25]) heifit Saturationsbedingung. Sie ist erfiillt, wenn die Simpson—Regel
eine bessere Approximation als die Trapez—Regel liefert. Das muf3 nicht unbedingt der Fall
sein (Ubung.)

Bekanntlich gilt aber fiir f € C*[a, b]

1y (f) = Syo ()l < % ma, |f ) (@)|h}.
TV

Liegt umgekehrt
chi <L, (f) = T, ()]
k k

vor, so ist die Saturationsbedingung (4.25)) fiir geniigend kleine hy, erfiillt. Es gilt sogar

q = q(hk) — 0, hk — 0.

Mit Blick auf ([£27)) wird die Fehlerschétzung (£26) mit immer kleinerem hj also immer
besser: Der Fehlerschétzer (4.20)) ist asymptotisch exakt. <
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Mit Blick auf (£23) wird nun jedes Teilintervall Vk(j ) verfeinert, fiir das
ey (NI =7
ausfallt, also
Ajy1 = Refadaptiv(Qj) = A U {%(Z;(f,)l + Z;(CJ)) | fevku')(f)’ >n, k=1,... :mj} :

Wir haben noch den Schwellwert 7 festzulegen. Fine mogliche Wahl ist die sogenannte Ma-
Timumsstrategie

=, Jpex ey ()]

In jedem Verfeinerungsschritt werden also solche Intervalle halbiert, in denen der maxima-
le geschitzte Fehler auftritt. Eine verfeinerte Heuristik zur Bestimmung des Schwellwerts,
welche auf Extrapolationsideen beruht, findet sich bei Deuflhard und Hohmann [I], 9.7.1].
Anders als bei uniformer Verfeinerung ist nicht ohne weiters klar, ob die adaptive Mehrgitter—
Quadratur konvergiert.

Satz 4.16 Es sei f € C?[a,b] und die Saturationsbedingung (&28) sei fir allek = 1,...,m;,
Jj=0,...erfallt. Dann gibt es zu jedem TOL ein J, so daf8 Ta,(f) der Genauigkeitsbedingung

#22) gendigt.

Beweis:
Der Einfachheit halber fithren wir den Beweis unter der Annahme, dafl ¢ = 0 oder gleichbe-
deutend ey ) = e*V(j) gilt. Die Argumentation ldsst sich auf g € [0,1) erweitern.

k k

Wir zeigen, dafl mit h,(fj) = z,ij) — z,ij_)l

hl) = i max h,(j) — 0, j — oo.
=1,...,m;

Dazu reicht es nachzuweisen, dafl aus
folgt, dafl h,(cj0 ) nach endlich vielen Schritten halbiert wird. Nach j Verfeinerungsschritten ist
ol S el ok WE=1,....m

Der maximale lokale Fehler tritt in mindestens einem Intervall Vk(g ), ko € {1,...,m;}, auf.

Nach Halbierung dieser Intervalle ist der Fehler auf den resultierenden Teilintervallen durch
Le||f"||ch) beschrinkt. Entweder ist nun die Menge

My = {k | e*vk(j)' > %C||f"||ooh(j)}

leer, oder sie wird durch Verfeinerung um mindestens ein weiters Element reduziert. Damit
ist nach (hochstens) m; Schritten

€ remp | < Fellf oo,
k
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Mit geeignetem s € N erhélt man nach endlich vielen Schritten

e}l < geell ok <& VE =1, my.
k

J)

Dann muf} insbesondere héo halbiert worden sein. O

Damit ist unsere adaptive Verfeinerungsstrategie fertig und soll ausprobiert werden.

Beispiel:
Wir betrachten wieder das Integral

1
7 / L - (4.28)

2arctan(y) J_; 1+ (yx)?

und zwar wieder im Fall v = 500. Als Ausgangsgitter wihlen wir
Ag={a=20,2) =0} (4.29)

mit mg = 2 Gitterpunkten. Wie oben beschrieben, bestimmen wir ausgehend von Ag durch

adaptive Verfeinerung die Gitterfolge A1, Ag, ..., A; mit j = 250. Abbildung B.§ zeigt links
den Integranden. Jeder adaptiv gewéhlte Gitterpunkt z,E:] ) ist durch einen Kreis markiert.
Auf der rechten Seite sieht man die Entwicklung des Diskretisierungsfehler in Abhéngigkeit

von der Anzahl der Funktionsauswertungen. Beachte, dafl bei dem adaptiven Verfahren die
zur Fehlerschéitzung bendtigten Funktionsauswertungen an den Intervallmittelpunkten z](gj 1
2
mitgezihlt werden. Als Vergleich dient die Trapezregel auf einem uniform verfeinerten Gitter

(gestrichelt), die sich im letzten Beispiel des vorigen Abschnitt gegen die Extrapolation
behauptet hatte.

Abbildung 4.8: Uniforme und adaptive Verfeinerung

Es zeigt sich, dafl in diesem Beispiel die adaptive Verfeinerung deutlich iiberlegen ist. Er-
wartungsgeméfl verstiarkt sich diese Uberlegenheit, wenn man v weiter vergroflert. N

Wir kommen nun zum letzten Baustein unserer Mehrgitter—Quadratur, der Kontrolle des
Diskretisierungsfehlers

en; () = I(f) = Ta; (f)

Bis jetzt sind wir immer davon ausgegangen, dafl die exakte Losung I(f) bekannt ist. Das
ist natiirlich in der Praxis gerade nicht der Fall. Wir wollen daher auch den Diskretisie-
rungsfehler e*Aj( f) schitzen und gehen dabei genau wie beim lokalen Diskretisierungsfehler
VOr.
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Satz 4.17 Die summierte Simpson—Regel

mj
Sa; = Z Svk(j)
k=1

mit SVk(j) aus ([L24) geniige der Bedingung

I(f) = Sa, (N < dglex, (), 0<qg<1. (4.30)
Dann hat die a posteriori Fehlerschétzung
en; (f) = Sa;(f) — Ta,(f) (4.31)
die Figenschaft
(1+q) Hea, (N < lea,(H < (1 =q) Hea, (f)]. (4.32)
Beweis:
Der Beweis ist wortwortlich derselbe wie fiir Satz a
Bemerkung:

Analog zum lokalen Fall ist die Saturationsbedingung (£30) fiir geniigend kleine h =
maxXg=1, .. m; hy. erfiillt, wenn die Bedingung

ch? < |I(f) = Ta,(f)l
vorliegt, wenn also die summierte Trapezregel nicht zuféllig genauer ist als erwartet. Die a

posteriori Fehlerschétzung (£.31)) ist dann asymptotisch exakt. <

Beispiel:
Wir betrachten wieder den Integranden f aus (£28) mit v = 500 und dieselbe adaptiv
gewihlte Gitterfolge Ag, A1, Ag, ..., A; mit j = 250 wie im vorigen Beispiel.

Abbildung 4.9: A posteriori Schiatzung des Diskretisierungsfehlers

Abbildung zeigt links die exakten Diskretisierungsfehler e} (f) im Vergleich mit den
Schétzungen ea, (f) aus (3] fir i = 0, ..., 250. Nach anfénglichen Schwankungen sind ex-
akte Fehler und Schétzungen nicht zu unterscheiden. Auf der rechten Seite ist der sogenannte
Effektivititsindex

_ lea,(f)]

Ki = ,

" ler, ()]
zu sehen. Es gilt kop = 0.9865 und zum SchluB ist ko590 = 0.9998, d.h. exakter Wert und
Schitzung stimmen bis auf 3 Stellen iiberein. N

i=0,...,7 =126,
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Damit haben wir alle Bausteine eines typischen adaptiven Mehrgitterverfahrens zur Qua-
dratur zusammengestellt (vgl. Abbildung[4.7). In praktischen Anwendungen ersetzt man die
exakte Abbruchbedingung (£.22) meist durch

lea,; (f)| <o TOL.

Dabei soll ein Sicherheitsfaktor o < 1 den unbekannten Faktor (1 — ¢) kompensieren. Besser
wére es natiirlich, auch noch (1 — ¢) zu schiitzen. Es gibt entsprechende Techniken, auf die
wir an dieser Stelle aber nicht weiter eingehen.

Zum Abschlufl wollen wir kurz den Aufwand unserer adaptiven Mehrgitter—-Quadratur un-
tersuchen.

Satz 4.18 Der Aufwand zur Berechnung von Ta,(f) mit der oben beschriebenen adaptiven
Mehrgitter—Quadratur inklusive a posteriori Schitzung des Diskretisierungsfehlers ist durch
2m; + 1 beschrdnkt.

Beweis:

Aufler der Auswertung in den m; +1 Gitterpunkten von A; benétigen wir m; Auswertungen
in den Intervall-Mittelpunkten zur Schitzung des lokalen und globalen Diskretisierungsfeh-
lers. Natiirlich werden dabei die Werte von f aus jedem Verfeinerungszyklus aufgehoben und
spéter wiederverwendet. O

Der Vorteil adaptiver Verfahren liegt darin, dal bei Integranden mit stark variierendem
Glattheitsverhalten typischerweise

2madaptiv < Myniform

ausfillt (vgl. obige Beispiele). Nur im glatten Fall, wenn a priori ein uniformes Gitter gewéhlt
werden kann, sind adaptive Techniken nicht sinnvoll.

Bemerkung:

Bis jetzt haben wir nur die Trapezregel (Ordnung p = 2) verwendet und die Genauigkeit nur
durch Einfiigen von Gitterpunkten erhoht. Ist der Intergrand f in gewissen Teilintervallen
glatt, so ist es besser, dort die Ordnung p zu erhdhen, z.B. durch Verwendung eines Extra-
polationsverfahrens. In anderen Teilintervallen mag f nicht glatt sein. Dann ist dort nach
wie vor die Halbierung der Schrittweite sinnvoll. Ein Kriterium, ob eine Erhchung der Ord-
nung p oder eine Halbierung der Schrittweite h vorgenommen werden soll, ist das Kernstiick
derartiger hp—Methoden. q

Literatur
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nen des Buches waren Extrapolationsverfahren zur Quadratur noch ein brandaktuelles
Thema, zu dem sowohl Stoer als auch Bulirsch wichtige Beitréige geleistet haben.



5 Anfangswertprobleme fiir gewohnliche
Differentialgleichungen

5.1 Mathematische Modelle zeitabhdngiger Prozesse

5.1.1 Radioaktiver Zerfall und Populationsdynamik

Wir kennen die Anzahl der Atome xy € R eines radioaktiven Materials zum Zeitpunkt ¢ = 0
und interessieren uns fiir

x(t) :  Anzahl der Atome zum Zeitpunkt ¢ > 0.

Es sei
pAt, pe(0,1)

die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Atom wahrend eines , kleinen* Zeitraums At zerfillt. Dann
folgt die Bilanzgleichung
x(t) — z(t + At)

(t)
In der Wahrscheinlichkeitstheorie nennt man den Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen
relative Hdufigkeit. Grenziibergang At — 0 liefert die Differentialgleichung

pAt =

2 (t) = —px(t), t>0. (5.1)

Linearkombinationen von Lésungen dieser Differentialgleichung sind wieder Losungen. Die
Differentialgleichung nennt man daher linear.

Beachte, dal wir von jetzt an zulassen, daf z(t) reelle Werte annimmt. Erst nach Rundung
auf ganze Zahlen ist x(¢) im Sinne unserer Aufgabenstellung interpretierbar. Wir nehmen
an, dafl der damit verbundene Rundungsfehler vernachlissigbar ist. Diese Annahme nennt
man

Kontinuumshypothese.

Offenbar ist die Kontinuumshypothese vertretbar, wenn z(t) > 0.
Der Zerfallsprozess wird also durch das Anfangswertproblem (AWP)

2'(t) = —px(t), z(0) = zo, (5.2)
beschrieben. Durch Einsetzen finden wir, dafl alle Funktionen der Form

z(t) =ae ™, acR, (5.3)

91
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Losungen von [5.1] sind. Die Festlegung der Konstante « erfolgt durch die Anfangsbedingung
in (5.2). Man erhélt
zo = z(0) = ae P’ = a.

Damit ist
x(t) = zoe P

eine Losung von (5.2]). Wir werden spéter sehen, dafl es keine weiteren Losungen gibt.

Beispiel:

Abbildung 5] zeigt die Losung im Falle p = 1 und zg = 10, Achtung: Offenbar gilt () — 0
fiir t — oo. Fiir grofle ¢ ist also z(t) > 0 sicherlich falsch und die Kontinuumshypothese nicht
mehr haltbar. Damit ist unser Modell nur fiir ein beschrinktes Zeitintervall physikalisch
sinnvoll. <

——  Anzahl der Atome

Abbildung 5.1: Radioaktiver Zerfall

Als néchstes betrachten wir das Wachstum einer Bakterienkultur. Die Vermehrung erfolgt
durch Teilung. Wir kennen die Anzahl xy Bakterien zum Zeitpunkt ¢ = 0 und wollen

x(t) :  Anzahl der Bakterien zum Zeitpunkt ¢ > 0

ermitteln. Es sei
pAt € [0, 1]

die Wahrscheinlichkeit, dafi sich ein Bakterium wéhrend eines ,kleinen“ Zeitintervalls At
teilt. Dann folgt
xz(t + At) — x(t) = pAt x(t). (5.4)

Grenziibergang At — 0 liefert
2'(t) = pz(t), t>0.
Wir erhalten also das AWP
2(t) = pa(t),  2(0) = 0. (5.5)

In gleicher Weise wie zuvor kommt man auf die Losung

z(t) = zoel’.
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Offenbar wichst z(t) exponentiell mit wachsender Zeit ¢ (vgl. Abbildung [(.2)). Das ist un-
realistisch. Der Grund fiir diesen Modellfehler liegt darin, dafl wir die Sterblichkeit und
Konkurrenz der Bakterien, z.B. um Nahrung, nicht beriicksichtigt haben. Zur Verbesserung
unseres Modells nehmen wir an, dal Konkurrenz zweier Bakterien innerhalb des ,kleinen*
Zeitintervalls At zum Absterben von

Azpon = kx(t)?At, k>0,

Bakterien fiihrt. Beachte, dafl eine ortsabhingige Konzentration der Bakterien zu einem orts-
abhingigen Wahrscheinlichkeit der Konkurrenz zweier Bakterien fithren wiirde. Wir haben
einfach angenommen, daf} die Konzentration der Bakterien nicht vom Ort abhingt. Diese
Annahme nennt man auch

Durchmischungshypothese.

Anstelle von (54]) erhalten wir nun
z(t + At) — z(t) = pAtz(t) — kx(t)?At.
und daraus durch Grenziibergang At — 0 die Differentialgleichung
2’ (t) = pa(t) — kx(t)?. (5.6)

Linearkombinationen von Losungen von (5.6]) sind i.a. nicht wieder Losungen: Die Differen-
tialgleichung (B.6) ist nichtlinear.

Beispiel:

Abbildung zeigt die Losung des einfachen Modells fiir 29 = 10% und p = 1 im Vergleich
mit der Losung des verfeinerten Modells (5.6) fiir #(0) = 29 = 105, p =1 und k = 2 - 1078.
Die Losung des verfeinerten Modells scheint nicht nur beschréankt, sondern fiir ¢ > tg = 9
sogar konstant zu sein. N

Abbildung 5.2: Einfaches und verfeinertes Modell einer Bakterienkultur

Die Losung x(t) ist im Gleichgewicht oder, gleichbedeutend, stationdr fiir ¢ > tg, falls es
keine zeitliche Anderung gibt, also

2(t) =0, Vt>t.
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Einsetzen in die Differentialgleichung (5.6]) liefert
0 = px — ka?.

Mogliche Gleichgewichtslosungen sind also

p
= d =—.
r=0 un T 2

In unserem obigen Beispiel ndhert sich die Losung x(t) gerade der Gleichgewichtslosung
_ 7

Bemerkung:
Die weitere mathematische Analyse unseres Populationsmodells hétte sich u.a. folgenden
Fragen zu widmen:

e Existiert fiir alle ¢ € R eine eindeutig bestimmte Losung?
e Kann man zeigen, dafl die Losung immer beschrankt ist?
e Bleibt die Losung positiv?

e Strebt jede Losung von (B.6) fiir ¢ — oo gegen eine stationéire Losung? q

5.1.2 Newton’sche Mechanik

Wir betrachten ein Objekt im R? mit der Masse m > 0, zum Beispiel ein Flugzeug. Auf das
Objekt wirkt zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 eine Kraft F'(t) ein. Es sei

x(t) : Ort des Objektes zur Zeit t > 0,
v(t) =2/(t) : Geschwindigkeit des Objektes zur Zeit ¢ > 0,
a(t) =v'(t) : Beschleunigung.

Die Ableitungen sind jeweils komponentenweise zu verstehen. Das Newton’sche Gesetz der
Impulserhaltung lautet

Kraft = Masse x Beschleunigung

oder als Formel
F(t) =ma(t), t>0. (5.7)

Wir betrachten zwei Spezialfélle von (B.7).

Freies Teilchen. Ist

|
Il

0,

wirkt also keine Kraft auf das Objekt, so spricht man von einem freien Teilchen. Nach
Division durch m > 0 folgt dann aus (5.7))
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Abbildung 5.3: Freies Teilchen

Wir erhalten also das folgende System von d Differentialgleichungen zweiter Ordnung
2'(t) =0, t>0. (5.8)

Da jede der d Differentialgleichungen linear ist, ist (5.8)) eine lineares System von Differenti-
algleichungen. Wir kénnen (0.8) auch als dquivalentes System von 2d linearen Differential-
gleichungen 1. Ordnung schreiben, ndmlich

(5.9)
Fiir jedes a, 8 € R? ist
z(t)=at+ B, v(t)=«

eine Losung von (0.9). Um die Parameter o, € R? zu bestimmen, brauchen wir 2d An-
fangsbedingungen. Folgende Bedingungen sind naheliegend:

x(0) =xz¢ : Ort zum Zeitpunkt ¢ = 0,
(5.10)
v(0) =vp : Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 0.

Wir erhalten dann die Losung
x(t) = vot + xg, v(t) = vo,

und werden spéter sehen, dafl es keine weiteren Losungen gibt.

Beispiel:
Im Falle
0 3
ro = 0 vy = 4
0 0

ist x3(t) = 0 Vt > 0. Abbildung (3] zeigt die (etwas eintonige) Bahn des Teilchens in der
(1, z2)-Ebene fiir t € [0, 1]. q
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Abbildung 5.4: Harmonische Schwingung

Harmonischer Oszillator. Wir nehmen an, dafl unser Objekt an einer Feder befestigt ist,
deren Masse gegeniiber m zu vernachlissigen ist. Wir wihlen unser Koordinatensystem so,
dafl z = 0 der Ruhelage entspricht. Dann beschreibt z1(t)e; die Auslenkung aus der Ruhelage
x = 0. Wir nehmen an, dafl wir es mit einer Feder zu tun haben, die dem Hooke’sche Gesetz
geniigt. Das Hooke’sche Gesetz lautet

x(t) ist proportional zur Riickstellkraft —F(¢)

oder
F(t) = —Dx(t). (5.11)

Die Proportionalitéitskonstante D > 0 heifit Federkonstante. Einsetzen von (B.I1]) in die
Newton’sche Bewegungsleichung (5.7)) liefert

ma” = —Dx (5.12)
oder gleichbedeutend
(5.13)
Fiir die Anfangsbedingungen (5.10]) erhélt man die Losung
z(t) = xpcoswt+ L sinwt

v(t) = —wxgsinwt + vy coswt
Das ist eine harmonische Schwingung.

Beispiel:
Wir betrachten den Fall m = D =1 und
1
g = 0
0
Dann ist z2(t) = x3(t) = v2(t) = v3(t) = 0 fiir alle ¢ > 0 und Abbildung [5.4] zeigt x;(¢) und
v1(t) (gestrichelt) fur ¢ € [0, 4x]. q

Fiir weitere Beispiele verweisen wir auf die reichhaltige Literatur, z.B. Deuflhard und Bor-
nemann [I, Kapitel 1].
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5.2 Existenz, Eindeutigkeit und Kondition

Vorgelegt sei das AWP

y/(t) = F(ya t)? te (TOaTl]a y(TO) = Yo, (514)

mit gegebener Funktion
F R 5 RA

gegebenen Anfangsdaten
yo € R?

und der gesuchten, einmal stetig differenzierbarer Funktion
y:[To,T1] = RY,  kurz y e CHTp, T1].

Ist F(y,t) = g(t) unabhdingig von y, so gilt

t

y(t) = o +/ g(s) ds, te [Ty, T1]. (5.15)
To

Die rechte Seite von (5.15]) lisst sich numerisch mit Hilfe von bereits bekannten Quadratur-

formeln auswerten. Im allgemeinen erhélt man

¢

y(t) = yo —|—/ F(s,y(s)) ds, te€ [Tp,T1]. (5.16)
To

Anfangswertprobleme lassen sich also als Quadraturaufgabe mit i.a. unbekanntem Integran-

den auffassen. Von dieser Interpretation werden wir spéter noch intensiv Gebrauch machen.

Definition 5.1 Das AWP (&.14) heifit autonom, falls F' nicht von t abhdingt. Andernfalls
heif$t (5.14]) nicht—autonom.

In Abschnitt BT haben wir nur autonome Systeme kennengelernt.

Bemerkung:
Sind 2 € CY[Tp, T1] und & € C'[Ty+T, T} +T)] eindeutig bestimmte Lésungen der autonomen
AWPe

a'(t) = f(z(t), t € (To,T1], =(To) = =o,

und
()= f@@), te (To+T, Ty +T)], Z(To+T)=zo,
so gilt
i‘(t) = x(t — T) YVt € [To +T,T) + T}. (5.17)
Autonome Systeme sind also translationsinvariant. N

Jedes nicht—automome AWP lasst sich autonomisieren:
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Satz 5.2 Sei x : [Ty, T1] — R eine Losung des AWPs

o' (t) = f(z(t), t € (To,Ta], x(To) = o, (5.18)

RS 2 5 f(a) = (F(1$)> ERML g = <y0> c R+

Ist dann y eine Losung von (514), so ist

o(t) = (yf)> (5.19)

eine Losung von ([BI8). Ist umgekehrt x Losung von (5I8), so liefert (5.19) eine Lisung y
von (B.14).

Beweis:
Ubung. a

Mit Blick auf Satz und die Translationseigenschaft (5.I7) betrachten wir im folgenden
nur autonome Systeme der Gestalt

2(t) = flz(t)), te (0,T), 2(0)= o, (5.20)

mit
[R>S RY zpeRY,

deNund T € R, 0 < T. Als erstes untersuchen wir Existenz und Eindeutigkeit.

Satz 5.3 (Picard/Lindel6f) Sei f Lipschitz—stetig. Dann ezistiert zu jedem Anfangswert
xo € RY eine eindeutig bestimmte Losung x € C1[0,00) des AWPs (5.20) fir alle T > 0.

Beweis:

Ein Beweis findet sich beispielsweise bei Walter [3]. Unter der zusétzlichen Voraussetzung,
dafl T' ,hinreichend® klein ist (Kontraktionsbedingung!), kann man den Beweis iibrigens mit
Hilfe des Banach’schen Fixpunktsatzes fithren (Ubung). O

Bemerkung:
Die Funktion f heifit lokal Lipschitz—stetig, falls fiir jede kompakte Teilmenge K C R? eine
Lipschitzkonstante L existiert, so dafl die Abschétzung

() = F)ll < Lille =yl Va,y € K

erfiillt ist. Erinnerung: Gilt diese Abschiitzung mit R? anstelle von K, so liegt (globale)
Lipschitz—Stetigkeit vor. Man kann Existenz und Eindeutigkeit auch im Falle von lokal
Lipschitz—stetigem f zeigen, allerdings nicht fiir alle Zeiten T > 0. <

Beispiel:
Die Funktion

flz) = 2?
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ist zwar lokal, aber nicht global Lipschitz—stetig. Das entsprechende AWP
o' (t) = z(t)?, t € (0,T], =z = =,

hat die Losung
o

mot—1'

z(t) = —

Im Falle 2o < 0 ist # € C'[0, 00). Ist aber x¢ > 0 so hat z(t) bei to = 1/x¢ eine Singularitiit.
Unser Anfangsproblem ist dann nur fiir 7' < ty < oo 16sbar. Man spricht von “blow up”. <«

Ist f nicht lokal Lipschitz—stetig, so braucht keine Eindeutigkeit vorzuliegen, wie das néichste
Beispiel zeigt.

Beispiel:
Die Funktion

V1—2z2

X

flz) = —
ist zwar stetig, aber nicht lokal Lipschitz—stetig in = 1. Das entsprechende AWP

4/1_ 2
o= e (0,1], x(0)=1,
X

hat die zwei Losungen

denn

t t 1— 23(t
2y (t) = — - - 10} q

Vi () w(t)

Definition 5.4 Das AWP (5.20) heifit reversibel, wenn das zugehirige Randwertproblem
2'(t) = f(x(t)), x €[0,T), 2(T) = zo, (5.21)

fiir alle xy € R? eine eindeutig bestimmte Lisung besitzt.

Beispiel:

Das einfache Populationsmodell aus Abschnitt B.1.1]ist reversibel. Das verfeinerte Populati-
onsmodell ist nicht reversibel (Ubung). <
Bemerkung:

Ist f global Lipschitz-stetig, so ist das AWP (5.20) reversibel (Ubung). <

Einen umfassenderen Uberblick iiber typische Eigenschaften des AWPs (5.20) und seine
Losungen findet man beispielweise bei Deuflhard und Bornemann [1 Kapitel 2].

Bevor wir die Kondition eines AWP untersuchen, fithren wir noch sogenannte Fluffoperatoren
ein.
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Definition 5.5 Fiir ein xq € RY und T_1 < 0 < T} habe das Problem
2(t) = f(z(t), t e [T-1,T1], =z(0)= =, (5.22)

die eindeutig bestimmte Losung x € CY[T_1,Th]. Dann ist zo fiir jedes t € [T_1,T1] im
Definitionsbereich D(¢') des Flupoperators ¢,

¢': D(¢") C R —» R%

Fiir jedes t € [T_1,T}] ist der entsprechende Fluf ¢'zo definiert durch

Ptrg = z(t) € RY

Beispiel:
Im Falle des einfachen Populationsmodells (5.5) ist der Fluloperator ¢! fiir alle xo € R und
alle t € R definiert. Es gilt

dlzg = ePlag. 4

Bemerkung:
Fiir jedes feste xq ist ¢'zg : [T_1,T1] — R? eine vektorwertige Abbildung. Nach Definition
ist diese Abbildung differenzierbar und es gilt

Sotm = 2'(0) = f(2(0)) = f('x0). (523)

<

Satz 5.6 Verknipft man durch Hintereinanderausfihrung, so gilt mit id = ¢°
ide! = ¢lid = ¢'.

Im Falle T_1 = 0 ezistiere zu jedem Anfangswert xo € RY eine eindeutig bestimmte Lisung
x € CY0,00) von (B22) fiir alle Ty > 0. Dann ist D(¢') = R, V¥t > 0 und die Hintereinan-
derausfihrung von Flufloperatoren hat die Halbgruppeneigenschaft

¢S+t — ¢s¢t vs’t > 0.

Es existiere zu jedem Anfangswert xog € R? eine eindeutig bestimmte Losung x € C'(—o0, 00)
von (522 fir alle T_y < 0 < Ty. Dann ist D(¢') = R?, ¥Vt € R und zu jedem Flufoperator
¢t gibt es den inversen Flufoperator ¢t mit der Figenschaft

ot =id.

Die Menge der Fluffoperatoren
o= {¢'|teR)

ist dann eine abelsche Gruppe bzgl. der Hintereinanderausfithrung.
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Beweis:
Ubung. O

Wir kommen nun zur Definition der Kondition des AWPs (5.20)). Dabei nehmen wir der
Einfachheit halber an, da (5.20) fiir jeden Anfangswert 2o € R? und alle 7' > 0 eindeutig
l6sbar ist.

Definition 5.7 Sei | - || eine Vektornorm auf R®. Dann ist fiir jedes feste t > 0 die (punkt-
weise) Kondition k(t) die kleinste Zahl (t) mit der Eigenschaft

¢! (z0 + Axg) — ¢'ao| < K(t)||Axol| + o(||Azg|)  fiir Azg — 0. (5.24)

Die Kondition misst die Verstérkung eines Fehlers in den Anfangsdaten xg.
Beispiel:
Wegen
|p! (z0 + Axg) — ¢'zo| = eP'| Ay
ist die Kondition des einfachen Populationsmodells (5.5)
Kk(t) = ePt. <

Definitionsgemif ist ¢'x fiir jedes feste ¢ eine Funktion von z € R¢ mit Werten in R?. Wir
nehmen an, dafl diese Abbildung in zq differenzierbar ist. Aus der Definition der Ableitung
D¢tzg € R4 (Jacobi-Matrix) und der Dreiecksungleichung folgt sofort

16" (z0 + Awo) — ¢'woll < [|D¢woll| Aol + o(|| Azol))  fiir Azo — 0.

Also ist
k(t) < || De'aol|.

Die Ableitung W (t) = D¢z nach xq heiit Wronski—Matriz.
Ist f stetig differenzierbar, so folgt aus (5:23]) und der Kettenregel die Differentialgleichung

d d
SW(t) = D' = Df(¢tno) = (¢n0)W (1) (5.25)
Zusammen mit der Anfangsbedingung

W(0)=1  (Einheitsmatrix in R?) (5.26)

erhélt man ein lineares Anfangswertproblem zur Berechnung der Wronski-Matrix. Leider
hiingt die Koeffizientenmatrix f’(¢'zo) von der unbekannten Lésung z(t) = ¢'zy ab. Damit
hat man es mit einem gekoppelten AWP bestehend aus (5.20) und dem System (5.25]), (5.20)
zu tun.

Wir wollen nun eine besser zugéngliche, dafiir leider auch grébere Abschétzung fiir die Kon-
dition () herleiten. Dabei setzen wir voraus, dafl f global Lipschitz—stetig mit Lipschitz—
Konstante L ist. Unter Verwendung von (5.23]) und des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung erhélt man

t
¢'zo = x0 +/0 f(¢°x0) ds.
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Somit gilt

t
@' (2o + Axmg) — ¢'xg = Axg + /0 (f(qﬁs(a:o + Axg)) — f(qbsa:o)) ds.

Nun nehmen wir auf beiden Seiten die Norm und nutzen Dreiecksungleichung und Lipschitz—
Stetigkeit von f. So ergibt sich

t
|6 (x0 + Azo) — ¢'wol| < [|Azo| + /0 | f(¢° (w0 + Azo)) — f(¢°x0)l|ds
(5.27)

t
< |Azoll + L / 16° (0 + Ado) — daolds
0

Um die rechte Seite in (5.27]) weiter abzuschitzen, bendtigen wir das sogenannte Gronwall-
Lemma:

Lemma 5.8 Sei ¢: [a,b] - R stetig und o, > 0.

Dann folgt aus
t

git) <a+pB [ g(s)ds  Vtea,b] (5.28)

die Abschitzung
g(t) < a9 Vi e la,b] (5.29)

Beweis:
Sei € > 0 beliebig, aber fest gewahlt. Wir setzen

G(t) = (a+¢e)®T=2  G'(t) = BG(1).
Dann ist entweder
g(t) < G(t) Vt € [a, b] (5.30)
oder

M ={t €la,b] [ g(t) = G(t)} # 0.

Wir nehmen an, daf§ der zweite Fall, also M # () vorliegt. Aufgrund der Stetigkeit von g und
G ist M abgeschlossen, also kompakt. Daher gibt es ein kleinstes Element ¢t € RN M von
M. Wegen

gla) =a <a+e=G(a)
ist a ¢ M, also a < ty. Da tg das kleinste Element von M ist, muf}

g(t) < G(t) Vtela,toy)
sein. Daraus folgt mit 5 > 0 die Abschétzung

g(to) < a+ ﬁ/to g(s) ds

< atp [ ds—at [ Gs) ds =+t Glto) - Gla) = Glto) —

a a
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im Widerspruch zu tg € M! Also mufl M = () sein. Grenziibergang ¢ — 0 in (5.30) liefert die
Behauptung. a

Satz 5.9 Es sei f Lipschitz—stetig mit Lipschitzkonstante L. Dann gilt

k(t) < el Yt > 0.

Beweis:
Setzt man
9(t) = ll¢' (w0 + Azo) — ¢'zoll, >0,
so folgt die Behauptung sofort aus (5.27) und Lemma 5.8 0
Bemerkung:

Die obere Schranke aus Satz ist zwar scharf (vgl. das einfache Populationsmodell (5.1)),
kann die Kondition aber stark tiberschétzen. So ist fiir die Zerfallsgleichung (5.2))

K(t) = e Pt < el q
Neben der punktweisen Kondition (t) betrachtet man auch die intervallweise Kondition

k[0,t] = max k(s) (5.31)
s€[0,t]

Das AWP (5.20) ist gut konditioniert, falls [0, T] ,klein“ ist.

5.3 Euler—Verfahren

Wir wollen Diskretisierungsverfahren zur nédherungsweisen Losung des AWPs (5.20) entwi-
ckeln. Dabei setzen wir der Einfachheit halber voraus, daf f € C(RY) und daf$ fiir jeden
Anfangswert 29 € R? eine eindeutig bestimmte Losung x € C1(0,00) von (5.20) existiert.
Nach Satz ist dafiir die globale Lipschitz—Stetigkeit von f hinreichend (aber nicht not-
wendig).

Wir wollen die unbekannte Losung z(t) durch eine stiickweise lineare Funktion annéhern.
Dazu wihlen wir zunéchst ein Gitter

A={0=tg<ti1 <...<t, =T}

mit den Schrittweiten
T =tgy1 —te, k=0,...,n—1

Die maximale Schrittweite bezeichnen wir mit

TA = max T.
k=0,...,n—1

Wegen 2/(0) = f(z(0)) = f(zo) ist die Tangente an z(t) in tg = 0 gegeben durch

Y xg = x0 + 7 f(20)-
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Einsetzen von 7 = 7y liefert

x1 = Yxo = xo + 70 f(20).

Auf die gleiche Weise kénnen wir zo, ..., x, berechnen und erhalten so das explizite Euler—

Verfahren
Tpy1 =Y *Fxg, k=0,...,n—1, x9€ R? gegeben,

mit
Yr=z+7f(x), zeRY 7>0. (5.32)
Beachte, daf sich der neue Gitterfehler ||z (tx+1) — xx+1]| an der Stelle t511 gemif

Je(tirn) — zrall < 6™ (t) — 0™ ()| + (672 (t) — ooy (5.33)
aus zwei Beitrdgen zusammensetzt: Dem
Konsistenzfehler: ||¢™z(tg) — Y™ x(ty)]]
durch Linearisierung im aktuellen Zeitschritt und der
Fehlerfortpflanzung:  [[¢)™ x(t) — ™ x|

des alten Gitterfehlers.
Das Euler—Verfahren liefert die Gitterfunktion

xA(tk):xk, k:(),...,n.
Der Diskretisierungsfehler ist definiert durch

&~ walloo = max fo(t) - .

Natiirlich hoffen wir, daf3
|z — 2Allcc = 0 fiir 7A — 0.

Beispiel:
Wir diskretisieren das AWP

2'(t) =z(t), t€(0,2], z(0)=1

mit der exakten Losung z(t) = e® mit dem expliziten Euler—Verfahren. In Abbildung
sieht man links den neuen Konsistenzfehler nebst Fortpflanzung des Fehlers aus dem ersten
Zeitschritt fiir die unrealistische grofie Schrittweite TaA = 0.5. Auf der rechten Seite ist der
Diskretisierungsfehler ||z —za |0 in Abhéngigkeit von der Schrittweite 7o = 1/n dargestellt.
Wir beobachten

[z = zAllo = O(7a). q
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Abbildung 5.5: Explizites Euler—Verfahren

Das explizite Euler—Verfahren lisst sich auch als Diskretisierung der Ableitung 2’ durch
den vorwartsgenommenen Differenzenquotienten interpretieren. Auf diese Weise erhélt man
némlich

M:f(xk)v k=0,....,n—1,
Tk

und Auflosung nach . liefert (532)).

Verwendet man stattdessen den riickwértsgenommenen Differenzenquotienten, so ergibt sich
das implizite Fuler—Verfahren

Tpr1 =V *xg, k=0,...,n—1, Vx=x+7fW7x), zeRY rel0,mn]. (5.34)
Beachte, dal die Werte des diskreten Fluoperators diesmal nicht explizit gegeben sind. Die

Auswertung von ¢+ x erfordert die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems.

Beispiel:
Wir betrachten das AWP

' (t) = z(t)?, z(0) =z < 0.

Anwendung des impliziten Euler—Verfahrens liefert im ersten Zeitschritt die quadratische
Gleichung

2
T1 = To + Tox]

mit den zwei Losungen

1
7y = oE (1£ 1 —4mz0) .
Es ist nicht klar, welche der beiden Losungen man nehmen soll. N

Trotz dieser Schwierigkeiten sind implizite Diskretisierungen fiir AWPs mit Zusatzstruktur
(Stichwort: dissipative Differentialgleichungen [1, Abschnitt 6.3.3]) genau die richtige Verfah-
rensklasse. Bevor wir dazu kommen, sind aber noch eine Reihe wichtigerer Fragen zu kldren.
Wir untersuchen also im folgenden ausschliellich explizite Verfahren und erwdhnen implizi-
te Verfahren nur am Rande. Ungeduldige verweisen wir auf Deuflhard und Bornemann [I]
Kapitel 6].
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5.4 Konsistenz von Einschrittverfahren
Bei der numerischen Losung des AWPs (5.20) gehen wir aus von dem Gitter
A={0=ty<t1 <...<tp_1<t, =T}

mit den zugehorigen Schrittweiten

T =thr1 —tk, k=0,....,n—1 1A= k:(r)?.g.i,}riz,—lTk'
Durch eine Familie diskreter FluBoperatoren

Y7 RY S RY 7 >0, (5.35)

wird ein explizites Finschrittverfahren

Tpy1 =V%a, k=0,...,n—1, x9c R? gegeben, (5.36)

charakterisiert. Wir sprechen daher hiufig kurz vom ,, Verfahren 7. Die Anwendung eines
diskreten FluBoperators ¢™ auf ein € R% ergibt den diskreten Fluf8 /" x, 7 > 0.

Mit Blick auf (5:33]) ist eine notwendige Voraussetzung fiir die Konvergenz der resultierenden
Gitterfunktion

zA(ty) =2k, k=0,...,n,
gegen die kontinuierliche Losung z(t), ¢t € [0,7], dal der diskrete FluBloperator " den

exakten Flufloperator ¢ mit immer kleiner werdender Schrittweite 7o immer besser appro-
ximiert.

Definition 5.10 Die Differenz von kontinuierlichem und diskretem Fluf
ez, 7)=¢"z -9z xzeRY 7>0,

heifst Konsistenzfehler. Das Verfahren ¥ heifit konsistent mit dem AWP (5.20), wenn

NNECRS)
T—0 T

=0 VzeR%

Das Verfahren ¢ heifst konsistent mit Konsistenzordnung p, wenn fiir jedes Kompaktum
K C R" eine Konstante Cx(f) > 0 und ein 7" > 0 ezistieren, so daf8 gilt

le(z, 7)|| < Cx(f)mP™ Vee K VYr<7* (5.37)

Als Beispiel betrachten wir das explizite Euler—Verfahren.

Satz 5.11 Es sei f € CY(RY). Dann ist das explizite Euler—Verfahren (5.32) konsistent mit
Konsistenzordnung p = 1.
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Beweis:
Seien K C R kompakt und = € K beliebig, aber fest gewiihlt. Der Beweis beruht auf einer
Taylor-Entwicklung des Konsistenzfehlers e(z,7) = ¢"x — ¢"x in 7 um 7 = 0. Bekanntlich
gilt mit geeignetem s = s(7) € (0,1)

2 72

T T d T T d (4
¢> Tr = (25 x”T:O +TE¢ $|T:O+ ?ﬁ(ﬁ x‘@:sr

Offenbar ist
¢T$|T=0 = d)ox =Z.
Wir haben die Ableitungen d%gif:c und %W zu berechnen. Aus (5.23)) folgt
o7 = f(¢7x),

also

& 7l = f(6"0) = f(x).

Die Kettenregel liefert

d2 T d T el T d T — £ T T
0Ta = f(67) = [(67a) 6w = [ (6T0) f(67w),
also

L g = P2 1),
Wegen "z =z + 7f(x) (vgl. (532))) erhdlt man
5= a = TP Do 5= 5(r) € (0.1) (5:39
Nun wiihlen wir ein weiteres Kompaktum K mit K C int K. Dann ist ||z — y| > & > 0 fiir

alle y auf dem Rand von K. Die Losung z(t) = ¢'z von (5.20) zum Anfangswert z € K ist
stetig auf [0, 00). Daher existiert ein 7% > 0, so da8

2(t)=¢'z e K Vtelo, ] (5.39)
Nun folgt aus (5.37)
2 2
|67 —vall < 5 max |f'(¢'2)f(¢'2)] < G max |F @) e 0.7,
€[0,7*] 2 yeK

Das ist gerade die Behauptung mit

Cre(f) = = max /' (0) F)]]. 0

2 yeK
Aus Kapitel @l wissen wir, dafl im Falle glatter Integranden Quadraturformeln hoherer Ord-
nung aus Effizienzgriinden vorzuziehen sind. Bei der Diskretisierung von AWPs ist das ganz
genauso. (Im Unterschied zur Quadratur kennen wir allerdings den Integranden z'(t) =
f(x(t)) nicht). Wir wollen daher Diskretisierungsverfahren héherer Ordnung konstruieren.
Als erstes betrachten wir die sogenannte
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Methode der Taylor—Entwicklung. Kernstiick des obigen Konsistenzbeweises fiir das ex-
plizite Euler—Verfahren ist (5.38]): Der diskrete Euler-Flufl ¢)"« = x + 7 f(z) besteht gerade
aus den beiden fithrenden Termen der Taylorentwicklung von ¢”x. Bei entsprechender Dif-
ferenzierbarkeit von f erhalten wir Verfahren hoherer Ordnung, indem wir einfach weitere
Terme der Taylorentwicklung von ¢”x zum diskreten Fluoperator hinzunehmen.

Als Beispiel wollen wir auf diese Weise ein Taylor—Verfahren 2. Ordnung konstruieren. Es
gilt offenbar

3 73

7'2 T
6w =2t Tl @) + @) @) + sl 5= s(r) € (0,1),

Ist f € C%(R?), so beweist man genau wie oben, da8 das Taylor—Verfahren

2
Vr=x+71f(z)+ %f’(:c)f(x), >0, (5.40)

die Konsistenzordnung p = 2 hat.

Beispiel:
Wir betrachten das AWP
¥=e" te (0,1, =x(0)=1,

mit der exakten Losung = = log(t 4 e). Unser Taylor—Verfahren mit diskretem FluBoperator
y7 aus (0.40) hat dann die Gestalt

2
T

T
- -2
Tyl = T + Te -3 e Tk,

Wir wihlen die konstante Schrittweite 7o = % und somit ¢, = k7a, K = 0,...,n. Abbil-

dung zeigt links die exakteLosung z im Vergleich mit den N#herungslosungen xzaylor

bzw. wﬁ“ler, die wir mit dem obigen Taylor—Verfahren 2. Ordnung bzw. mit dem expliziten
Euler—Verfahren zur Schrittweite 7 = 1/5 erhalten. Schon mit blolem Auge erkennt man

eine deutlich hhere Genauigkeit des Taylor—Verfahrens.

uuuuuuuuuuuuu

Abbildung 5.6: Explizites Euler—Verfahren und Taylor—Verfahren 2. Ordnung

Im rechten Bild sind die Diskretisierungsfehler ||z —z """ ||« und [|z—2&"e"|| o, in Abhéingig-

keit von 7o abgebildet. Offenbar ist wieder

lz — 25" || = O(7a).
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Die gestrichelten Linie zeigt ||z — miaylmﬂééz = O(7a), also
Tayl
lz = 2" [l = O(73).
Die hohere Konsistenzordnung spiegelt sich also direkt im Konvergenzverhalten wieder. <«

Leider ist die Berechnung von f’ nicht immer so einfach wie im obigen Beispiel. Im Systemfall
d > 1 miissen d? skalare Ableitungen gebildet werden. Die Lage verschlimmert sich mit
wachsender Ordnung. So erfordert das Taylor—Verfahren 3. Ordnung die Auswertung von

3
6= (6T 67) = PG (G), f6T2) + (62 F (),

also die Kenntnis von f”. Dazu miissen weitere d® skalare Ableitungen gebildet werden.
Es gibt aber Verfahren beliebig hoher Ordnung, die v6llig ohne Ableitungen auskommen.
Taylor—Verfahren spielen daher in der Praxis keine Rolle.

5.5 Runge—Kutta—Verfahren

5.5.1 Allgemeine Form und klassische Beispiele

Grundlage fiir die Konstruktion von Runge-Kutta—Verfahren ist die Integraldarstellung
(E16). Fiir das AWP (5.20) lautet sie in FluBoperatorschreibweise

v =x+ /T f(¢°x)ds, x€ R (5.41)
0

Wir verfiigen bereits iiber Quadraturformeln, die wir auf das Integral auf der rechten Seite
anwenden konnen. Als Beispiel betrachten wir die Mittelpunktsregel

/OT f(¢°x) ds = 7f(¢™*x). (5.42)

Als niichstes miissen wir den unbekannten Wert f(¢7/2x) durch eine geeignete Approximation
ersetzen. Wir wihlen dazu das explizite Euler—Verfahren

F(@7P2) ~ fla+ 5 f (). (5.43)
Insgesamt erhalten wir das Verfahren von Runge (1895)
¢T$:$+Tf($+%f($)), zeRe, 7 >0. (5.44)

Wir werden spéter sehen, dafl das Verfahren von Runge tatséchlich die Konsistenzordnung
p = 2 hat.

Bemerkung:

Das Verfahren von Runge ist explizit. Es benttigt in jedem Zeitschritt zwei f-Auswertungen
und keine Auswertung von Ableitungen von f. Damit ist es bei gleicher Konsistenzordnung
erheblich billiger als das Taylor—Verfahren (5.40). <
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Kutta (1901) hatte die Idee, Runges Ansatz zu allgemeineren Schachtelungen von f-Auswer-
tungen zu erweitern.

Definition 5.12 FEin diskreter Flufloperator der Form

Wz =x+7Y biki (5.45)
i=1
mit
S
k:i:f(a:—l—TZaijk:j), 1=1,...,s, (5.46)
j=1

heifst Runge—Kutta—Verfahren s—ter Stufe.

Hinter dem Ansatz (5.453]) steht wie z.B. in (5.42]) eine Quadraturformel fiir das Integral
(5I0). Die unbekannten Werte k; an den Stiitzstellen werden entsprechend (5.46) durch
sukzessive f—Auswertungen approximiert. Man nennt k; die i—te Stufe des Runge—Kutta—
Verfahrens. Wir setzen

by a1
b=|:|eR’ A= : C| e R
bs g1 - Qgg

Damit ist ein Runge-Kutta—Verfahren durch das folgende Butcher—Schema charakterisiert
(Butcher 64).

A
- (5.47)
Bemerkung:
Ist
Ai5 = 0 Vj > ’i, (5.48)

so kann man die einzelnen Stufen k;,

1—1
ki=f CEJrTZCLijk‘j , 1=1,...,s,
7j=1

rekursiv auswerten. Runge-Kutta—Verfahren mit der Eigenschaft (5.48) sind also explizite
Verfahren. 4

Beispiel: (Explizite Runge—Kutta—Verfahren)
e Das explizite Euler—Verfahren (5.32)) ist ein explizites Runge-Kutta—Verfahren 1. Stufe,

Vx=x+71-1-k, ki=flx+0-7k),

T

mit dem Butcher—Schema
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e Das Verfahren von Runge (£.44) ist ein explizites Runge-Kutta—Verfahren 2. Stufe
Vx=x+7hy, k1= f(x), ko= f(z+75k)

mit dem Butcher—Schema

0 0
1/2 0
0 1

e Das klassische Runge—Kutta—Verfahren ist 4-stufig, heifit daher Runge-Kutta—4 und
ist charakterisiert durch das Butcher—Schema

0
1/2 0
0 1/2 0

O 0 1 0
|1/6 1/3 1/3 1/6

Der Ubersichtlichkeit halber haben wir die Nullen oberhalb der Diagonalen von A weg-
gelassen. Welche bekannte Quadraturformel steckt hinter diesem Verfahren (Ubung)?<

Beispiel:
Wir betrachten das AWP

o =14+2% t€ (0,1, x(0)=0,

mit der exakten Losung x = tan(z). Zur approximativen Losung wollen wir das explizite
Fuler—Verfahren, das Verfahren von Runge und Runge-Kutta—4 auf dquidistanten Gittern
verwenden. Indem wir das Intervall [0, 1] so lange wie notig halbieren, bestimmen wir fiir
jedes Verfahren eine zugehorige Schrittweite so, dafl der entsprechende Diskretisierungsfehler
kleiner als eine vorgegebene Schranke TOL ist.

Abbildung (.7 zeigt links die exakte Losung x im Vergleich mit den Naherungslésungen
gXuler, xi"nge und zRE4 zur Toleranz TOL = 1073. Beachte, da$ Runge-Kutta—4 mit der
Schrittweite 7854 = 272 auskommt, withrend Tfunge =26~ (T§K4)2 und Tuler = 2712 =

(7'f“”96)2 ausfillt. Die hohere Konsistenzordnung zahlt sich also aus.

uuuuuuuuuuuuu

Abbildung 5.7: Euler, Runge und Runge-Kutta—4
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Zum Erreichen der Genauigkeit TOL = 107° bendtigt Runge-Kutta—4 die Schrittweite

TREY = 273 das Verfahren von Runge die Schrittweite Tfunge = 279 und das explizite
Euler—Verfahren die Schrittweite TE“M = 2718 Erneut spiegelt sich die Konsistenzordnung

in der Diskretisierungsgenauigkeit wieder. Im rechten Bild sieht man die Diskretisierungsfeh-
ler in Abhingigkeit von den benétigten f-Auswertungen. Im Vergleich mit den N#54 = 32
f—Auswertungen von Runge-Kutta—4 benétigt das Verfahren von Runge 1024 = (NFE4)2 £
Auswertungen und das Euler—Verfahren gar 262144 ~ (Nf54)% f-Auswertungen. Die hohere
Konsistenzordnung spiegelt sich also auch in exponentiellem Effizienzgewinn wieder. <

Beispiel: (Implizite Runge-Kutta-Verfahren)
e Das implizite Euler—Verfahren (5.34)) ist ein implizites Runge-Kutta—Verfahren 1. Stu-
fe,
Yx=x+7k, k1= f(x+7k)

T

In jedem Zeitschritt ist die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems fiir £y erfor-
derlich.

mit dem Butcher-Schema

e Anwendung der Trapezregel aus Kapitel @ auf das Integral (5.16]) liefert
Wa = a4 75 (f(2) + fWTe)).

Dies ist ein implizites Runge-Kutta—Verfahren 2. Stufe, die implizite Trapezregel. Es
gilt ndmlich

¢T$:$+T%(kl+k2), ]ﬁ:f(.’E), kng($+7%(k1+k2))

Daraus erhalt man das Butcher—Schema

In jedem Zeitschritt ist die Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems fiir ko erfor-
derlich. 4

5.5.2 Systematische Entwicklung von Verfahren héherer Ordnung

Bislang sind wir eher zufillig auf Runge-Kutta—Verfahren gestoflen oder haben bereits be-
kannte Verfahren als solche identifiziert. In diesem Abschnitt wolle wir folgende Strategie
zur systematischen Entwicklung von Runge-Kutta—Verfahren verfolgen:

e Taylor-Entwicklung des Konsistenzfehlers e(x,7) = ¢"x — "2 um 7 = 0.

e Elimination der fithrenden Terme durch entsprechende Wahl der Koeffizienten b und

A.
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Wir illustrieren dieses Vorgehen am Beispiel der Runge—Kutta-Verfahren 1. Stufe, also
¢T$::E+Tb1k21, ]{21 :f(SC—I—TCLHk‘l),

mit zu bestimmenden Koeffizienten b1 und ai1;. Die Taylor-Entwicklung

,7_2
¢w =z +7f(@)+ 5 f(@)f(w) + o(r%)

kennen wir schon aus dem Beweis von Satz [5.11l Die Taylor-Entwicklung
2 72

T, . d T T d T 3
P m—x—i-TdTw x|r=0 + 5 d7-2¢ x|r=0 + O(7°)

miissen wir noch berechnen. Es gilt
d d
—YTx = bk bi—k
VT = biky +Thio—ky

und daher J
E¢T$|r:o = b1 f(x).
Weiter erhalten wir
d? d d?

ﬁ’(ﬁTfL‘ = 2b1—k1 + 7by

—k
dr dr2 !

und

d

d d
Ekl = 7]0(1- + T(Lllkl) = f/(SU + TCLllk‘l) (allkl + T*kl).

dr dr
Einsetzen von 7 = 0 liefert

d2
W¢T$|T:O = 2b1a11f/(1‘)f($)‘

Insgesamt ergibt sich die Taylor—Entwicklung

-2
dTr—YTr=(1—-b)rf(x)+ (1 — 2b1a11)?f/(:c)f(x) + O(?).

Unser Verfahren ist damit von 1. Ordnung, falls
by = 1, a1 €R beliebig.

Zwei Vertreter dieser Klasse, ndmlich das explizite und das implizite Euler—Verfahren, kennen
wir schon. Durch Losen des nichtlinearen Gleichungssystems

1—b1=0, 1—2b1a11:O
erhalten wir by = 1 und a1; = 1/2. Die resultierende implizite Mittelpunktsregel

VY z=x+7f(3(x+¢Tx)) (5.49)
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ist somit ein implizites Runge-Kutta—Verfahren 1. Stufe mit Konsistenzordnung p = 2. Durch
Ausrechnen der Terme dritter Ordnung der Taylorentwicklung ldsst sich nachpriifen, daf
diese nicht zusétzlich eliminiert werden kénnen. Die maximale Konsistenzordnung expliziter
Runge-Kutta—Verfahren der Stufe s = 1 ist also p = 1, wihrend bei impliziten Runge—
Kutta—Verfahren des Stufe s = 1 die Konsistenzordnung p = 2 erreicht werden kann.

Zur Herleitung von Runge-Kutta—Verfahren hoherer Ordnung benétigt man hohere Ablei-
tungen des Konsistenzfehlers e(x,7) = ¢"x — ¢ x. Diese lassen sich systematisch mit Hilfe
des sogenannten Wurzelbaumverfahrens (Butcher 1964) ermitteln (vgl. Deuflhard und Bor-
nemann [I, Abschnitt 4.2.3]). Auf diese Weise erhélt man folgendes Resultat.

Satz 5.13 FEin Runge—Kutta—Verfahren s—ter Stufe hat genau dann fir alle rechten Seiten
f e CP(RY) die Konsistenzordnung p = 1, wenn die Koeffizienten b, A der Bedingung

S

> bi=1

i=1
geniigen.
Das Verfahren hat genau dann die Konsistenzordnung p = 2, wenn zusdtzlich die Bedingung

s
Z biCi = 1/2
=1
mit
s
C; = Zaij (5.50)
j=1

erfillt ist.
Das Verfahren hat genau dann die Konsistenzordnung p = 3, wenn zusdtzlich die Bedingun-

gen
s
=1
s
Zbiaijcj = 1/6
4,j=1

erfillt sind.
Das Verfahren hat genau dann die Konsistenzordnung p = 4, wenn zusdtzlich die Bedingun-

gen
S
Z biC? = 1/4
=1

s
Zbiciaijcj = 1/8

3,j=1
s
Zbiaijc? = 1/12
1,j=1
s
Z bz-aijajkck = 1/24
ij,k=1

erfillt sind.



5.5 Runge—Kutta—Verfahren 115

Beweis:

Wir verweisen auf Deuflhard und Bornemann [I, Satz 4.17] O
Beispiel:

Beim Verfahren von Runge hat man

und wegen
Cc1 = 0, Cy = 1/2
gilt auch
2
D bici=0-0+1-1/2=1/2.
i=1
Das Verfahren von Runge hat nach Satz [5.13] also Konsistenzordnung p = 2. N

Mit wachsendem p wird auch diese Strategie etwas unbequem, denn die Anzahl N, der
Bedingungsgleichungen wichst exponentiell, wie folgende Tabelle zeigt:

p|1 2345 6 7 8 9 10 20
N, |1 2 4 8 17 37 85 200 486 1205 20247374

Fiir die mazimale Konsistenzordnung von expliziten Runge-Kutta—Verfahren s—ter Stufe
erhélt man dieselben Schranken wie fiir s = 1.

Satz 5.14 Es sei f € C*(R?). Alle expliziten Runge-Kutta—Verfahren s—ter Stufe haben eine
Konsistenzordnung p < s.

Beweis:
Wir verweisen auf Deuflhard und Bornemann [I, Lemma 4.15]. O

Beachte, dafl in Satz 6.14] nicht gesagt wird, ob es Verfahren mit grofitmoglicher Konsis-

tenzordnung p = s gibt. Tatsédchlich ist diese Frage noch offen. Die sogenannten Butcher—

Schranken s = s(p) bezeichnen zu jedem p die kleinste Stufe aller derzeit bekannten, expli-

ziten Runge-Kutta—Verfahren mit Konsistenzordnung p. Die folgende Tabelle enthélt einige
Werte von s(p).

p |1 2 3

s(p)|1 2 3

5 6 7 8 >9
6 79 11 >p+3

4
4
Fiir p = 10 wird der derzeitige Rekord von s(p) = 17 von Hairer (1978) gehalten. Die meisten
dieser minimalen Konstruktionen haben allerdings nur theoretisches Interesse, weil praktisch

brauchbare Verfahren noch anderen Kriterien geniigen miissen. Beispiele fiir solche Kriterien
werden wir spéter kennenlernen.

Bemerkung:

Alle impliziten Runge-Kutta—Verfahren s—ter Stufe haben eine Konsistenzordnung p < 2s
(vgl. Deuflhard und Bornemann [I, Lemma 6.34]). Dariiberhinaus hat Butcher (1964) fiir
jedes s € N ein implizites Runge-Kutta—Verfahren der Ordnung p = 2s konstruiert. Fiir
implizite Runge-Kutta—Verfahren ist damit die Frage nach optimalen Butcher—Schranken
erledigt. N
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5.5.3 Diskrete Kondition

Bei der Abschitzung der Kondition eines AWPs (5.20]) haben wir gesehen, dafl die Lipschitz—
Stetigkeit der rechten Seite f die Lipschitz—Stetigkeit des zugehorigen Fluoperators impli-
ziert. Aus

I f@)=fW ISLllz—y| VoyeR?
folgt mit (5.27) und dem Gronwall-Lemma [5.8 ndmlich
| ¢'x — Pty ||< et ||z —y| Va,yeRYE>0. (5.51)

und damit x(t) < etl.
Wir zeigen nun ein entsprechendes Resultat fiir den diskreten Flufloperator 7.

Lemma 5.15 Sei f : R* — R¢ Lipschitz—stetig mit Lipschitz—Konstante L. Dann existiert
fiir jedes explizite Runge-Kutta- Verfahren ¢7 eine Konstante v, die nur von den Koeffizienten

b, A des Verfahrens abhingt, so daf gilt
| -y |<e ||z—y]| Vz,yeRT Vr>0. (5.52)
Beweis:

Fiir den vollsténdigen Beweis verweisen wir auf Deuflhard und Bornemann [I, Lemma 4.22].
Wir betrachten hier nur den Fall s = 2, also

w‘rl‘ =x+ T(blkl(.%') + bzk‘g(iﬁ)),

ko(z) = f(x + Taaiki(z)), ki(z) = f(x).
Offenbar gilt

Yx—yYTy=x—y+7bh (k:l (x) — Ky (y)) + 7by (kg(x) — k:g(y)) Vz,y € RY.
Aus der Lipschitz—Stetigkeit von f folgt

[B1(2) = k1 ()]l = [[f(2) = F)Il < Lllz =yl

und weiter
o2 (@) = k2 () = |If (= + Taziku(2)) — f(y + Tazkr(y)) |
< L(llz = yll + rlazi [k () — k1 (m)]])
< L(lle = yll + 7laz1 | Lllz - yl])
< L1+ 7Ljagi))llz -yl

Insgesamt ergibt sich mit

Wzmax{\bl\ + ‘bz‘,\/ 2‘[)2&21’} (553)
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die gewiinschte Abschitzung
97z =Tyl < o =yl + 7|k (2) = k()| + 7lb2ll[ k2 (2) — k2 (y)]]
< (L4 7(|br| + [b2|) L + 72[boan | L?) ||z — y]|
< (L+7yL+ 5(myL)?) Iz — vl
< L,

Man ist natiirlich daran interessiert, die Stérungsempfindlichkeit des kontinuierlichen Pro-
blems durch Diskretisierung moglichst wenig zu verschlechtern. Damit sind Verfahren mit
der Eigenschaft v = 1 besonders interessant (vgl. Satz [L.2] Kapitel M.

Lemma 5.16 Fir jedes konsistente explizite, s-stufige Runge-Kutta- Verfahren gilt
7 =7(,A4) > 1

Hat das Verfahren die Konsistenzordnung p = s und sind alle Koeffizienten b, A nicht—
negativ, so gilt sogar

Beweis:
Im Falle s = 2 folgt aus der Konsistenzbedingung in Satz [5.13 und (5.53]) sofort

vy > |bi| + [b2] > b1 +bo| = 1.
Ist das Verfahren konsistent mit Ordnung p = s = 2, so folgt wieder aus Satz 513 daf3
by +by =1, b2021:1/2

gelten muB. Sind alle Koeffizienten b1, b, ag; nicht—negativ, so liefert (5.53]) sofort v = 1.
Fiir den allgemeinen Fall verweisen wir auf Deuflhard und Bornemann [I, Lemma 4.26]. O

5.5.4 Konvergenz expliziter Runge—Kutta—Verfahren
Vorgelegt sei ein Gitter
A={0=ty<tr - <tp1<t,=T}
mit maximaler Schrittweite
TA T, max | Tk, Tk = U1 — Ui,

und ein explizites Einschrittverfahren ¢7. Zu jedem Startwert zp = x(0) erhalten wir aus

Tpir =V xp, k=0,...,n—1, (5.54)
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die Gitterfunktion

za(ty) =2k, k=0,...,n,
von der wir hoffen, da8 sie fir TA — 0 gegen die Losung z(¢) von (5.20) konvergiert.

Definition 5.17 Der Diskretisierungsfehler || x — xalloo ist definiert durch

|2 —zallo = max |[z(tr) — zxl]-
k=0,...,n

=U,...,

Das Verfahren o™ heifit konvergent, wenn
lim ||z —zAllco = 0.
TAA)O

Das Verfahren ¢™ heifit konvergent mit Konvergenzordnung p, wenn C > 0 und 7 > 0
existieren, so dajs

|z — 2A|loo < CTZ Vra < 75

Mit Blick auf (5.33) erscheint die Konsistenz von ¢" mit ¢” notwendig fiir die Konvergenz
des Verfahrens. Zusdtzlich diirfen sich Folgefehler nicht aufschaukeln!

Satz 5.18 (Stabilitdt) Das Einschrittverfahren geniige der Stabilititsbedingung
l97e =97y < e |z —y | Vo,yeR? vr>0, (5.55)

mit gewissen Konstanten v, L > 1. Weiter seien e, € R4, k=0,...,n — 1, gegeben und die
gestorte Gitterfunktion x’\ definiert durch

Tho =Yg +er, k=0,...,n—1, x5= .
Dann gilt die Abschitzung
k—1
2 — ell < %D el VE=0,...,n. (5.56)

=0

Beweis:
Der Beweis erfolgt mit vollstéandiger Induktion nach k.

Induktionsanfang k = 0. Es gilt

|l — 1| = [[¥™ 2 + eo — ¥™ol| = [leol| < €7 leo]l-

Induktionsannahme. Es gelte (5.56) fiir ein & > 0.
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InduktionsschluBvon k auf k + 1 . Anwendung von (5.55]) liefert

lThi — Tl = Y™y +ep — PTray|
< e — x|l + llexll
k—1
< et L N | + e T |
=0

k
— etk+17LZ ]|
i=0
und damit (5.50). O

Beachte, dafl explizite Runge-Kutta—Verfahren nach Lemma [5.15] die Stabilitdtsbedingung
(E54) erfiillen. Damit kénnen wir nun den angestrebten Konvergenzsatz formulieren.

Satz 5.19 FEin explizites Runge—Kutta—Verfahren 1™ mit Konsistenzordnung p ist konvergent
mit der Konvergenzordnung p.

Beweis:

Fiir alle k = 0,...,n gilt offenbar z(t;) € K = {x(t) | 0 <t < T} C R und K ist kompakt.
Nach Definition (.10 existieren daher eine Konstante Cx(f) und ein 7% > 0, so daf} fiir alle
A < 7* der Konsistenzfehler

e(x(ty), ) = o™ (ty) — ™ (ty)

die Eigenschaft
le((ty), )l < O (f)mP™ VE=0,...,n—1

besitzt. Weiter gilt
T(tpr) = o™ a(te) = Y™ a(te) + e(@(te), %), k=0,...,n—1

Aus Satz [5.18] folgt schlieBlich mit «} = x(;) die Abschitzung

n—1
o~ zalle = max a(t) —ax| <Y fle(e(t),m)| < FCR(HTTR
B i=0
und damit die Behauptung. O

Grob gesprochen haben wir gezeigt
Konsistenz + Stabilitdt = Konvergenz.

Diesen Zusammenhang findet man bei der Analyse von Diskretisierungen gewohnlicher oder
partieller Differentialgleichungen immer wieder. Allerdings hat man jeweils zu kléiren, was
genau mit Konsistenz und Stabilitdt gemeint ist. Fiir explizite Einschrittverfahren haben wir
das mit Definition [5.10/ und der Stabilitdtsbedingung (5.55) getan.
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Bemerkung:
Wir haben mit Satz 519 bewiesen, daf§ wir zu jeder Toleranz TOL > 0 ein Gitter A mit
geniigend kleiner Schrittweite 7a finden konnen, so dafl

|z — zAlloo < TOL

ausfillt.

Achtung: Ist L > 1 oder/und TOL < 1 so kann eine Schrittweite 74 erforderlich sein,
die kleiner als die kleinste im Rechner darstellbare Zahl ist. Derart schlecht konditionierte
Probleme lassen sich (mit einem Einschrittverfahren auf dem entsprechenden Rechner) nicht
mit der gewiinschten Genauigkeit 16sen! <

5.6 Schrittweitensteuerung und eingebettete
Runge-Kutta-Verfahren

Bisher haben wir das zugrundeliegende Gitter
A={0=tog<t;1 < - <tp1 <t, =T}

einfach als gegeben hingenommen. Wie bei der Quadratur ist bei glatten Losungen x(t) die
Wahl eines dquidistanten Gitters durchaus sinnvoll. Wie bei der Quadratur éndert sich die
Lage, wenn grofle Gradienten auftreten. Das zeigt folgendes Beispiel.

Beispiel:
Wir betrachten das Anfangswertproblem
, 1
T =, te(0,1], z(0)=e>0 (5.57)

mit der exakten Losung x(t) = /2t + 2. Zur approximativen Losung wollen wir wie auf
Seite [[T1] das explizite Euler—Verfahren, das Verfahren von Runge und Runge—Kutta—4 auf
dquidistanten Gittern verwenden. Indem wir das Intervall [0, 1] so lange wie nétig halbieren,
bestimmen wir fiir jedes Verfahren eine zugehorige Schrittweite so, dafl der entsprechende
Diskretisierungsfehler kleiner als eine vorgegebenen Schranke TOL ist.

Wir withlen den Parameter ¢ = 1073 und die Toleranz TOL = 10~!. Abbildung zeigt

links die exakte Losung x im Vergleich mit den Néherungslosungen wg“l”, xiunge und xﬁK 4,

Auf der rechten Seite sicht man das Verhalten der Diskretisierungsfehler in Abhéngigkeit von
den bendtigten f—Auswertungen. Anders als beim Beispiel mit glatter Losung auf Seite 11
zahlt sich die hohere Konsistenzordnung diesmal nicht aus. Runge-Kutta—4 bendttigt 16384
(1) f~Auswertungen, genausoviele wie das Euler—Verfahren. Sieger ist diesmal das Verfahren
von Runge mit nur 1024 f—Auswertungen. N

Die Glattheit der Losung z(t), und damit auch die Glattheit des Integranden f(z(-)) in

x(t) = xg —I—/O f(z(s)) ds
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Abbildung 5.8: Euler, Runge und Runge-Kutta—4 fiir fast—singulére Losung

hat offenbar groflen Einflul auf die Wahl der Diskretisierung. Im Unterschied zur Quadratur
ist der Integrand f(z(:)) aber nicht bekannt. Auerdem kann man nicht von glatter rechter
Seite f auf glatte Losungen x(t) schlielen!

Beispiel:
Die Losung des folgenden AWPs fiir die van der Pol’sche Differentialgleichung

2"(t) = 10(1 — 2(t)2)2' () — 2(t) = 0, t € (0,20], x(0) =0, 2'(0) =1, (5.58)

ist in Abbildung dargestellt. Obwohl f(z,2') = 20(1 — 2%)2’ — 2 = 0 recht harmlos

Abbildung 5.9: Lésung der van der Pol’schen Differentialgleichung

aussieht, weist die Losung stark lokal variierendes Verhalten auf. N

Gerade im Bereich der chemischen Reaktionskinetik treten noch drastischere Fille auf. Ein
Beispiel ist das sogenannte Oregonator—Modell (vgl. [1, Abschnitt 1.2]). Damit wird adaptive
Schrittweitenkontrolle unerlasslich.

Adaptive Kontrolle des Diskretisierungsfehlers. Ein naheliegendes Ziel besteht darin, zu
einer gegebenen Toleranz TOL ein Gitter Aoy, mit moglichst kleiner Anzahl npor von
Gitterpunkten zu finden, so dafl der Diskretisierungsfehler die Genauigkeitsbedingung

|z — J:ATOLHOO <TOL

erfiillt. Dabei gibt es folgende Schwierigkeit: Im Gegensatz zur Quadratur brauchen lokale
Diskretisierungsfehler ||x(tx) — x| in tx keine lokalen Ursachen zu haben. Warum das so
ist, wollen wir kurz erldutern.
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Der lokale Diskretisierungsfehler in ¢5 lésst sich geméf
[2(te+1) — 2|l < |9 2(te) — d™ k|| + @™z, — YTFak|

abschétzen. Den Konsistenzfehler ||¢™ z —1™ xy|| konnen wir durch Reduktion der aktuellen
Schrittweite 75, reduzieren. Bei dem Folgefehler ||¢p™ x(tx) — ¢ x| ist das nicht der Fall. Wir
miissen eine Reihe von Zeitschritten verwerfen (vielleicht alle) und es mit kleineren Schritt-
weiten versuchen. Diese kann sich erst spdter vielleicht wieder als zu grof}, vielleicht auch als
zu klein herausstellen. Das macht die Kontrolle des Diskretisierungsfehlers im allgemeinen
zu aufwendig.

Adaptive Kontrolle des Konsistenzfehlers. Fiir jedes tj soll zu einer vorgegebenen Schran-
ke TOL eine neue Schrittweite 75, so bestimmt werden, dafl

le(@r, Te)l| = |97z — ™ ay|| < TOL (5.59)
ausféllt. Dazu setzen wir von nun an voraus, daf fiir geniigend kleine 7 > 0 die Entwicklung
e(zp, T) = ¢ xp — P = c(zp)TPT+ O, c(xy) #0, (5.60)

des Konsistenzfehlers (zy, 7) vorliegt. Offenbar ist (5.60) erfiillt, wenn ¢ die Konsistenz-
ordnung p hat und 7z, nicht zufillig genauer ist als erwartet.

Beispiel:
Im Falle des expliziten Euler—Verfahrens ist bekanntlich (vgl. (5.38)).

Gk~ o= L (@) fo)r + O
Bedingung (5.60)) ist also erfiillt, wenn
1
clax) = 3 ') () # 0

vorliegt. 4

Wie schon bei der adaptiven Quadratur werden wir die Genauigkeitsanforderung (5.59) nur
asymptotisch exakt, d.h. exakt fiir 7 — 0 erfiillen. Der erste Schritt dazu ist folgender Satz.

TOL
T]zzeu _ T]?lt p+1 pialt' (561)
lle(@r, )|l

Dann folgt mit 7, = 7;;¢“ die Abschdtzung

Satz 5.20 Es gelte

le(@x, )| = p(1 + O(f")) TOL + O(rf ). (5.62)
Ist der Sicherheitsfaktor p so gewdhlt, dafs

p(L+0(r") <1,

so ist also die gewiinschte Abschitzung (B.59) bis auf Terme (p + 2)—ter Ordnung erfillt.
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Beweis:
Durch elementare Umformungen erhélt man aus (5.61])

,OTOL (Tgeu)p—i—l B HS(l‘k,Tﬂeu) +O((T£eu)p+2)”

o O~ P Telan, 7 + O((P)|
und daraus
e (e, 721 + O((r21)P+2) |
e (zx, T2

p(1+OGED)TOL 2 p TOL > |e(ar, )| - O((="y*?). O

Berechnet man die neue Schrittweite aus (5.61), so ist nach Satz die gewiinschte Feh-
lerabschéitzung (5.59) bis auf Terme hoherer Ordnung erfiillt, also asymptotisch exakt.

Der in (5.61) auftretende Konsistenzfehler e(x, 78%) ist unbekannt und muf durch eine
geeignete Schitzung ersetzt werden. Dabei gehen wir genauso vor wie bei der adaptiven

Quadratur (vgl. Satz A.I5l).

Satz 5.21 FEs sei x7 ein Verfahren mit der Konsistenzordnung p+ 1. Dann ¢ibt es zu jedem
g€ (0,1) ein 7" > 0, so daf$ die Saturationsbedingung

72k — x"arll < gqlle(ap, T V7 <77 (5.63)

erfillt ist.
Aus ([B.63)) folgt die a posteriori Fehlerabschitzung des Konsistenzfehlers

L+ @) e = v a]l < lle(wr, DI < (1= @) 7 IxTak = ¢Tax] Vr <7 (5.64)

Beweis:
Es sei ¢ € (0,1) gegeben. Da x” von (p + 1)—ter Ordnung ist, gilt

197k — X"kl < C(ap)7P*?

mit geeignetem C(zy) > 0. Da 97 die Bedingung (5.60) mit c(zx) # 0 erfiillt, gibt es ein
7 >0, so daf

1
§|c(:1:k)|7'p+1 <|le(zg, )| VYT <7

Insgesamt erhéalt man
2C (zy,)
|e(zr)|

und daraus die Saturationsbedingung (5.63)).
Unter Voraussetzung von (0.63) erhélt man die a posteriori Fehlerabschitzung (5.64]) mit
der Dreiecksungleichung. O

97k — X"k < Tlle(@r, )| VT <7

t

Berechnet man in jedem Zeitschritt aus der Schrittweite T,?l = 7;_1 die neue Schrittweite

et nach der Formel

TOL
Tgeu — T];zlt p+1 p?’ £k = ”XT’?“l‘k . 'Qngltﬂij, (565)
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so ist die Genauigkeitsbedingung (5.59) nach Satz und Satz [5.27] bis auf Terme hoherer
Ordnung in T]?lt und 7,7 erfiillt.

Im ersten Zeitschritt mufl man eine Schitzung 7y fiir 79 vorgeben. Die Schéitzung 7y sollte
klein genug sein, damit man von Beginn an in der Asymptotik (5.63)) ist. Der Sicherheitsfaktor
p < 1 in (B.65) sollte so gewihlt sein, dal die vernachlissigten Terme hoherer Ordnung
kompensiert werden und man in der Asymptotik bleibt.

Zu grofle Schwankungen der Schrittweiten sind mit numerischen Schwierigkeiten wie
underflow oder overflow verbunden. Deshalb erlauben wir in jedem Zeitschritt nur eine
Verdoppelung oder Halbierung der alten Zeitschrittweite und geben eine maximale Schritt-
weite Tax vor. Fiir theoretische Betrachtungen mit Beziigen zu PID-Reglern verweisen wir
auf Deuflhard und Bornemann [I, Abschnitt 5.2.1].

Geht man davon aus, dafl die Saturationsbedingung (5.63]) erfiillt ist, so ist es wegen

@™ ar — X arll < ql|¢™ar — ™ ]| =~ TOL

sinnvoll, mit der genaueren Ndherung z;1 = x"™x} weiterzurechnen. In Umkehrung unserer
urspriinglichen Intention wird damit x™ zum fithrenden Verfahren und " dient nur noch
zur adaptiven Schrittweitenkontrolle.
Wir erhalten folgenden Algorithmus.

Algorithmus 5.22 (adaptive Schrittweitensteuerung)

to:=0

A = {to =0}
zo = z(0)

T0 ‘= 7~'0
k=0

while (t, < T)
T = x"*x)
ek = IX™ @k — YT

7= min{ 27, Tmax, P/ LL2E T}

ek
7= max{7g/2,7}
if (ex < TOL) then (Schritt akzeptieren)
lev1 =Tk + Tk
A:=AU {tk+1}
Ti41 =T
Tit1 ;= min{7, T — tp11}
k=k+1
else (Schritt verwerfen)
Tk =T
end if
end while

Man beachte, da3 die while—Schleife keineswegs terminieren mufl. Ein guter Algorithmus
sollte sogar immer kleiner werdende Schrittweiten produzieren und sich auf diese Weise
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wfestfressen®, wenn die kontinuierliche Losung gar nicht im gesamten Intervall ¢ € [0,7]
existiert (Blow—up). Fiir weitere Einzelheiten verweisen wir auf Deuflhard und Bornemann [,
Kapitel 5].

Zur adaptiven Schrittweitensteuerung bené6tigt man also jeweils ein Paar von Verfahren y7™
und 7 der Ordnung p und p — 1. Um solche Paare kiimmern wir uns jetzt.

Beispiel:
Das explizite Euler—Verfahren (5.32)) und das Verfahren von Runge (5.44)

X'z = x+7’f(x+%7’k1), k= f(z),
(5.66)
Vxr = z+7k

sind ein Paar der Ordnung p=2und p—1=1. <

Es féllt auf, dal k; = f(x) in beiden Verfahren verwendet werden kann. Die Schrittweitenkon-
trolle durch das Euler—Verfahren erfordert daher keine zusdtzlichen Funktionsauswertungen.

Definition 5.23 Haben zwei Runge—Kutta—Verfahren Y™ und x™ der Ordnung p—1 und p die
gleiche Koeffizientenmatriz A, so heifit das Paar (x™,¢7) eingebettetes Runge-Kutta- Verfah-
ren Runge-Kutta-p(p — 1).

Da sich eingebettete Runge-Kutta—Verfahren x7, " nur in den Koeffizientenvektoren 3, b
unterscheiden, kann man das Paar kompakt als Butcher—Schema

A
p | B"
p—110b"
schreiben.
Beispiel:
Das Paar (£.60) ist durch das Butcher—Schema
0 O
1/2 0
210 1
11 1 0
charakterisiert. <

Gelingt es also, zu einem vorliegenden Verfahren x” hoherer Ordnung ein Verfahren " zu
finden, so daf (x7,%7") ein eingebettetes Runge-Kutta—Verfahren ist, so kostet die adaptive
Schrittweitenkontrolle keine zusétzlichen Funktionsauswertungen. Wir wollen diese Vorge-
hensweise am Beispiel des klassischen Verfahrens Runge-Kutta—4 mit dem Butcher—Schema

0
1/2 0
0 1/2 0

0 0 1 0
11/6 1/3 1/3 1/6
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vorfithren. Bekanntlich ist x™ = Runge-Kutta—4 vierstufig und von der Ordnung p = 4.
Wir suchen nach einem vierstufigen Verfahren 4™ mit Ordnung p = 3, so dal (x”,v7) ein
eingebettetes Runge-Kutta—Verfahren wird. Damit sind die Koeffizienten A und

51:1/67 /82:1/3a 53:1/37 54:1/6

dem obigen Runge-Kutta—4-Tableau zu entnehmen. Die Koeffizienten b = (by, ..., bs)T sind
so zu berechnen, dal zusammen mit den Koeffizienten A ein Verfahren der Ordnung 3
entsteht. Nach Satz (.13 haben die Koeflizienten by, ..., by dazu die Gleichungen

b1 +by+b3+by = 1

ba/2+b3/2+by = 1/2

ba/d+b3/4+by = 1/3
b3/4+b4/2 = 1/6

zu erfiillen. Leider ist
by =1/6, by=1/3, b3=1/3, by=1/6

die eindeutig bestimmte Losung dieses Gleichungssystems und unser Versuch ist gescheitert.
Einen Ausweg weist der sogenannte Fehlberg—Trick (1970):
Wir erlauben zwar 5 Stufen, also

0
1/2 0
0 1/2 0

0 0 1 0

asy  asy as3 asq4 0
4016 1/3 1/3 1/6 0
3| b by by by by

verlangen aber, dafl die 5. Stufe

4
ks = f | ox+ 70 ) as;k;
=1

identisch ist mit der ersten Stufe k7,

5
ki = f(@r) = f {2 +7> Biki |
=1

des ndchsten Zeitschritts. Wegen 5 = 0 ist das moglich. Man erhélt damit sofort die Koef-
fizienten

as1 =1 =1/6, aso=p2=1/3, as3=pP3=1/3, asa=ps=1/6.

Nun haben wir noch 5 (statt vorhin 4) Koeffizienten by, ..., b5 zur Verfiigung, um ein ein-
gebettes Runge-Kutta—Verfahren 3. Ordnung zu konstruieren. Einsetzen der erweiterten
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Matrix in die Bedingungen aus Satz [5.13] liefert das System

by +bs+b3+bys+b5 = 1

bo/2 +b3/24+bs+b5s = 1/2

ba/4+b3/4+bs+bs = 1/3
b3/4+bs/2+b5/2 = 1/6

Da in diesem System b4 und b5 vertauschbar sind, ist auler der bekannten Losung (BT, 0) =
(1/6,1/3,1/3,1/6,0) auch
b" = (1/6,1/3,1/3,0,1/6)"

eine Losung. Das resultierende Paar Runge-Kutta—4(3) mit dem Butcher-Schema

1/2
0 1/2
0 0 1

1/6 1/3 1/3 1/6
416 1/3 1/3 1/6 0
3[1/6 1/3 1/3 0 1/6

heifit auch Runge—Kutta—Fehlberg—Verfahren. Als Fehlerschiatzung erhélt man in diesem Fall
)
e = e — o] = (ks = ksl

Bemerkung:

Man beachte, dal n Zeitschritte des 5-stufigen Verfahrens Runge-Kutta—4(3) (wegen des
Fehlberg—Tricks!) anstelle von 5n nur 4n + 1 Funktionsauswertungen benétigen. Man spricht
daher von einem effektiv 4—stufigen Verfahren. N

Die wohl ausgereiftesten eingebetteten Verfahren vom Typ Runge-Kutta—p(p-1) sind von
Dormand und Prince (1980,1981) konstruiert worden (vgl. den adaptiven Code DOPR-853).
Darunter ist ein effektiv 6-stufiges Verfahren fiir p = 5 und ein 13-stufiges Verfahren fiir
p =28 (vgl. s(8) =11).

Zum Abschlufl wollen wir unser adaptives Runge-Kutta—Fehlberg—Verfahren ausprobieren.

Beispiel:

Wir betrachten wieder das AWP (5.57) mit dem Parameter ¢ = 1073, Zur niherungswei-
sen Losung verwenden wir das eingebetteten Verfahren Runge-Kutta—4(3) mit der auf Sei-
te beschriebenen adaptiven Schrittweitenkontrolle. Wir starten mit der maximal erlaub-
ten Schrittweite 7y = Tmax = 0.1 und wihlen die Toleranz TOL = 10~

Abbildung B.I0Q) zeigt links die Niherungslosung zusammen mit dem erzeugten Gitter und
rechts die Schrittweitenverteilung. Die Startschrittweite wird nicht akzeptiert, sondern bis auf
eine GroBenordnung von 10~° abgesenkt, um den steilen Anstieg der Losung za aufzuldsen.
Anschlieflend wird 75 schnell bis zur maximalen Schrittweite Tax vergroflert. Auf diese Weise
wird mit 119 f—Auswertungen ein Diskretisierungsfehler ||z — za|lcc = 0.0016 erreicht. Das
ist ein dramatischer Effizienzgewinn im Vergleich zum &quidistanten Gitter. N
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o
‘oxact solution
Runge-Kulta-4

10°

il

10°
01 0z 03 o4 05 06 07 08 09 1 0 o1 02 03 04 05 06 07 08 09
t t

Abbildung 5.10: Adaptive Schrittweitenkontrolle: Fast—singuldre Losung

Beispiel:
Das AWP (B58) fiir die van der Pol’sche Differentialgleichung ist dquivalent zu dem System

zi(t) = w2(t)
xé(t) = 1(2)(1 —z1(t)?)xa(t) — 21 (1) t € (0,20]

mit den Anfangsbedingungen

Zur néherungsweisen Losung verwenden wir wieder Runge-Kutta—4(3) mit adaptiver Schritt-
weitenkontrolle. Wir beginnen mit Startschrittweite 79 = Tmax = 2 und wéhlen die lokale
Toleranz TOL = 10~%. Den Konsistenzfehler messen wir in der Maximumsnorm

Tk
e = X = 9 nlloo = ¢ s — ksl

Abbildung 5.11: Adaptive Schrittweitenkontrolle: Van der Pol’sche Differentialgleichung

Abbildung b.ITlzeigt links die Ndherungslosung zusammen mit dem adaptiv erzeugten Gitter
A. Auf der rechten Seite ist die Schrittweitenverteilung zu sehen. Offenbar erkennt der Al-
gorithmus die Bereiche starker Losungsverinderungen und reduziert jeweils die Schrittweite.
AnschlieBend wird die Schrittweite wieder vergroBert. Die dabei auftretenden Uberschwin-
ger sind nicht so schon. Sie kénnen durch geschicktere Wahl der Norm in (5.65]) verringert
werden, aber dieses Thema wiirde den Rahmen einer Einfithrungsvorlesung sprengen. N
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