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1. Aufgabe (4 TP)

Sei f € C*([a, b]) derartig, dass ein ¢ € R existiert mit || f*¥)||o, < c fiir alle k € N. Weiter sei zu
jedem n € N eine Liste paarweise verschiedener Stiitzstellen (z.;)icqo,...n} gegeben. Bezeichne
mit p, € P, das Interpolationspolynom, das p,(xni) = f(xy) fiir i € {0,...,n} erfiillt. Beweisen
Sie

|f — pnlloo € O (6_") fiir n — oo.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die fiir alle k¥ € N giiltige Abschéitzung k! > v/ 27Tk(§)k
verwenden.

2. Aufgabe (3 PP + 3PP + 3PP + 3PP)

Im Folgenden moéchten wir das Fehlerverhalten von Interpolationspolynomen auf dem Inter-
vall [a,b] = [-5,5] fir n — oo numerisch untersuchen. Fiir f € C([a,b]) approximieren wir
hierfiir die Maximumsnorm || f||oc durch die diskrete Maximumsnorm (mit 1001 gleichverteilten

Stiitzstellen)
i(b—a)
/ <a+ 1000 >‘

Zu n € N werden wir neben dquidistanten Stiitzstellen

= max
11l i€{0,...,1000}

i(b—a)

T, =a-+ , fiir i € {0,...,n}

auch Tschebyschow-Stiitzstellen

b+a b—a <2i+1
= eos (3

- fiiri € {0,. ..
Y 5 + 5 (n+1)ﬂ) tir i € { n}

verwenden.

a) Sei f(x) = sin(z). Untersuchen Sie durch numerische Experimente den Interpolationsfehler
| f — pnlln fiir n — oo sowohl unter Verwendung dquidistanter Stiitzstellen als auch unter
Verwendung von Tschebyschow-Stiitzstellen.

b) Sei f(x) = (14 22)~!. Untersuchen Sie durch numerische Experimente den Interpolations-
fehler || f — pp||n fiir n — oo sowohl unter Verwendung dquidistanter Stiitzstellen als auch
unter Verwendung von Tschebyschow-Stiitzstellen.
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c) Seien fi(z) = sign(z) - 2% und fo(x) = sign(x) - 3. Untersuchen Sie durch numerische
Experimente die Interpolationsfehler || f; — py || fiir n — oo sowohl unter Verwendung von
dquidistanter als auch von Tschebyschow-Stiitzstellen. Was beobachten Sie fiir dquidistante
Stiitzstellen? Man beobachtet in dem Fall von Tschebyshow-Stiitzstellen fiir || f; — pn||n €
O(n%). Was sind die Werte der ¢;?

d) Ferner sei wieder f(z) = sin(x). Interpolieren Sie diese Funktion sowohl unter Verwendung
dquidistanter Stiitzstellen als auch unter Verwendung von Tschebyschow-Stiitzstellen auf
dem Intervall [—1,1]. Untersuchen Sie durch numerische Experimente den Interpolations-
fehler auf dem Intervall [—5, 5]. Beschreiben und Erkléren Sie was Sie beobachten.

Beschreiben Sie jeweils Thre Beobachtungen und erkldaren Sie diese. Gehen Sie insbesondere auf
Kondition, Stabilitét, bekannte Fehlerabschitzungen und Konvergenzgeschwindigkeit ein. Fiigen
Sie Thren Ausfithrungen geeignete Plots bei.

Hinweise:

e Natiirlich kénnen Sie am Computer nicht ,n — oo“ betrachten. Fiir die obigen Beispiele
ist im Groben das Intervall n € {1,...,100} angemessen. Sie kénnen aber natiirlich auch
ein anderes Intervall wahlen, wenn sich dieses — beispielsweise durch Thre Implementation
bedingt — fiir Ihre Beobachtungen besser eignet.

e Sie diirfen Sich aussuchen, wie Sie die Interpolation genau durchfithren. Es bietet sich die
Interpolation mit Newton-Polynomen von Blatt 2 an, sie konnen aber auch die Lagrange-
Interpolation von Blatt 1 verwenden. Sie bekommen bis zu 2 Bonuspunkte, wenn Sie
in Thren Betrachtungen beide Interpolationsarten verwenden und ggf. auf Unterschiede
eingehen und diese begriinden.

e Bevor Sie mit dem Aufschreiben beginnen, sollten Sie Ihre Implementation sicherheitshal-
ber auf Plausibilitdt priifen, beispielsweise indem Sie auch Funktionenplots von f und p,,
fiir kleine n anfertigen.

ALLGEMEINE HINWEISE

Die Punkte unterteilen sich in Theoriepunkte (TP) und Programmierpunkte (PP). Bitte beach-
ten Sie die auf der Vorlesungshomepage angegebenen Hinweise zur Bearbeitung und Abgabe der
Ubungszettel, insbesondere der Programmieraufgaben.



