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1. Aufgabe (6 Bonus TP)
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betrachten wir das Anfangswertproblem
2'(t) = Ax(t), t € (0,71, z(0) = xo.
a) Berechnen Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren von A.

b) Bestimmen Sie eine Losung dieses Anfangswertproblems. Geben Sie Thre Lésung ohne
Verwendung der Matrix-wertigen Exponentialfunktion an.

c¢) Berechnen Sie die absolute Kondition des Anfangswertproblems.

2. Aufgabe (6 Bonus TP)
Zu einer beliebigen Matrix A € R™*™ betrachten wir die Differentialgleichung

Y (t) = Ay(t).

a) Seien z: [0,7] — R™ und y: [0,7] — R™ Losungen der obigen Differentialgleichung.
Zeigen Sie fiir beliebige a,b € R, dass auch z = ax + by eine Losung ist.

b) Beweisen Sie fiir beliebiges ¢ € R~y und

0 ¢
= (5% 0)

0= () o= ()

Losungen der Differentialgleichung sind.

dass

c) Sei A wie in Teilaufgabe b) sowie yo € R? gegeben. Bestimmen Sie eine Funktion g, die
die obige Differentialgleichung 16st und y(0) = yo erfiillt.


http://numerik.mi.fu-berlin.de/wiki/SS_2020/CoMaII.php

3. Aufgabe (2 Bonus TP + 9 Bonus PP)
Betrachten Sie die Funktion

p(r) = (1)
auf dem Interval [0, 1].

a) Zeigen Sie, dass ¢ eine Kontraktion ist und folgern Sie, dass ein eindeutiger Fixpunkt z*
existiert.

b) Schreiben Sie eine Python Funktion
fixpunkt_iteration(f, x0, tol, max_iterationen=1000)

die fiir eine gegebene Funktion f die Fixpunktiteration

Tp1 = f(2)

anwendet, bis entweder |z — f(x)| < tol gilt, oder k = max_iterationen erreicht wur-
de. Die Funktion soll ein Tupel (x k, f_eval) zuriickgeben, wobei x k der errechnete
Fixpunkt ist und f_eval die Anzahl der Auswertungen von f.

c) Das Newton Verfahren zur Losung von Gleichungen der Form f(x) = 0 ist definiert durch
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siehe auch das entsprechende Kapitel im Skript.

Schreiben Sie eine Python Funktion
newton(f, df, x0, tol, max_iterationen=1000)

die fiir eine gegebene Funktion f und ihrer Ableitung df, das Newton Verfahren an-
wendet, bis entweder |f(zx)| < tol gilt, oder k¥ = max_iterationen erreicht wurde. Die
Funktion soll ein Tupel (x_k, f_eval) zuriickgeben, wobei x_k die errechnete Nullstelle
ist und f_eval die Anzahl der Auswertungen von f und df.

d) Schreiben Sie die Fixpunktgleichung

v = p(a”) 3)
(mit ¢ wie in (1)) so um, dass Sie eine Gleichung der Form
0= @(z") (4)

erhalten. Wenden Sie fiir die Startwerte xy € {0, %, 1} und die Fehlerschranken tol €

{10*2, 1073, -+, 10*12} jeweils das Fixpunktverfahren auf und das Newton-Verfahren
auf an, und plotten Sie die benétigten Funktionsaufrufe iiber die Fehlerschranken (mit
geeigneter Skalierung). Was beobachten Sie?

ALLGEMEINE HINWEISE

Die Punkte unterteilen sich in Theoriepunkte (TP) und Programmierpunkte (PP). Bitte beach-
ten Sie die auf der Vorlesungshomepage angegebenen Hinweise zur Bearbeitung und Abgabe der
Ubungszettel, insbesondere der Programmieraufgaben.



