
⑦
Def Seif, Y) ein top .

Ran
.

BE a ) sei ✗ Set. F- PQ) ,
d.h.at/e- Mengen MEX

Def . dann : ✗
„
→ ✗ bzgl. -5

sind offen undabgeschlossen .

wie in Def . 1- 16 : Es gelte ✗„ → × . Dann ist U
={✗YEJ,

d. h
.

U ist Umgebung von -1 . Also ex
.

YU EX
,
U Umgebung von ✗

a. c- IN mit ✗
„
EU -

_ {×} Kutno
.

In
•
IN : ✗

„
EU tn ? no

D. h . ✗
„

= ✗ tu = no .

Hier gilt ✗
„
→ ✗ ⇒ Ab einem ✗

no
ist ✗

„
= + Kunst

.

lemma1.23-l.in einen Hausdorff
-Raus

Erinnerung (X,] ) ist Hausdorff-sind Genannte Kmu. Folgen Raum .

eidentig .

Beweis wörtlich wie in Lemail.tt.
☒



④
Bsg b) seit bel. J -

- {0, ×} .
Dana ist

ÄH top - Raum aber kein Hausdorff.
S^ Sei ka) Folge in IR ",
danngilt : ✗

„
→ a c- R "

Raum . Sei Folge in ☒ und✗ EX. ( bzgl. II. Ily oder II.%)
Dann gilt in → × . genau dann , wenn

Beweise sei ✗ c- ✗ bot. und U eine Umgebung ✗
„
,
;
→ a;

i= ?
. .
.

,
n

.

von ×,d.h . JOE] : ✗ EOEU
. wobei ✗„ =/✗„„ , . . . , Xu,) , a =/an , . . -san)

Also muß gelten 0=1, d.4. U =X. D.h . eine Folge in IR
"

konvergiert genau

somitgilt ✗
„
EU Üniz 0

. ☒ dann
,
wenn sie komponentenweise konvergiert.

D. h . alle Folgen konvergieren gegen

alleP-t.TT Beim ✗
„
→ a bzgl. II. Ily

Das ist kein Hausdorff -Raum .

[⇒ ✗
„ → a Sagt. /t.lk

Mehr dazu in Vl
-

Topologie . Dey ✗
„
→ a ✗„

- a -30

Ab jetzt wieder mehr . Räume . ⇒ V4 - all -70



270 Beweise) Es gelte ✗
„ → a .

Sein:{e. . . - in} . Dann gilt
-2.2

. : ✗
„„

. → a; /✗
„i
- ai / < E V-kzkozko.si ,

Sei E> 0
,
dann e.× . 4. EIN mit also gilt auch

Hq - all = dlx
" ,
a) < { tksko .

→ du
, /
a) =/in - allg

Also gilt

lxn.i-ailc-maxflqj-ajlli-1.vn} =max{/✗„i - ai //i-Y.ir}
=/Ix" - allg < { KK > Ko

. < { tkzko
.Also ✗

„, ;
→ ai .

Also ✗
„
→ a .

☒
b) Nun gelte ✗

„„
•→ a; für e- =? .

- - in .

EE .
✗
„→ q .

Bein Tatsächlich gilt dassei E>o . Dann ex . zu jedem if{%. . -in}
f-übel . Norman auf IR

"

.

Koi EIN mit
(spät)/✗

%
.

-

ai / < E ÜK ? Kai
.

Setze nun Ko = max {Kon , . . . / Korn] .



④
jafz1.25-seilX.cl) meh

.

Raum und sei ✗ ⇐✗ 1A .
Wir zeigen, dass {> oex .

mitBett EXIA.

AEX. Dann sind äquivalent : Ang das gilt nicht . Dann gilt KNEW

a) A ist abgeschlossen Bz G) 4- XIA .

b) Ist eine Folge in 1- mit ✗
„
→✗ EX

,
Also Bank) n A =/0. Sei nun

dann gilt ✗EA.
✗
„

c- Bz 4) NA . Dann ist An )
eine Folge in A .

Und esgilt
Beweise a)⇒b)_ : sei 1- abgeschlossen und

du , x)
< ?

Hat eine Folge in 1-mit ✗„→×.
und somit ✗„ → × . Wegen b)

Z ✗ C-A .

gilt dann ✗ c-A - L DEA- ✗ 4-A
. Da ✗ 1A offen , ex .

{so mit B{ G)EXIA.d.h.BE/HnA--0-Def1.zG- Sei (X, d) mehr. Raum und
Nun ex.no EINmit

Hn ) Folge in ✗ .
Dana heißt )lauchringenEBEN tnzno

,

wenngilt
also ✗

n
¢A lt n > no . §

HE>OZNOEIN : dfin , ✗m) < { Kam >
no

b) Es gelte b) .

z.z-Aabges.ch/pb=w.XlA offen .



④ Beweis sei (4) (Fin R " .Lemma 1.27
-

Zu {so ex. Ko mi t
Es gilt (✗n) konvergent ⇒ (✗n ) ist Candy -Folge .

1×4: ✗mit#✗„ -✗m /↳ < { tln , K -%

Beweise Es gelte ✗„ → ✗
.
Sei{> 0 . Dann

Also ist (%,;)now ist <Ein IR .
et . n

,
EIN mit

Da IR vollstaendig ex q . ER mit
dlxn

, -4 <1£ An >- no .
✗
4. i
→ 9i .

Dann gilt für n, m ? no

Nach Satz 1.24 gilt danndkn.hn/Ed(xn,x)+dK,xm)4E+EE--{
☒ ✗

„
→ a

für a = lag , . .
. / an ) . td

Def1.cn Ein metr
. d) heißt

vollständig , wenn jede ( F in Bsz seid /✗ iy ) =/× - > I . Dann ist

✗ konvergiert . (Q ,d) ein nnetv . Raum , aber nicht
vollständig .

sdtzt.IR
" ist vollständig .

sei ✗ER . Hd) ist vollständig
⇐ ✗ abgeschlossen in IR .

Bsg (Q , d), /(0,1),d) nicht vollst .; ([0,13,d)
vollständig .



④Bey Ist (X, d) vollst .

net.
.

Raum und Y E ✗ .

Dann

(Gdl mehr . Raum .
Und

fy,d) ist vollständig
(⇒ Y EX abgeschlossen ia ✗ .


