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1. Aufgabe (6 TP)

Sei f € C([a,b]) derartig, dass ein ¢ € R existiert mit ||f*®)|| < c¢ fiir alle & € N.
Weiter sei zu jedem n € N eine Liste paarweise verschiedener Stiitzstellen (2ni)icqo,....n}
gegeben. Bezeichne mit p, € P, das Interpolationspolynom, das py,(x,;) = f(xn;) fiir
i €{0,...,n} erfiillt. Beweisen Sie

1f —pnllec € O (e7") fiir n — oo.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis die fiir alle k € N giiltige Abschétzung k! > v/ 27rk(§)k
verwenden.

2. Aufgabe (6 TP + 2 Bonus TP)
Fiir eine Funktion o : R — R, definiere

M(o) =span{f : R = R | f(z) = o(wz),w € R}.

Sei o, € P, (die “Aktivierungsfunktion”) ein Polynom vom Grad n mit

n
on(z) = Z a;x’,
=0

wobei a; # 0 fiir alle 1 =0, ..., n gelte.
Zeigen Sie, dass M(oy,) = P, gilt.

Hinweis: Wahlen Sie n+ 1 paarweise verschiedene Parameter w; und zeigen Sie, dass die
Funktionen o, (wj -) linear unabhéingig sind.

Bonus: Fiir neuronale Netzwerke mochte man in der Regel Aktivierungsfunktionen wéhlen,
die keine Polynome sind. Geben Sie einen Grund dafiir an.


http://numerik.mi.fu-berlin.de/wiki/SS_2021/CoMaII.php

3. Aufgabe (8 PP)

Im Folgenden mochten wir das Fehlerverhalten von Interpolationspolynomen auf dem
Intervall [a,b] = [-5,5] fir n — oo numerisch untersuchen. Fiir f € C([a,b]) approxi-
mieren wir hierfiir die Maximumsnorm || f||oo durch die diskrete Mazimumsnorm (mit

1001 gleichverteilten Stiitzstellen)
i(b—a)
/ <a * 1000 >‘ '

Fiir n € N werden wir die dquidistanten Stiitzstellen
i(b—a)

= max
171l i€{0,...,1000}

, firi e {0,...,n}

T; =a-+

verwenden.

Erstellen Sie fiir die folgenden Funktionen Plots, die jeweils das Verhalten || f; — ¢n (fi)||n
fiir n — oo illustrieren und beschreiben Sie Ihre Beobachtungen. Hier bezeichnet ¢, (f;) €
P, jeweils das Polynom, fiir das pi,(z) = f;(zx) fir k =0,...,n gilt.

Gehen Sie insbesondere auf Kondition, Stabilitdt, bekannte Fehlerabschidtzungen und
Konvergenzgeschwindigkeit ein.

a) fi(x) =e".
b) fa(z

Hinweise:

e Natiirlich kénnen Sie am Computer nicht ,n — oco“ betrachten. Fiir die obigen
Beispiele ist im Groben das Intervall n € {1,...,100} angemessen. Sie kénnen
aber natiirlich auch ein anderes Intervall wihlen, wenn sich dieses — beispielsweise
durch Thre Implementation bedingt — fiir IThre Beobachtungen besser eignet.

e Sie diirfen Sich aussuchen, wie Sie die Interpolation genau durchfithren. Es bie-
tet sich die Interpolation mit Newton-Darstellung an; sie kdnnen aber auch die
Lagrange-Interpolation von Blatt 1 verwenden. Sie bekommen bis zu 2 Bonuspunk-
te, wenn Sie in Thren Betrachtungen beide Interpolationsarten verwenden und ggf.
auf Unterschiede eingehen und diese begriinden.

e Bevor Sie mit dem Aufschreiben beginnen, sollten Sie Ihre Implementation sicher-
heitshalber auf Plausibilitéit priifen, beispielsweise indem Sie auch Funktionenplots
von f und p, fiir kleine n anfertigen.

ALLGEMEINE HINWEISE

Die Punkte unterteilen sich in Theoriepunkte (TP) und Programmierpunkte (PP). Bitte
beachten Sie die auf der Vorlesungshomepage angegebenen Hinweise zur Bearbeitung und
Abgabe der Ubungszettel, insbesondere der Programmieraufgaben.



