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1. Aufgabe (6 TP)

Wir wollen ein Modell fiir das Wachstum einer Bakterienkultur entwickeln. Die Vermeh-
rung der Bakterien soll dabei durch Teilung erfolgen. Bekannt sei die Anzahl xg der
Bakterien zum Zeitpunkt ¢ = 0 und gesucht sei

a)

x(t): Anzahl der Bakterien zum Zeitpunkt ¢ > 0.

Es sei pAt, p € (0, 1) die Wahrscheinlichkeit, daf} sich ein Bakterium wihrend eines
,kleinen* Zeitintervalles At teile. Stellen Sie auf Grundlage dieser Annahme eine
Differentialgleichung fiir 2" auf.

Das in Aufgabenteil a) entwickelte Modell soll verbessert werden. Wir nehmen nun
zusétzlich an, dal Konkurrenz zweier Bakterien innerhalb des , kleinen®“ Zeitinter-
valles At zum Absterben von

Aryon = kx(t)?At, k>0,

Bakterien fiihre. Die Konzentration der Bakterien sei dabei fiir alle Zeiten orts-
unabhéngig. Stellen Sie ein verbessertes Modell fiir das Bakterienwachstum auf,
d.h. geben Sie eine Differentialgleichung fiir 2’ an, die sowohl Vermehrung als auch
Konkurrenz beriicksichtigt.

Geben Sie fiir die in a) bzw. b) aufgestellte Differentialgleichung jeweils die exakte
Losung an und untersuchen Sie jeweils das Verhalten von x(t) fiir ¢ — co. Welche
Bedeutung hat der Modellparamter k7

Hinweis: Eine Moglichkeit die ODE in b) zu l6sen wire zum Beispiel das Kommando
dsolve in Maple. Aber auch eine Literaturrecherche oder fleissiges Rechnen kénnen eine
Losung liefern.

2. Aufgabe (6 TP)
Zur Differentialgleichung

2 (t) = \z(t), 0<t<T


http://numerik.mi.fu-berlin.de/wiki/SS_2021/CoMaII.php

fir A > 0 seien xp, und Z die mit dem impliziten Euler-Verfahren gewonnenen Néherungs-
16sungen zu den Anfangswerten xg bzw. Zg. Zeigen Sie, da} unter der Schrittweitenbe-
schrankung 7 < % die folgende Abschitzung fiir die diskrete Kondition des impliziten
Fuler-Verfahrens gilt:

A
|$k — SEk| < 61TT*|:L‘() — 530|.

3. Aufgabe (8 PP)
Wir moéchten Anfangswertprobleme der Form

2 (t) = \x(t) + f(t), x(0) = xo (AWP)
in Python numerisch 16sen.

a) Implementieren Sie eine Funktion explicitEuler(A, f, x0, T, n), die das Pro-
blem mit A = A ndherungsweise mittels des expliziten Euler-Verfahrens aus
der Vorlesung 16st und den Vektor aller Iterierten als x € R™*! (inklusive Start-
wert) zuriickgibt. Hierbei sei die Zeit-Schrittweite durch 7 := % definiert.

b) Implementieren Sie analog eine Funktion implicitEuler(A, f, x0, T, n), die
(AWP) mit dem impliziten Euler-Verfahren aus der Vorlesung 16st und als Ergebnis
die Tterierten x € R™"*! zuriickgibt.

c¢) Wir betrachten nun die konkrete Wahl A = 16, f(t) = t, T = 8 und zy = 1.
Losen Sie das Anfangswertproblem jeweils mit dem expliziten und mit
dem impliziten Euler-Verfahren fiir n = 60 und fiir n = 120. Plotten Sie Ihre
Losungen jeweils mit einer geeigneten Skalierung; die Skalierung muss dabei nicht
fiir alle Plots iibereinstimmen! Was beobachten Sie und wie erkldren Sie sich dieses

Verhalten?
Hinweis: Zum Vergleich diirfen Sie ohne Beweis verwenden, dass die analytische
Losung des Problems durch z(t) = %elﬁt - % - ﬁ gegeben ist.

Hinweis: Beachten Sie, dass lambda in Python ein reserviertes Schliisselwort ist. Den
Funktionsparametern wurde daher der Name A statt lambda gegeben!

ALLGEMEINE HINWEISE

Die Punkte unterteilen sich in Theoriepunkte (TP) und Programmierpunkte (PP). Bitte
beachten Sie die auf der Vorlesungshomepage angegebenen Hinweise zur Bearbeitung und
Abgabe der Ubungszettel, insbesondere der Programmieraufgaben.



