Musterlosung fiir die Klausur zur Vorlesung

Stochastik I

Wintersemester 2011,/2012

1. Aufgabe (6 Punkte)

Im Wohnort von Herrn Miiller herrscht an 25% aller Tage Sonnenschein, an 50% aller Tage ist der Him-
mel bew6lkt und an 25% aller Tage regnet es unaufhorlich. Jeden Morgen schaut Herr Miiller, bevor er
das Haus verlasst, nach dem Wetter. Wenn es regent, nimmt er seinen Regenschirm mit Wahrschein-
lichkeit 0.9 mit (er ist offensichtlich vergesslich), bei bewolktem Himmel mit Wahrscheinlichkeit 0.5 (er
ist unentschlossen) und bei Sonnenschein mit Wahrscheinlichkeit 0.2 (er ist Pessimist).

a) Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass Herr Miiller den Schirm zuhause ldsst?
b) Wenn Herr Miiller morgens mit dem Schirm das Haus verlasst, wie grofl ist dann die Wahrschein-
lichkeit, dass die Sonne scheint?
Losung:
a)(3 Punkte) Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit gilt

P(kein Schirm) = P(kein Schirm|Sonne) - P(Sonne)
+P(kein Schirm|bewdlkt) - P(bewolkt)
+P(kein Schirm|Regen) - P(Regen)

= 08.0254+0.5-0.54+0.1-0.25

19
= 0.475 ( 40>

b)(3 Punkte) Mit dem Satz von Bayes gilt

P(Schirm|Sonne) - P(Sonne)
P(Schirm)
P(Schirm|Sonne) - P(Sonne)
1 — P(kein Schirm)
0.2-0.25
1—0.475

2
= 0.0952 <— 21)

P(Sonne|Schirm) =

2. Aufgabe (10 Punkte)
Auf Q = {1,2,3,4} mit der Gleichverteilung betrachte man die Zufallsvariablen

[ 1 falls w gerade [ 1 fallswe {2}
X(w) _{ 0 sonst und - ¥(w) _{ 0 sonst.

a) Priifen Sie, ob X und Y unabhéngig sind.
b) Berechnen Sie E(X +Y) und Var(X +Y).

c) Sei & =P(Q) die Potenzmenge von 2. Finden Sie drei verschiedene Ereignisse A, B, C € &, fiir die
gilt: A und B sind unabhéngig, B und C sind unabhéngig, aber A und C sind nicht unabhéngig.
D.h., die Eigenschaft der Unabhéngigkeit ist nicht transitiv.

Losung;:
a)(2 Punkte) Damit X und Y unabhéngig sind, miisste P(X =2 AY =y) = P(X = z) - P(Y = y) fir
alle moglichen Werte x,y € {0,1} gelten. Es ist aber beispielsweise

1

P(X=1AY =1)=P({2}) = ; # 5 = P(2,4}) -P({2) = B(X = 1) -P(¥ = 1),




d.h., X und Y sind nicht unabhéngig.
b)(243=5 Punkte) Esist E(X) =1 -1+ 1. 0=2 und E(Y)=1-1+2.0=1 sowie

1
EX+Y)=EX)+EY)= 5 + 1
Da X und Y nicht unabhéngig sind, gilt im Allgemeinen nicht Var(X+Y) = Var(X)+Var(Y'). Stattdessen
rechenen wir direkt mit der Definition der Varianz

Var(X +Y) = Y (X(w)+Y(w) ~EX +Y))* Pw)
S R R R
= %:0.6875

oder mit der Formel Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) 4+ 2Cov(X,Y):
Es ist Var(X =1(1- 7)2 + 3 (0- 5)2 = 7 und Var(Y) = 1 (1- %)2
E(XY)=1- +§ 0= 1 und Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y) = L

1 3 111
Var(X +Y) = ;5o 42 ¢ = 10

¢)(3 Punkte) Wihle zum Beispiel A = {1,2}, B = {2,4} und C = {3,4}. Dann gilt

P(ANB) =1 =55 =P(4) B(B)

und
IP(BHC):f:%-%:P(B)P(C)

aber
(AﬂC)_O;A% %:IP’(A)-IP’(O)

3. Aufgabe (6 Punkte)
Die zufillige Wartezeit X bei einer Telefonhotline sei durch die Verteilungsfunktion F' charakterisiert mit

0 <0
F(z)_{a—be” x>0

fiir gewisse Parameter a,b, A\ € R, wobei A > 0. Weiter sei bekannt, dass P(X = 0) = % (d.h. mit
Wahrscheinlichkeit 3 kommt man sofort dran), sowie P(X > 1) = 1 (d.h. mit Wahrscheinlichkeit § muss
man lénger als eine Minute warten).

a) Bestimmen Sie die Paramter a, b, A mithilfe der gegebenen Informationen so, dass F' tatsichlich eine
Verteilungsfunktion ist.

b) Lésst sich die Verteilung auch durch eine Dichtefunktion beschreiben? Begriinden Sie Thre Antwort
und geben Sie die Dichte gegebenenfalls an.

Losung:
a)(4 Punkte) Damit F eine Verteilungsfunktion ist, muss gelten: lim, o, F'(x) = 1. Hier ist, wegen
limg 00 e =0,

lim F(z) = aq,

T—>00

also folgt a = 1.
Damit P(X =0) = % gilt, muss die Verteilungsfunktion bei 0 um den Wert % springen. Wegen F(z) =0
fiir z < 0 folgt F(0) = 5. Hier ist

FO)=a—-b=1-1,



und es folgt b = %

Zuletzt folgt wegen F(1) =P(X <1)=1-P(X >1) =2 und

1
F(l):a—b-e_’\zl—ie_A

dass 1 — 1e* = 3 also nach Umformen A = In(2).

Insgesamt ergibt sich
1
Flz)=1- 5671H(2)I.

b)(2 Punkte) Da die Verteilungsfunktion nicht stetig (und damit erst recht nicht differenzierbar) ist, siehe
Sprung bei x = 0, kann die Verteilung nicht durch eine Dichtefunktion beschrieben werden.

4. Aufgabe (7 Punkte)
Man betrachte das Intervall [0, 1] mit der Gleichverteilung und definiere die Zufallsvariablen X, : [0,1] —
R durch ; L
n falls0 <z < -
Xn(z) = { 0 sonst.

n—oo

a) Priifen Sie nach, ob E(X,,) — 0 gilt.

b) Priifen Sie nach, ob X, W0 gilt. (Verwenden Sie dazu bitte nur die Definition von “Konvergenz
in Wahrscheinlichkeit”.)

c¢) Priifen Sie nach, ob X, L) gilt. (Verwenden Sie dazu bitte nur die Definition von “Konvergenz
fast sicher”.)

Losung:
a)(2 Punkte) Es ist

1

E(X,)=—-n+ <1—> 0=1

n
fiir alle n, d.h. E(X,,) konvergiert nicht gegen 0.
b)(3 Punkte) Fiir ¢ > 0 ist

1 n o o]
P(|X, = 0] > &) = P(|Xn| > ) <P(Xp =n) =~ =30,

also konvergiert X,, in Wahrscheinlichkeit gegen 0. Dabei wurde verwendet, dass X,, nur die Werte 0 und
n annehmen kann, und somit |X,,| > € nur fiir X,, = n gelten kann, woraus P(|X,,| > ¢) < P(X,, = n)
folgt.

¢)(4 Punkte) Fiir z € (0,1] gilt X,,(z) =0, falls x > L d.h. fallsn > 1. D.h,, fiir jedes dieser z gibt es
einen Index ng > 1 so dass X, (z) = 0 fiir alle n > ng, und somit konvergiert X, (z) gegen 0. Nur fiir
z =0 gilt X,,(z) =n > 0 fur alle n, so dass X,,(x) nicht gegen 0 konvergiert. Es ist aber P(0) = 0 bzw.
P((0,1]) = 1, da es sich um eine stetige Verteilung handelt, und somit gilt

P(z € [0,1] : Xn(z) — 0) = P((0,1]) = 1,

und X, konvergiert fast sicher gegen 0.

5. Aufgabe (9 Punkte)
Die Zufallsvariable X sei poissonverteilt zum Parameter A > 0, d.h. es ist P(X = n) = 2;e fiir

n € Ng = {0,1,2,3,...}. Dabei ist A unbekannt und soll durch k¥ unabhéngige Messungen Xi, ..., Xj
geschitzt werden. Wir wihlen den Schétzer

Xt X

T, =T(Xq, ..., Xk) A

a) Untersuchen Sie den Schétzer T}, auf Erwartungstreue und Konsistenz.



b) Angenommen der wahre Wert ist A\ = 4. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, bei 10.000 Messungen
diesen Wert bis auf einen Fehler von ¢ = 0.05 genau zu schétzen? Berechnen Sie diese Wahrschein-
lichkeit entweder approximativ mithilfe des zentralen Grenzwertsatzes oder schitzen Sie sie mithilfe
der Tschebyschev-Ungleichung ab. (D.h., Sie kénnen sich einen der beiden Losungswege aussuchen!)

Losung:
a) (2+3=5 Punkte) Fiir die Poissonverteilte Zufallsvariable X gilt E(X) = A, d.h. es gilt ebenso E(X;) = A
fiir alle unabhéngigen Kopien X;, ¢ = 1,...,k, von X. Damit folgt

E(Ty) =E <X1+k+X’“> - %(]E(Xl) + o+ E(X) = E(X) = A,

d.h., T} ist erwartungstreu.
Nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahl gilt

P(|X —E(X)|>¢) —» 0 fiirallee > 0,

dh. X llv)' E(X). Wegen T}, = X und \ = E(X) folgt sofort T}, 1'—>VV7' A und T}, ist konsistent.
b) (4 Punkte) Verwende den zentralen Grenzwertsatz: Danach ist X anndhernd normalverteilt, d.h. es
gilt

X —4
/1/10.000 - 4

_ 0.05
v/1/10.000 - 4

P(|X — 4] <0.05) =P (‘

) ~P(]Y] < 2.5),

wobei Y standardnormalverteilt ist. Umformen und Ablesen aus der Tabelle zur Standardnormalvertilung
ergibt
P(JY] <25)=P(Y < 25)-P(Y <-25)=2-P(Y < 2.5) — 1 =10.9876.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt also annédhernd 99%.
Verwende die Tschebyschev-Ungleichung: Danach gilt

Var(X) _ | 1/10.000-4

= = 0.84.
0.052 0.052

P(|X — 4 <0.05) =1—-P(|X —4/>0.05) > 1 —

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt also mindestens 84%.



