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Bearbeiten Sie alle der folgenden Aufgaben!

Aufgabe 1 (4+4=8 Punkte)

In einer Urne befinden sich fiinf Kugeln, die mit den Ziffern 1,2, 3,4,5 durchnummeriert sind.
Es wird zweimal mit Zuriicklegen gezogen, und die beiden Ergebnisse werden der Reihenfolge
nach notiert.

a) Geben Sie einen geeigneten Stichprobenraum € an. Wieviele Elementarereignisse enthélt
Q (d.h., was ist |2])? Wieviele Elemente enthélt die Potenzmenge P(2) von 7

b) Es sei A das Ereignis, dass die Summe der beiden Ergebnisse maximal 3 betrigt. Geben
Sie die kleinste o-Algebra auf €2 an, die A enthilt, und berechnen Sie P(A).

Losung;:
a) Wihle

Q={(k,1): k,1€{1,2,3,4,5}}.
Es gilt |Q = 5-5 =25 und |P(Q)] = 2/ = 22° ~ 33.6 Mio.

b) Es ist
A=1{(1,1),(1,2),(2,1)}
und
o(A) = {0,Q, A, A%}

P(A) = 23’5 — 12%.

Aufgabe 2 (4+4=8 Punkte)
Eine Mutter zweier Kinder sagt:

a) “Mindestens eines meiner beiden Kinder ist ein Junge.”
b) “Das &lteste meiner beiden Kinder ist ein Junge.”

Wie schitzen Sie jeweils die Chance ein, dass auch das andere Kind ein Junge ist?
Dabei kénnen Sie davon ausgehen, dass Jungen- und Médchengeburten gleichwahrscheinlich
sind.

Losung;:

Definiere die Ereignisse
J: Beide Kinder sind Jungen.
A: Mindestens eines der beiden Kinder ist ein Junge.
B: Das éltere Kind ist ein Junge.

Mit
Q={(LM),(J.J),(M,J), (M, M)}
ist J={(J,J)}, A={(J,M),(J,J),(M,J)} und B={(J,M),(J,J)}.
a) Gesucht ist P(J|A).
P(JNA) P(J) 1/4
P(4)  P(A) 3/

P(J|A) = = 1/3.



b) Gesucht ist P(J|B).

_P(JNB) P(J) 1/4
PUIB) = 55 = bp) ~ 1~ M2

Aufgabe 3 (5+3=8 Punkte)
Sei X eine Zufallsvariable, deren Dichtefunktion f durch

ar+b : xe[-1,1]
f(x):{ 0 : zeR\[-L1]

gegeben ist, wobei a,b € R.

a) Welche Bedingungen miissen die Koeffizienten a, b erfiillen, damit f tatséchlich eine Dich-
tefunktion ist?

b) Welche Werte ergeben sich fiir die Koeffizienten a, b, wenn zusitzlich P(X < 0) = % gelten
soll?

Losung:
a) Damit f eine Dichtefunktion ist, muss f(z) > 0 Vz € [—1,1] und f_ll f(x)dx =1 gelten. Es
ist
1 1 1 1
/ f(x)dx:/ ar +bdr = [a:vQ—}—bx} = 20b,
1 1 2 1
so dass 2b =1, also b = %, gelten muss.
Fiir positive a wird f bei x = —1 minimal mit f(—1) = —a+ % Damit dieser Wert nicht negativ
wird, muss a < % gelten. Umgekehrt wird fiir negative a die Funktion f bei £ = 1 minimal mit
f)y=a+ % Damit dieser Wert nicht negativ wird, muss a > —% gelten. Insgesamt ergibt sich

jal < 5.
b) Es ist
0 1, 11° 11
P(X = = |= Z - _Z il
(X <0) /_lf(:n)dsn [2aw —|—2x]_1 5015
und damit ) ]
(X <0) 1 & a=3

Aufgabe 4 (3+5=8 Punkte)

In einem Groffiraumflugzeug haben insgesamt 500 Passagiere Platz. Da Kunden manchmal ihren
Flug nicht antreten, ldsst die Fluggesellschaft zwecks optimaler Auslastung 510 Tickets verkau-
fen. Es sei bekannt, dass die Kunden ihren Flug mit Wahrscheinlichkeit p = 0.04 nicht antreten,
wobei vereinfacht angenommen wird, dass das Nichterscheinen fiir verschiedene Kunden un-
abhéngig voneinander ist. Man betrachte die Zufallsvariable X der erscheinenden Passagiere.

a) Wie ist X verteilt? Geben Sie eine Formel fiir P(X = k) an, wobei k € Np.

b) Berechnen Sie approximativ die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass mehr Passagiere erscheinen
als Pliatze vorhanden sind.
Eine Tabelle zur Standardnormalverteilung finden Sie im Anhang auf Seite 4.



Losung;:
a) X ist binomialverteilt mit den Parametern n = 510 und p = 0.96, d.h.

1
P(X =k) = <5k0> 0.96%0.04510-F,

b) Gesucht ist eine Approximation fiir P(X > 500). Der zentrale Grenzwertsatz besagt, dass
X annihernd normalverteilt ist mit Erwartungswert p = 510 - 0.96 = 489.6 und Varianz o2 =

510-0.96 - 0.04 = 19.584. Damit ist

X —pu S 500 — 489.6
o 4.4254

P(X > 500) = P ( ) ~P(Y > 2.3501)

wobei Y ~ N(0,1). Es ist
P(Y >2.3501) =1 —-P(Y <2.3501) =1 —0.9906 = 0.0094 ~ 0.01,

d.h., die gesuchte Wahrscheinlichkeit betridgt annihernd 1%.

Aufgabe 5 (4+4=8 Punkte)
a) Die Zufallsvariable X sei exponentialverteilt mit unbekanntem Parameter A > 0. Es

werden n unabhéingige Stichproben 1, ..., z,, genommen. Bestimmen Sie den Maximum-
Likelihood-Schétzer fiir A.

b) Betrachte eine stetig verteilte Zufallsvariable X : Q@ — R mit Dichtefunktion fy, § € R. Es
sei T der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir den Parameter  und Y = ¢g(X) eine weitere
Zufallsvariable, wobei ¢'(x) > 0 fiir alle 2. Was ist der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir
Y?

Losung:
a) Die Likelihood-Funktion ist

p(xlv "'7xna)‘) = H f/\(xk’) = H >\e_>\$k7
k=1 k=1

wobei die Unabhéngigkeit der Stichproben genutzt wurde.
Ableiten nach A ergibt

d ‘ —Az d —AD 1 Tk
d}\kl_[l)\e = d)\)\e 1

n
— e_)‘ZZZI Tk _ )\Zl‘ke_/\ZZZI Tk
k=1

n
k=1
und diese Funktion ist monoton fallend in A. Aus % p = 0 folgt

1
22:1 mk'

Der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir A ist also gegeben durch T'(z1, ..., 2,) = ﬁ
k=1
b) Die Dichtefunktion hy von Y ist gegeben durch
folg™" ()

ho(y) = 7))

1=A) 2,=0, dh A=
k=1



wobei g~! die Umkehrfunktion von g ist. Damit gilt fiir die Likelihood-Funktionen p und j von
X bzw. Y

Ay, 0) = cly) - plg~ (). 0),

wobei ¢(y) = (¢'(¢97 " (y))) ™" nicht von # abhéngt. Damit ergibt sich das Maximum von p direkt
aus dem Maximum von p, und fiir die Maximum-Likelihood-Schétzer T" und T' von Y bzw. X
gilt

T(y) =T(g " ().

Ende der Klausuraufgaben



