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1. Aufgabe (8 Punkte)

Eine Urne enthélt zwei Miinzen A und B. Miinze A ist fair, d.h. die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf betragt
%. Bei Miinze B hingegen betrigt die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf nur % Es wird zufallig eine Miinze
gezogen und dann geworfen.

a) Bestimmen Sie einen geeignenten Wahrscheinlichkeitsraum.
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit zeigt die gezogene Miinze Kopf?
¢) Angenommen, die Miinze zeigt Kopf. Mit welcher Wahrscheinlichkeit handelt es sich um die Miinze
A?
Losung:
a) Wéhle den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, £, P) mit

e 0 ={(AK),(A2),(B,K),(B,Z)}, wobei z.B. (A, K) das Elementarereignis ist, dass Miinze A
gezogen und dann Kopf geworfen wird,

e £ ="P(Q), also die Potenzmenge von (,

cH(AK)=35=5P(A42)=5

N[

b) P(Kopf) = P({(A, K),(B,K)}) =1 + 1 = 2.

) P(Aund Kopf) P((A,K)) 1/4 3

P(AKop)) = —5icoph) ~ ~ P(Koph ~ 5/12 5

2. Aufgabe (8 Punkte)
Sei X eine Zufallsvariable, deren Dichte f fiir a € R durch

[ ttar : ze0,1]
f(m)_{zo . zeR\[0,1]

gegeben ist.
a) Bestimmen Sie a.
b) Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz von X.

Losung:
a) Eine Dichtefunktion muss im Integral den Wert 1 ergeben: fol % +atdt =1. Also

/11+tdt 1t—|—1t21 L
—_ a = | — —Qa = — - =
o 2 2’ 2" ] T2 2

Sa=1



1 1 1 1 1,10 11 5

E(X?) = 2 :/27 — |23+t =242 0=

(X9) /Oxf(x)da: Oac 2+x dz i —1—436 ) 6+4 0 3
5 7\? 11
X) = EX)H)-EX)?’==——-(—| =—.
Var(X) (X -EX)" =15 (12) 144

3. Aufgabe (8 Punkte)
Sei (92, £,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und seien A, B € £ unabhéngige Ereignisse.

a) Zeigen Sie, dass auch A°, B¢ unabhéngig sind.
b) Sei X = Isnp die charakteristische Funktion (Indikatorfunktion) von A N B. Zeigen Sie, dass
E(X) =P(A4) - P(B) gilt.

Losung;:
Da A, B unabhéngig sind, gilt P(A N B) = P(A) - P(B).
a) Zu zeigen ist P(A° N B¢) = P(A°) - P(B°).

P(A° N B°)

P((AU B)Y)
= 1-P(AUB)
= 1—(P(4)+P(B)-PANB))
= 1-P(A) —P(B)+P(A)-P(B)
— (1-P(A))-(1-B(B))
= P(A°)-P(B°)
b) Es ist Ianp(w) =1 fiir w € AN B und Isnp(w) = 0 sonst. Damit ergibt sich
E(lang)=1-P(ANB)+0-P(ANB)°) =P(AN B) =P(A) -P(B),

wobei im letzten Schritt wieder die Unabhéngigkeit von A und B genutzt wurde.

4. Aufgabe (8 Punkte)
Seien X1, X5, ... unabhéingige Zufallsvariable mit P(X, = 1) =P(X, = —-1) =

a) Bestimmen Sie Y so, dass X, Wy gilt.

b) Zeigen Sie, dass auch X, Vo ¥ fiir das in a) gewdhlte Y gilt. Verwenden Sie dabei nicht das
Ergebnis aus a), sondern direkt die Definition von Konvergenz in Verteilung.

Losung:
a) Wéhle Y =0 f.s., d.h., P(Y = 0) = 1. Fixiere ein € > 0. Dann gilt

_ _J 0 : 1/n<c¢
IP>(|Xn—Y|>5)_]P>(|Xn|><€)—{1 D Un>e
Damit gilt P(|X,,| > ¢) = 0 fiir alle n > %, d.h. lim, o P(|X,,| > €) = 0.

b) Es ist
0 : =<0

d.h., Fy ist stetig tiberall bis auf an der Stelle x = 0. Daher muss lim,,_, Fx, () = Fy () fiir alle z # 0
gezeigt werden. Es ist
0 : z<-1/n
Fx,(x)=¢ 1/2 : —-1/n<z<1l/n
1 x>1/n



Sei # < 0. Dann gilt Fix, (z) =0 fiir 2 < =% baw. n > —1 > 0 und somit lim, . Fx, () = 0 = Fy ().
Sei z > 0. Dann gilt Fi, (z) =1 fiir 2 > 1 bzw. n > 1 > 0 und somit lim, . Fx, (z) = 1 = Fy (z).

5. Aufgabe (8 Punkte)

Sie mochten die Zahl 7 durch ein Monte-Carlo-Verfahren auf zwei Dezimalstellen genau berechnen. Dazu
erzeugen Sie mit dem Computer zwei in [0, 1] gleichverteilte Zufallszahlen z,y und priifen nach, ob sie
die Bedingung x? + 32 < 1 erfiillen. Die Wahrscheinlichkeit dafiir ist gerade gleich 1, die Fliche des
Viertelkreises.

a) Wie oft muss der Computer testen, wenn das Ergebnis zu 99% sicher sein soll?

b) Wie grofl ist (ndherungsweise) die Wahrscheinlichkeit, dass bei 1000 Wiederholungen mehr als
1000 - § ~ 785 die Bedingung erfiillen?

Losung:
a)Betrachte n unabhéngige Kopien X1, ..., X, der Zufallsvariable X mit P(X =1) = 7, P(X =0) = 1-7F.
Nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahl gilt

_E(X)‘ > 5)  Var(X)

Xi+..+X,
IF’(’ 1+ ...+

n ne2

wobei hier € = 0.01 (wir wollen Genauigkeit auf zwei Dezimalstellen), E(X) = 7, Var(X) = 7 - (1 — %).
Gesucht ist n. Es soll gelten

X1+ ...+ X,
P (‘ﬁrﬁ ~I< 0.01) > 0.99,
was gleichbedeutend ist mit
X .+ X
P (‘M I s 0.01) <0.0L
n 4
Dies i . .. Var(x) . .
ies ist gemdf (1) erfiillt, falls ——~* < 0.01. Umstellen und einsetzen ergibt
Var(X)
> ———= =168.550
"= 0012 ’

d.h., es muss mindestens 168.550 mal getestet werden.

b) Nach dem zentralen Grenzwertsatz kann die Verteilung von X7 +...4 X109 durch eine Normalverteilung
approximiert werden. Um die Standardnormalverteilung verwenden zu kénnen, muss vorher zentriert und
standardisiert werden, d.h. die Zufallsvariable

_ X1+ ...+ X1000 — 1000 - E(X)
v/1000+/ Var(X)

ist anndhernd standardnormalverteilt. Nun gilt mit E(X) = 7 ~ 0.785:

Y

X1 4 oo + X1000 — 785 785 — 785
V1000\/7/4 - (1 —7/4) — /1000+/7/4 - (1 — 7 /4)
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