2 Zufallsvariablen

2.1 Induzierter Raum und Verteilung

Wir kommen zum wichtigsten Begriff der W-Theorie. In den meisten Situa-
tionen sind wir nicht an der gesamten Verteilung interessiert, sondern nur an
bestimmten Daten, die vom Experiment abhédngen.

Beispiele. Im Lotto interessiert die Anzahl der richtigen Zahlen, beim zwei-
maligen Wiirfeln zum Beispiel die Augensumme, und beim Miinzwurf, im
wievielten Wurf zum ersten Mal Kopf kommt.

Definition. Sei (2,€&, P) ein W-Raum, X : Q — W (Wertebereich), F o-
Algebra auf W. Falls X }(F) € & fiir alle F' € F, so heiBt X Zufallsvariable
auf Q, genauer (W, F)-wertige Zufallsvariable.

Wenn W endlich oder abzihlbar ist, so sei F = 2. Wir werden fast aus-
schlieBlich W C R betrachten, F = Borelmengen. X heifit dann reelle Zu-
fallsvariable.

Definition. Der durch X induzierte W-Raum ist (W, F, Px) mit Px(F) =
P(X~YF)). Wir schreiben kurz P(X € F) fir P{w € Q: X(w) € F'}). Zum
Beispiel P(X =z) = P{w € 2 : X(w) =z}) oder P(X <z)=P({we Q:
X(w) <z}, falls W =R.

Satz 2.1. Px ist W-Maf$ auf (W, F).

Beweis. Px(W) = P(X"Y(W)) = P(Q) = 1, und ferner PX(L;J F) =
PXTU(U F) = PO X Y(F) = ¥ P(X(F)) = X Py(F). O

Beispiele. 1. Minzwurf, Q = {K,Z}, P(K) =p, P(Z) =1 —p. Sei X =
Nummer des ersten Kopfwurfs, W = N. Esist P(X =n) = (1 —p)" !p, und
wir erhalten die geometrische Verteilung fiir X.

2. Zweimaliges Wiirfeln, Q = {1,2,...,6}* mit Gleichverteilung. Sei X=
Augensumme, W = {1,2,...,12}. Dann ist P(X = s) = 5 - #{(i,7) € Q :
i+ j = s}, zum Beispiel P(X =10) = & = .
Definition. Sei X : Q@ — R. Die Verteilungsfunktion von X ist Fy : R —
[0, 1] mit

Fx(z)=P(X <z2)=PHwe: X(w) <zx}).
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Offenbar gilt
lim F(z) =0, lim F(z)=1,

r<y=F(z) < F(y).
Ferner ist F'(x) rechtsstetig, das heifit mit h \, 0 geht F'(z 4+ h) — F(x).

Beispiele. 1. Miinzwurf. Q = {K, 7}, X(K) = 1, X(Z) = 0, P(K) = p,
P(Z)=1-p. Esist

0 <0
Flz)y=¢ 1-p 0<z<1
1 r>1.

2. Indikatorvariable. Sei A € £, 4 : Q2 — R mit

nw-{y 254

Es ist
0 z <0
Fr,(z)=< 1-P(4) 0<z<1
1 r>1.

Angenommen, X und Y sind zwei reelle Zufallsvariablen, XY :  — R. Wir
fassen (X,Y) als Zufallsvariable auf mit (X,Y) : Q% — R? (X, Y)(w;,ws) =
(X (w1),Y (wq)). Allgemein seien Xy, ..., X, : Q" — R, dannist (X3,..., X,,) :
Q" — R". Die gemeinsame Verteilung ist

F(Z’l,,l’n):P(Xlgl'l/\ngl’g/\/\Xngllj'n)

2.2 Diskrete Zufallsvariablen
Eine (reelle) Zufallsvariable X : Q@ — W C R heifit diskret, falls W endlich

oder abzihlbar ist.
Seien X,Y : Q — W C R reelle Zufallsvariablen. Wir werden X und Y als
unabhéngig ansehen, falls

P(X € ANY € B) = P(X € A)P(X € B)

fiir alle A, B C W gilt. Das folgende (leicht zu beweisende) Resultat zeigt,
dass man sich bei diskreten Zufallsvariablen auf einelementige Mengen A, B
beschrénken kann.
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Lemma 2.2. Zwei diskrete Zufallsvariablen X,Y : Q@ — W C R sind genau
dann unabhdngig, wenn

PX=xANY =y)=PX=x)P(Y =y) firalezxz,yecW
gilt.

Mit Induktion gilt analog das allgemeine Resultat: Die Zufallsvariablen X, ..., X, :
0 — W C R sind genau dann unabhéngig, wenn

P(Xi=m A AX, =z,) = [[P(Xi =)

ist fiir alle (xq,...,2,) € W™

Beispiel. Betrachten wir den Miinzwurf, Q = {K, 7}, P(K) = p, P(Z) =

1—p, 0<p<1l Essei X =#K,Y = #Z bei einmaligem Wurf. Dann ist
PX=1AY=1)=0, PX=1)P(Y =1)=p(1—p),

also sind, wie zu erwarten, X und Y nicht unabhéngig.

Nehmen wir nun an, die Miinze wird N Mal geworfen, wobei N Poisson
verteilt ist, mit A > 0. Das heifit, die W-keit N Mal zu werfen, ist %e‘k.
Dann ist

P(X=zAY =y)=P(X=xAY =y[N=z+y)P(N=x+y)
<x+y)pw(1_p)y ATHY Y (Ap)* (A(l—p))ye_A
T (

z+y)! x! y! ’
und
n A"
P(X = — P(X = N = P(N = _ Tl — n—x” =X
(X =) ; (X = n)P(N =n) ;(I)p( ) e
- 6—/\()‘p)w Z AQ—p)"™ _ e—)\()\p)me)\(l—p) _ ()\p)me—)\p.
al =~ (n—ux) x! x!
Analog erhalten wir P(Y = y) = QU o=20-p) ynd wir sehen, dass X

y!

und Y unabhéngig sind.

Nun fithren wir die wichtigsten Mafizahlen ein.
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Definition. Sei X : (2 — R diskrete Zufallsvariable. Der Erwartungswert
E[X] ist

EX]=) 2P(X=2)=) X(w)PWw),

weN

falls die Summe absolut konvergiert.

Der Erwartungswert gibt also an, was fiir ein Wert von X im Mittel zu
erwarten ist. Es gibt also stets w,w’ mit

X(w) < E[X], X(w) > E[X].

Fiir endliche Mengen €2 oder endlichem Wertebereich existiert E[X] natiirlich
immer.

Im Fall der Gleichverteilung auf endlichem Q, P(w) = ﬁ fiir w € €, haben
wir

E[X] = ﬁ S X(w).

Ist @ ={wi,...,wn}, X(w;) = x;, so konnen wir

Tt

B[] .

schreiben. E[X] ist somit der iibliche Durchschnittswert.

Lemma 2.3. Ist X : Q — R Zufallsvariable, g : R — R beliebig, so gilt

Elg(X)] =) g@)P(X =2) =) g(X(w))Pw),

falls die Summe konvergiert.

Beweis. Wir setzen Y = go X : ) - R, Q X, R -4 R. Dann ist

EY]= ) YWPW) =) ¢XW)Pw) =) > g)Pw) =

z wX(w)=z

= g@)P(X =x). O

Kiinftig werden wir den Zusatz, “falls die Summe existiert” weglassen. Alle
Satze sind mit dieser Einschrankung zu verstehen.
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Beispiel. X nehme die Werte —2, —1, 1, 3 mit W-keiten i, %, i,% an. Es sei
Y = X2 Dann ist

1 1 1 3 38 19
EX?|=4--41-—-+41--49.-=—=—.
X] gt gty s=5 =3

Definition. Sei k£ € N. Das k-te Moment von X ist
my, = B[X"].
Das k-te zentrale Moment ist
or = B[(X — E[X])"].
Besonders wichtig sind
E[X] = mi, Var[X] = 0y = E[(X — E[X])?].
Var[X] heiBt die Varianz, /Var[X] die Streuung.

Die Varianz gibt also an, welche (quadratische) Abweichung vom Erwartungs-
wert im Mittel zu erwarten ist. Ist zum Beispiel X eine konstante Funktion,
X (w) = c fiir alle w, so haben wir E[X] = ¢, Var[X] = 0.

Satz 2.4 (Linearitdt des Erwartungswertes). Seien Xi,..., X, : Q@ — R,
i=1

Beweis. Wir haben

=Y X(w)Pw) = Z(Z XX (W) P(w) = Z NEX]. O

Folgerung 2.5. Es ist Var[X] = E[X?] — (E[X])%
Beweis. Es gilt

Var[X] = E[(X — E[X])?] = E[X? - 2E[X]X + (E[X])Y]

X?] — 2B[X]E[X] + (E[X])?
X7 - (E[X])*. O

Satz 2.6. Fs seien X : QQ - T CR, Y : Q — U C R unabhingige Zufalls-
variablen. Dann gilt E[XY] = E[X]E[Y]
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Beweis. Wir haben

EXY]= ) X(Y(wPw = Y ayP(X=zAY =y)

w (z,y)eT XU

= nyP(X =z)P(Y =y) = ZQTP(X = x)ZyP(Y =Y)
€ v Y

= E[X]E[Y]. U

Satz 2.7. Fir die Varianz gilt
a. Var[X + ¢] = Var[X],
b. Var[cX] = ¢*Var[X],
c. Var[X + Y| = Var[X] + Var[Y], falls X,Y unabhingig sind.
Beweis. a. Var[X + ] = E[(X +c—E[X +¢])?] = E[(X —E[X])?] = Var[X].

b, Var[eX] = E[(cX — E[cX])?] = E[(cX — cE[X])?]
= B[*(X — E[X])?] = *Var[X].

c. Var[X + Y] = E[(X +Y)?] — (B[X +Y])?
E[X?] + 2E[XY] + E[Y?] — (E[X])? — 2E[X]E[Y] — (E[Y])?
E[X?] — (B[X])? + E[Y?] — (E[Y])?

Var[X] + Var[Y]. O

r—||_|

Beispiele. 1. Bernoulli Verteilung. Q@ = {K, Z}, P(K) = p, (Z) =1-—p,
X:Q—{0,1}, X(K)=1,X(Z)=0. Dannist P(X =1) =
1 — p und somit

EX]=1-p+0-(1-p)=p, E[X?] =p, Var[X] =p—p*=p(1—p).

Die grofite Varianz erhalten wir also fiir die faire Miinze p = %

2. Binomialverteilung. Wir fithren unabhéingig n Wiirfe durch mit P(X
k) = (1)p"(1 —p)"*, X = Anzahl Kopf, 0 < k < n. Sei X; = { (1) die
Indikatorvariable im i-ten Wurf Kopf oder Zahl. Dann ist X = X;+---+X,,,
also

E[X] = np, Var[X]| =np(l —p).
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3. Poissonverteilung. Sei P(X =n) = %e_’\, n > 0. Dann ist

n B >\n1
:Znﬁe N )\Z (n—1)!

n>0 ’ n>1

n >\ —
E[X?] = e =Xy n e n+ 1
nzzo n! HZZI (n— nZ>O n'
Y ) DAY B T
(n—1)! '
n>1
Also ist

Var[X] = E[X?] — (E[X])* = ).
Definition. Seien X,Y : 0 — R. Die Kovarianz von X und Y ist
cov[X, Y] = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
Ausmultiplizieren ergibt
cov| X, Y] = E[XY] — E[X]E[Y],

also insbesondere cov]X, X| = Var[X].

X und Y heilen unkorreliert, falls cov[X,Y] = 0 ist. Wegen Satz 2.6 sind
unabhéngige Variablen X, Y stets unkorreliert.

Der Korrelationskoeffizient ist

cov[X,Y]
Var[X]Var[Y]

p(X,Y) =

Lemma 2.8. Es gilt fiir Konstanten a,b

Var[aX + bY] = a®Var[X] + b*Var[Y] + 2abcov[X, Y] .
Beweis. Ausrechnen. [

Lemma 2.9. Sei X : Q) — R, dann gilt
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a E[X? =0& P(X =0) =1,
b. Var[X] =0 P(X = E[X]) = 1.

Beweis. a. Es gilt E[X?] = Y 2?P(X = x). Ist also E[X?] = 0, so muf}

P(X = x) = 0 sein fiir alle z # 0, also P(X # 0) = 0 und somit P(X =
0) = 1. Die Umkehrung ist ebenso klar.

b. Mit Var[X] = E[(X — E[X])?] brauchen wir nur a) auf X — E[X] anzu-
wenden. [

Satz 2.10 (Cauchy-Schwarz Ungleichung). Es gilt
(EXY))* < E[X7|E[Y?],

mit Gleichheit genau dann, wenn P(Y = aX) = 1 fir ein a € R, oder
P(X =dY)=1 fird €R.

Beweis. Angenommen E[X?] = 0, dann ist P(X = 0) = 1 nach Lemma 2.9,
somit P(X = z) = 0 fir x # 0. Daraus folgt P(X =2 AY =y) = 0 fur
x #0,y, also

und wir haben P(X = 0-Y) = 1. Ist umgekehrt P(X = 0) = 1, so gilt
E[X?] = 0, E[XY] = 0, und wir erhalten Gleichheit. Wir kénnen also E[X?] >
0 annehmen. Wir betrachten die Zufallsvariable Z = Y —aX fiir a # 0. Dann
gilt

0 < E[Z?] = E[(Y — aX)?] = E[Y?] — 2aE[XY] + ¢*E[X?].
Als Polynom in a hat diese quadratische Gleichung hochstens eine reelle
Nullstelle, also ist die Diskriminante

4E[XY)? - 4E[X?E[Y? <0,

und das ist die Cauchy-Schwarz Ungleichung. Gleichheit gilt genau fiir E[(Y —
aX)? =0, also genau fiir P(Y = aX) = 1 nach Lemma 2.9. O

Folgerung 2.11. Fiir den Korrelationskoeffizienten p(X,Y") gilt |p(X,Y)| <
1, mit Gleichheit genau dann, wenn P(Y = aX 4+ 0b) = 1, a,b € R, oder
P(X=dY +V)=1,d,0l €R.
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Beweis. Wir setzen U = X — E[X], V =Y — E[Y], dann ist cov[X,Y] =
E[UV], Var[X]| = E[U?], Var[Y] = E[V?]. Satz 2.10 ergibt somit

(cov[X,Y])? < Var[X]Var[Y]

also
Ip(X,Y)] < 1.

Gleichheit gilt fiir Var[X] = 0 oder P(V = aU) =1 fiir a € R. Im ersten Fall
ist nach Lemma 2.9, P(X = E[X]) =1, also P(X =0-Y + E[X]) = 1, und
umgekehrt. Im zweiten Fall haben wir P(Y — E[Y]| = a(X —E[X])) = 1, also
P(Y =aX +b) = 1 mit b = —aE[X] + E[Y], und umgekehrt. [

Wir besprechen noch zwei weitere fundamentale Ungleichungen.
Satz 2.12. Es gilt
a. Ungleichung von Markov: Sei X > 0, dann ist

E[X]

P(X >a)< - (a>0).
b. Ungleichung von Tschebyschev:
X
P(x ~EX]| 2 0) < Y (0 o).

Beweis. a. Wir haben

BX] =Y XwPw) = Y XwPw+ Y XwPw)

X(w)>a

b. Sei Y = |X — E[X]|?, dann ist P(Y > a?) < % nach a), somit

E[Y] _ Var[X]

P(X ~B[X]| 2 0) = P(X - BX)P > o) < =5 = =
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Beispiel. Es seien Xj, ..., X, unabhéngige Kopien von X (zum Beispiel n
Minzwiirfe), Y = X;+- - -+ X,,. Dann ist E[Y| = nE[X], Var[Y] = nVar[X],
also

X, 4+ -4+ X X 4+ X X
F| 1+ + n]:E[X], Var| 1+ + n]:Var[ ] '
n n n
Tschebyschev ergibt
X 4+ X, 1 X
n n a

und dies geht gegen 0 fiir n — oo.

Ebenso wie bedingte W-keiten kénnen wir auch bedingte Erwartungswerte
betrachten. Es seien X,Y : 2 — R, dann sei Y}X = x die Zufallsvariable Y
unter der Annahme X = z. Wir setzen ¢(z) = E[Y|X = ], ¢(X) ist also
wieder eine Zufallsvariable.

Satz 2.13. Es gilt E[¢v(X)] = E[Y], das heifit also

EY] =) E[Y|X =2)P(X =x).

T

Beweis. Wir haben
(0] = S (@) P(X =) = STEIY|X = o] P(X = 2)
= ZZ?JP(Y = y|X =2)P(X = 1z)

=Y MY yPY=yAX=2)=) y> PY =yrX=uz)

Yy x

=Y yP(Y =y) =E[Y]. O

Beispiel. Sei X die Augensumme bei zweimaligem Wiirfeln mit Gleichver-
teilung, Y = # gerade Ziffern. Dann ist

EY|X =2]=0, EY|X =3]=1, E[Y|X =4] = g .

Offenbar ist E[Y] = 1.
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2.3 Wahrscheinlichkeitserzeugende Funktionen

Fiir diskrete Zufallsvariablen X : Q — Ny konnen wir eine kompakte Form
finden.

Definition. Sei X : (2 — Nj. Dann heifit die formale Reihe

Gx(z2) =) P(X =n)z"

n>0
die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion.
Lemma 2.14. Fualls die jeweiligen Reihen konvergieren, so gilt:
a. E[X] =G'(1),
b. Var[X] = G"(1)+ G'(1) — (G'(1))*.
Beweis. a. Wir haben

E[X] =) nP(X =n)=G'(1).

n>0

b. Var[X] = E[X?] — (E[X])? = Y n?P(X = n) — (E[X])%. Nun ist

n>0

G"(z) = nn-1)P(X =n)z"> =) n’P(X =n)z" =) nP(X =n)z"">

n>1 n>2 n>2

also

z=1

Y n’P(X =n)=G"(2)| _, +G'(2)]

n>1

somit

Var[X] = G"(1) + G'(1) — (G"(1))?. O

Beispiele. 1. Binomialverteilung, P(X = k) = (})p*(1 — p)"*. Hier ist

G(z) = ;éo ()pF(1=p)»*2% = (pz+(1—p))", also G'(2) = np(pz+(1—p))" ',
G"(z) =n(n — 1)p*(pz + (1 — p))" 2. Es folgt

E[X] = np, Var[X] =n(n — 1)p* +np — n*p* = np(1 — p).
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2. Poissonverteilung, P(X = n) = 2.e¢7*. Hier ist G(z) = Y 2re 2" =
n>0

e~ M = AT GY(2) = XMV G (2) = A2eMETD | Es folgt
E[X] =), Var[X] = A2+ A = \? = ).
Sind A(z) = ) anz", B(z) = Y b,2", dann konnen wir das Produkt bilden.

n>0 n>0
n

Der Koeffizient von 2" in A(z)B(z) ist Y axb,_x. Wir nennen
k=0

A(2)B(2) = Y (O arbny)?"

n>0 k=0

die Konwolution von A(z) und B(z). Wir schreiben [2"]A(z) fiir den Koeffi-
zienten von z" in A(z).

Beispiel. Hypergeometrische Verteilung. X : Q — {0,1,...,r}, P(X =k) =
]y
(m)
Sei Gp(z) = > (1) (")) 2", und

k>0

, n,m,r fest.

H(z,t) =1 +tz)"(1+t)"".

Dann ist .
" B ™ wfn—1Y\ _
G0 =32 (1) () =60
also
H(z,t) =Y Gu(2)t"
m>0
Es folgt
G (2) tm]gH(z t)
m az Y

t"rt(1+t2) 1+ )"
= rft™ 1+ t2) T A+

m—1
r—1 Zk n—r
" ( k ) (Tn-—-l'— k) ’
k=0
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und mit z =1,

=5 (7)) = (00

Daraus erhalten wir

E[X] = %7(:;11) - %

m

Beispiel. Ein berithmtes Problem betrifft Zufallswege auf Z. Ein Wanderer
startet in 0 und geht immer mit W-keit 1/2 einen Schritt nach rechts oder
links. Was ist die W-keit pg, dass er letztlich wieder nach 0 zuriickkommt?

Es sei a, die Anzahl der Wege, die im n-ten Schritt zum ersten Mal nach 0

zuriickkehren. Weiter sei b, die Anzahl der Wege, die im n-ten Schritt nach

0 kommen. Also zum Beispiel ag =0, a; =0, a3 =2, by =1, by =0, by = 2.

Sei A(z) = > a,2", B(z) = ) b,z". Das Ereignis A = {kehrt zurtick} ist
n>0 n>0

daher die disjunkte Summe A = (JA,, A, = {kehrt im n-ten Schritt zum

ersten Mal zuriick} mit P(A,) = $=. Wir haben also

Qn
n>0

).

1
2

Nun ist .
bn = Z akbn—k
k=0

durch Klassifikation, wann er zum ersten Mal zuriickkehrt. Wir erhalten also

somit

und insbesondere
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Zur Analyse von B(z) sehen wir zunéchst, das der Wanderer eine gerade An-
zahl 2n von Schritten tun muf, um zu 0 zuriickzukehren, n in jeder Richtung.
Also ist

2
by, = (:), bont1 =0 (n>0),

und somit

n>0

Durch Induktion verifiziert man leicht
2n 22n
> )
n/) = 2n

1 1 1 1
n>1 n>1

also

da die harmonische Reihe Y 1 divergiert.

n>1
Ergebnis: Der Wanderer kehrt mit W-keit 1 zum Ausgangspunkt 0 zuriick.

Ubrigens gilt im Fall, dass n mit W-keit p nach rechts geht und mit W-keit
1 — p nach links geht, stets py < 1 fiir alle p # % Er kehrt also nur im Fall
der Gleichverteilung fast sicher zu 0 zuriick.

2.4 Binomialverteilung und ihre Approximation

Wir betrachten den besonders wichtigen Fall, dass die Zufallsvariable X :
) — R binomialverteilt ist. Es sei p = W-keit Erfolg, 1 — p = W-keit
MiBerfolg, X = Anzahl der Erfolge bei n Versuchen. Dann ist

P(X = k) =b(k,n;p) = (Z)pk(l —p)" ",

E[X] = np, Var[X]| =np(l —p).

Es ergibt sich das Problem, dass die Binomialkoeffizienten (Z) wegen des ra-

schen Wachstums von n! schwer zu berechnen sind. Man wird also versuchen,
gute Approximationen zu bestimmen.
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Betrachten wir zunéchst die hypergeometrische Verteilung
(2)((;;):2) |
Angenommen wir haben die Situation:
n,n—r,r>>m,k,
das heifit n,n — r,r sind “viel grofler” als m und k.
Beispiel. Wir haben 500 Schrauben, 60 davon sind defekt, n = 500, » = 60,

und wir testen m = 5 Schrauben.

Mit Zuriicklegen haben wir die Binomialverteilung, ohne Zuriicklegen ist die
W-keit fiir Erfolg ~ ~. Die Idee ist, dass fiir grofie n,r,n —r die Ziehungen
von m Schrauben sich wenig unterscheiden, ob wir mit oder ohne Zuriicklegen
ziehen.

Aufgrund der Annahmen machen wir die folgenden Approximationen:
Lk<r=rr—1)-(r—k+1)~7r*
2 m<r=nn—-1)---(n—m+1) ~n™
3. m—k<n—r=nm-r)n—r—1)--(n—r—m+k+1) ~ (n—r)™Fk,

Wir erhalten

™ n—r

h(k,m;r,n) = (k)((ln)k) = o -

m

r(r—=1)---(r—k+1)(n—r)(n—r—1)---(n—r—m+k+1)
n(n—1)---(n—m+1)

m\ r¥(n—r)m—F m\ /r r\m—
N(k)% - (k)(ﬁ)k(l - 7) ’

=b(k,m; 7).

Im Erwartungswert stimmen die Ausdriicke iiberein.

rm r
E[thp] = 7, E[Xbin] = mg .
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Beispiel. n = 60, » = 25, m = 4. Die Tabelle zeigt, dass wir gute Approxi-
mationen erhalten:

k=0 1 2 3 4

b(k,4;2) 0,107 0,336 0,366 0,165 0,026
h(k,4;25,60) 0,116 0,331 0,354 0,167 0,032

Natiirlich benotigen wir auch fiir die hypergeometrische Verteilung Binomi-
alkoeffizienten. In der Praxis verwendet man als Approximation die Poisson
Verteilung

PLN

p(ki ) = e

Wir machen die Voraussetzungen
Ln>0=(1+3)"~c¢e",
2. p< 1, kklein = (1—-p)k~1,
3. k<n=nn—-1)--(n—k+1)~nk.

Daraus erhalten wir

b(k,n;p) = (1)pF(1 — p)rF = Mozl lnohb) g pyn—k

also
b(k,n;p) ~ p(k; A) mit A =np.

Wiederum sehen wir Gleichheit fiir den Erwartungswert
E[Xbin] =np, E[Xpois] =)A= np.

Beispiel. Jemand spielt 3 Jahre im Lotto. Mit welcher W-keit kann man
mindestens 3 richtige erwarten? Wir haben p(X > 3) = 0,018, also ist die
W -keit

1—b(0,3-52;0,018) ~ 1 — p(0:3-52-0,018) = 0, 93.
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2.5 Zufallsvariablen mit Dichtefunktion

Definition. Die Zufallsvariable X : 2 — R heifit stetig verteilt mit Dichte-
funktion, falls die Verteilungsfunktion F'(x) = P(X < x) von der Form

F(z) = / F(t)dt

ist, wobel f(z) integrierbar ist, f(z) >0, [ f(z)dz = 1. Es gilt dann

lim F(z)=0, lim F(z)=1, F'(z) = f(x).

T——00 r—00

Fir A € £ haben wir
P(XeA) = /f(t)dt,

A

insbesondere

Pla< X <b)= /f(t)dt.

Achtung: Es ist stets P(X =z) = 0.

Es seien X,Y : () — R stetig verteilte Zufallsvariablen mit Verteilungsfunk-
tionen Fy(z), Fy(y) und Dichten fx(x), fy(y). Die gemeinsame Verteilung
F(x,y), falls sie existiert, ist

F(x,y):P(ng/\ng)://f(u,v)dvdu.

—00 —O0

Definition. X,Y : Q — R heiflen unabhdngig, falls die Ereignisse {X < z},
{Y < y} unabhingig sind fiir alle z, y, also wenn

F(z,y) = Fx(z)Fy(y),

gilt. Allgemein fiir n Variablen.
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Lemma 2.15. Sind X,Y : Q — R stetig verteilt mit F(z,y), f(x,y) und
Fx(x), fx(x), Fy (y), fr(y) wie zuvor, so gilt

fﬂmszmwwwwmszmwm

X und Y sind unabhdngig genau dann, wenn

fz,y) = fx(2)fr(y).

Beweis. Wir haben

Fx(z) = P(ng)zz}iriloP(ngAng): / /f(u,v)dvdu

= j (mf(u,y)dy) du,

und somit

fx(z) = Fi(z) = / fe.y)dy.

analog fir fy(y). X und Y unabhéngig bedeutet F(x,y) = Fx(x)Fy(y) fir
alle x,y, somit

2

9 Pe,y) = Fy()Fr(y) (2.9) = Fie(@)Fy(y) = Fx(@)fr(y).

Ox " Ox0y E

also

flz.y) = fx(@)fy(y) .
Umgekehrt folgt aus f(x,y) = fx(z)fy(y),

F(z,y) = j /yf(uav)dvduz j /yfX(U)fY(U)dUdU:Fx(i’f)FY(y)- O

—00 —00 —00 —0O0
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Allgemein gilt: X1,..., X, : 2 — R unabhéngig

& F(z1,... 2) = || Fx,(2:) fiir alle (x4, ..., z,)

i=1

& flar,. o a) = [ fx (@) fiir alle (21, 2,).

i=1
Wir erklaren wieder den Erwartungswert und die Varianz. Alle Sétze fiir
diskrete Variablen gelten auch hier, die Beweise sind allerdings etwas subtiler.

Definition. Der Erwartungswert und die Varianz von X sind

E[X] = /[Ef([t)d(t, Var[X] = /(:E—E[X])2f($)d$.

Beispiel. Gleichverteilung auf [a, b]. Hier ist f(z) = ;-

b—a’
0 r<a
Flz)y=¢ &= a<x<b
1 z>b.

Wir berechnen
b

2 2 2
E[X]:/x 1 dr — 1 a:_}b:b a :a+b

a

b
a+b

Var[X]:/(x— 5 )2b—adI:b—a 3

a

Insbesondere erhalten wir fiir das Einheitsintervall [0, 1], E[X] = 3, Var[X] =
1
ﬁ.

Der folgende Satz gibt eine einfache Methode an, falls die Dichte f(z) =0
ist fiir z < 0.

Lemma 2.16. Sei X : Q — R mit f(x) =0 fir x < 0. Dann gilt

e}

B[X] = / (1 - F(a))dz,

0

wobei F(x) die Verteilungsfunktion ist.
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Beweis. Wir haben

]Oa ~ F(a))dz = ]O P(X > z)da = 70 ff(y)dy dz
= 7 /ydx) fy)dy = 7yf(y)dy=E[X]- O

Beispiel. Exponentialverteilung. X : [0,00) — [0,00) mit f(z) = Ae™?,
A>0fiir e >0, f(z) =0 firz < 0, F(z) =1—e . Aus dem Lemma folgt

1 1
. —)\x . —)\:c

Wir wollen nun die entsprechenden Sétze fiir E[X] und Var[X] herleiten.

Satz 2.17. Sei X : Q@ = R und Y = g(X), wobei g : R — R stetig ist und
g(x) >0 fir alle x. Dann gilt

— o0

Beweis. Da Y > 0 ist, gilt nach dem Lemma

[e.9]

B[Y] = / (1= Fy(y))dy.
wobel

Fy(y) =P <y)=Pg(X)<y), 1 - F(y) = Pg(X)>y).
Sei A das Ereignis A = {x : g(x) > y}, dann ist

P(g(X) > y) = / f(x)dr,

und somit '
9(z) )
/ /f Ydx | dy —_Z :/Ody f(z)dz :_é g(x)f(x)dx. O

Bemerkung. Der Satz gilt auch ohne die Einschrankung g(z) > 0.
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Folgerung 2.18. Wir haben fir X : Q2 — R
a. E[aX +b] = aE[X] +0,
b. Var[X] = B[(X — E[X])?) = E[X?] — (E[X])?,
c. Var[aX + b] = a*Var[X].

Beweis. Mit Y = aX + b, g(x) = az + b gilt

ElaX +b] = 7(&17 +b) f(x)de = aB[X] +b.
b. Sei Y = (X — E[X])?, g(x_) = (¢ — E[X])?, dann ist
E[Y] = 7(93 — E[X]))*f(x)dx = Var[X].
Ausrechnen ergibt h
Var[X] = j(ﬁ — 22E[X] + (E[X])?) f(2)dz

= B[X?] — 2(E[X])* + (E[X])* = E[X?] — (E[X])*.

c. VarfaX + b| = /(ax —aE[X))? f(z)dx
= a’ /(:B — E[X])*f(z)dx = a*Var[X]. O

Beispiel. Standardnormalverteilung. Sei X : R — R mit Dichte f(x) =
2

\/%?e‘%. Dann ist mit der Substitution y = —x
E[X] = — 7 54 L[ dy = —E[X]
=—— [ ze r=—— e =— ,
V2T V2T Y Y



also E[X] = 0. Fiir die Varianz erhalten wir mit partieller Integration
i E
Var[X] = E[X?] — (E[X])? = E[X? :—/:c~xe_7dm
X] = EIXT] = (BIX])” = BIXT] = ==

o0

1 z2 00 z2
- —rxe 2 —+ e 2dx =1.
V2 > /

Wir haben noch nicht die allgemeine Linearitdt des Erwartungswertes fiir
stetige Zufallsvariablen bewiesen. Dazu miissen wir uns iiberlegen, wie die
Dichte der Summe X + Y aussieht.

— o0

Problem I. Gegeben X mit Fx(z), fx(z) und Y = g(X). Was ist Fy(y),
fy(y)?

Problem II. Gegeben X und Y mit Fx(z), fx(z), Fy(y), fy(y). Was ist
Fxiy(2), fx4v(2)?

Satz 2.19. Sei X : Q — R mit Dichte f(z), Y = g(X), wobei g(x) monoton
steigend ist mit ¢'(x) # 0 fiir alle x. Dann ist die Dichtefunktion h(y) von'Y
gegeben durch

h(y) = S=2—22L g~ Umkehrfunktion.

Beweis. Es ist Fy(z) = [ f(t)dt = P(X < z), also

97 ' ()
By =P <y =PX <67 0) = [ for
Mit der Substitution ¢ = g~ (u) haben wir dt = mdu und erhalten
[ o (W)
g Uu
F(y) = / —Ldu,
YW= ) )

und somit



Bemerkung. Der Satz gilt allgemein, so lange ¢'(x) # 0 ist fiir alle x.

22
Beispiel. Sei X N (0, 1)-verteilt fx(x) = %67, Y =0X+p, 0> 0. Sei
g(x) = ox + p, dann ist g7'(y) = £, ¢'(x) = o. Fir die Dichte von Y

erhalten wir demnach
1 _ (1*%)2

h(y) = \/%0_6 7T

das heifit Y ist N(u, 0?)-verteilt. Ferner ist

)

E[Y] = oE[X] + u = p, Var[X] = o*Var[X] = o?.

Beispiel. Sei X N(0, 1)-verteilt. Was ist h(y) fiir Y = X?? Wir haben g(x) =
2%, g7 y) = /¥, ¢'(x) = 2z. Indem wir die positive und negative Wurzel

22

in Betracht ziehen, erhalten wir mit f(x) = \/%—We 2

Diese Dichtefunktion sollte bekannt vorkommen, es ist die I'-Verteilung mit
r=a= % Also erhalten wir das Resultat:

X ~N(0,1) = X? ~ 71

l\)l»—l
l\)l»—l

Betrachten wir nun Problem II.

Satz 2.20. Seien X,Y : Q — R und f(x,y) die gemeinsame Dichte. Dann
hat Z = X +Y die Dichte
= / Ft, 2 —t)dt
Beweis. Sei A das Ereignis
A={(z,y) z+y<z}={(z,y): Z < 2}.

P(Z < 2) /fuvdudv—/ /fuvdvdu.

U= V=—00

Dann ist
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Die Substitution z = u, y = v +v mit v = x, v = y — x ergibt die Jacobi

Matrix w8
& H-(1)-
Qu v ]\ _1 1)
ox Oy

also dudv = dxdy, und wir erhalten

P(Zsa:]o /Zf<x,y—x>dydx=/z ]Of(x,y—x)dx dy,

T=—00 Yy=—00 Yy=—00 \~00

also

fz(2) = /f(t,z—t)dt. 0

Folgerung 2.21. Sind X,Y wunabhdngig, so gilt
Frar(e) = [ Fe@iva—tat.

Wir nennen diese Operation die Faltung zweier Funktionen fy, fy, in Zeichen
fx * fy. Somit ist fiir unabhéngige X und Y: fx.y = fx * fy .

Beispiel. Es seien X und Y gleichverteilte unabhéngige Variablen auf [0, 1],
also f(z) = fx(z) =1, g(x) = fy(z) =1 fir alle x € [0, 1] und 0 auBerhalb.
Fiir X + Y erhalten wir die Dichte

h(z) = / F(t)g(x — tydt

Fiir © <1 ergibt dies h(z) = [dt = . Sei x > 1. Mit ¢ <1, z — ¢ < 1 haben
0

wirr—1<t<1

h(:c):/ldt:2—x.

T
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Die Dichte von X + Y ist also die Funktion

Fiir den Erwartungswert und die Varianz ergibt sich daraus

1

EX+Y] = /0 xh(z)dr = /xde + /12(2x — 2%)dx

w <

3
E[(X +Y)’] = / 22h(z)dz = g
Var[X + V] = g

12, dass tatséchlich
| = Var[X]+ Var[Y] gilt. Dies wollen

1\3 |

Wir sehen also mit E[X] = E[Y] = 1, Var[X] = Var[Y] =
EX+Y] =E[X|+E[Y] und Var[X +Y

wir allgemein zeigen.
Folgerung 2.22. Seien X,Y : Q — R. Dann gilt E[X + Y| = E[X] + E[Y].

Beweis. Es seien fx (), fy(y) die Dichten und f(x,y) die gemeinsame Dich-
te. Wir haben

EX+Y]= [ = [ f(tz—t)dtdz

z=—00 t=—00

= f(fzf(t,z—t)dz) dt (z=y+1)

t z

= f(f y+t)f ty)dy) dt

t Y
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Y Y

f<f tydy+tfftydy)dt

( tydt)dy+ft<fftydy>dt

(y)dy + [tfx(t)dt = E[Y]+ E[X]. O

Y
)

Daraus folgt nach Folgerung 2.18a) auch E[aX +b0Y| = aE[X]+bE[Y]. Allge-

mein verwendet man Induktion, um die Linearitat E[> \X;] = Z E[X;]

=1 =1

zu zeigen. Die Regel Var[) X;] = > Var[X;] fiir unabhéngige Variablen X;
i=1 =
wird dhnlich bewiesen.

Beispiel. Wir geben ohne Beweis die Resultate fiir die Normalverteilung und
['-Verteilung an.

1. Ist Xy N(uy,0)-verteilt, Xo N(uo, 05)-verteilt und X, X, unabhéngig, so
ist X; + Xo N(uy + pio, 0% + o3)-verteilt.

2. 8ind X Yo, -verteilt, Xy v, -,-verteilt, X;, Xy unabhéngig, so ist X; + X,
Ya,r1+ro-Verteilt.

3. Es seien Xi,..., X, unabhingige Standard normalverteilte Zufallsvaria-
blen. Dann ist Y = X2 + -+ + X2 71, a-verteilt. Wir sagen, V" ist x2-verteilt

mit n Freiheitsgraden. Die y2-Verteilung wird eine groie Rolle in der Statistik
spielen.

Beispiel. Seien X,Y : Q — [0, 00) unabhéngige Zufallsvariable, beide expo-
nentiell verteilt zum selben A > 0. Dann ist fx(z) = Ae ™%, fy(y) = e .
Es gilt

T

fxay(z) = / Ae A \eMeD gt
0

= )xze_M/dt = \e Mg

0
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Allgemein haben wir fiir unabhéingige Variablen X,..., X, alle zum selben
A>0 \ .
TLI.TL— D
fxitoax, () = RN *
Fiir n = 1,2 wissen wir das. Nun verwenden wir Induktion.

T

)\n—ltn—2
fxirerx,(®) = [t xn+x, (@) = /7
0

=Xt | —A(z—t)
=) e e dt

n,—A\x y n,.n—1
_ Ae /t"_zdt:)\x -
(n—2)! (n—1)!
0

2.6 Exponentialverteilung

Wartezeiten werden im einfachsten Fall folgendermafien modelliert: Es sei X
die Wartezeit mit Werten in [0, 0o) mit Dichte f(x).

Als Beispiel konnten wir X als Wartezeit auf den ersten freien Parkplatz
(kontinuierlich) oder als Wartezeit auf das erste Mal Kopf beim Miinzwurf
(diskret) interpretieren.

Definition. Wir sprechen von einer geddchtnislosen Wartezeit, wenn
P(X>s+t|X >1t)=P(X >5s)

fiir alle s, ¢ gilt.
Dies bedeutet mit
P(X>s+tNX>t) P(X>s+1)

(X2 s+t|X>1) P(X > 1) PX>1t)

dass die Definition dquivalent ist zu
P(X >s+t)=P(X >s)P(X >1t) fiir alle s,t.

Satz 2.23. a. Sei X exponential verteilt, f(z) = Xe ™, dann gilt P(X >
s+t)=P(X >s5)P(X >t).

b. Sei umgekehrt f : [0,00) — [0,00) stetig mit Verteilung F'(z) = P(X < z)
gegeben und P(X > s+t) = P(X > s)P(X >t), dann ist f(z) = Xe™* fiir
ein A > 0.
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Beweis. a. P(X > 2) =1— F(z) = e, also

P(X >s41)=e T = 727N = P(X > 5)P(X >1).

b. Sei G(z) = Tf(t)dt, also

Wir stellen fest:
1. G(0) = 1,
2. G(z) — 0 fir z — o0,
3. G(s+1t) =G(s)G(t) fiir alle s,t > 0.

Angenommen es gibt s > 0 mit G(s) = 0. Dann ist wegen 3), G(s) = G(3)",
also G(3) = 0 fiir alle n, das heiBt G(0) = 0 wegen der Stetigkeit von G, im

Widerspruch zu 1).
Es sei G(1) = e®, also a = log G(1).

Behauptung. G(t) = e fiir alle t.

Zunichst haben wir G(n) = G(1)" = e*", dann G(m) = G(%2)" also e*™ =
G(Z)", das heift G(22) = e¢*w fiir alle 2 € Q. Die Funktionen G(t) und
e® stimmen also auf Q iiberein, und somit wegen der Stetigkeit auf [0, c0).
Auflerdem gilt v < 0 wegen G(z) = ¢** — 0 fiir £ — oo nach 2).

Nun setzen wir A\ = —« und erhalten
Fl)=1-G(x)=1—e"",
also f(r) = F'(x) = Xe™. O

Beispiel. Angenommen die Wartezeit im Sprechzimmer ist im Durchschnitt
20 Minuten. Was ist die WW-keit, nach hochstens 10 Minuten dranzukommen?

Wir setzen A = o5 (E[X] = }) und berechnen

PX<10)=1-em=1—¢2=0,39.
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Nach wievielen Minuten komme ich mit mindestens 90% W -keit an die Reihe?
Sei T' die Anzahl der Minuten, dann haben wir

T

1 = T T
20 e wdr=1—e"2>0,9 = ¢ 2 <0,1
0

T
= 30 <log0,1 = T > —20-log0,1 = 46, 05.

Nun nehmen wir an, dass die Variablen Xi,..., X, unabhéngig sind, alle
exponential verteilt zum selben A > 0.

Satz 2.24. a. Die Variable X, = min(Xy, ..., X,,) hat Dichtefunktion
mp(z) = nAe ™™, das heifft X ist exponential verteilt zu n.

b. Die Variable X pax = max(X1y, ..., X,) hat Dichtefunktion M,(z) = nle ™"
(1 _ 6—)\x)n—1'

Beweis. a. Gesucht ist m,,(x) mit

P(Xupim > ) = /mn(t)dt.

Nun ist
= [[PXi =) =[] - F(x))
i=1 i=1
— e—)\nx’
und somit

FXmin(x) =1- P(Xmin > LE‘) =1- e_)‘"x,

und daher m,(x) = Ane "%,

b. Gesucht ist M, (z) mit P(Xpax < x) = | M, (t)dt. Nun ist

C—s

P(Xpwx <7) = P(X; <z A AX, <2)=][[P(X; < 2)
=1



und es folgt
M, (z) = Fx,,.(z) =n(l —e )" e\, O

Folgerung 2.25. Wir haben

a. E[Xmin] = %,
b. B[Xmax) = 5(1+ 3+ + 2), E[Xax] — 00 fiir n — oo.

Beweis. Teil a) wissen wir schon, da X,,;, exponentialverteilt ist nach nA.
b. Wir wenden Lemma 2.16 an und erhalten

E[Xmax] = /(1 — (1 —eM)")dz.

Mit der Substitution y = 1 —e~** haben wir e = 1 —y, —\z = log(1 —y),

also x = —% log(1 —y), dx = %rlydy. Dies ergibt
1 1
B[ X ] = 1/(1— M1 g —1/(1+ by
mas] = 3 VT = y y")dy
0 0
1 y? yr o1 1 1
— Z I = 2142 -
AR =70 +5++—)

Insbesondere geht E[X .| — 00, da die harmonische Reihe divergiert. [

Beispiel. Wenn bei 5 Telefonzellen die mittlere Wartezeit 2 Minuten betragt
(A=1), soist

E[Xmin] - 5 = 0747

1 1 1 1 137
ElXnw =20+=4+=-4+-4+=-)=— =4,57.
[ ] (+2+3+4+5) 30 57

Bemerkung. Die diskrete Variante fiir gedédchtnislose Wartezeiten wird ge-
nau von der geometrisch verteilten Zufallsvariablen beschrieben.
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