3 Grenzwertsitze

3.1 Konvergenz von Zufallsvariablen

Betrachten wir als Beispiel die Zahlen y € [0, 1) in Dezimalform y = 0, y1y2ys - - -

= > y;1077. Es sei Y; die diskrete Zufallsvariable Y; : [0,1) — y; € {0,1,...,9},
j=1

mit P(Y; =y) = % fiir alle y. Nun setzen wir

X, = i 1077Y;
j=1

und lassen X, — Y = Z;L 1077Y; gehen. Die Y; sind unabhéngig und wir
vermuten, dass Y gleichverteilt auf [0, 1) ist.

Definition. Es seien X, Xs,... reelle Zufallsvariablen auf dem W-Raum
(Q,&,P).
1. X,, — X fast sicher: & P({w € Q : X,(v) "—° X(w)}) = 1, in
Zeichen X, ELA X.
2. X,, — X in Wahrscheinlichkeit (oder stochastisch): < P(|X,, — X| >

n—oo

e) — 0 fiir alle € > 0, in Zeichen X, X

3. X,, — X in Verteilung: < P(X, < x) e P(X < x) fur alle x, fiir
die F(x) = P(X < x) stetig ist, in Zeichen X, VX,

Die Interpretation ist: X, S5 X falls fiir grofe n, X, (w) ~ X(w); X, W X,
falls fiir grofle n, X,, nahe bei X ist.

Satz 3.1. a. X, EAN X, impliziert X, Wi X. Die Umkehrung gilt nicht
allgemein.
b. X, LW X, impliziert X, Y\ X. Die Umkehrung qilt nicht allgemein.

Beweis. a. Es sei 0.B.d.A. X = 0, ansonsten betrachten wir X,, — X. Es sei
A, ={w e Q| X, (W), | Xns1(w)],... < e}, also Ay € Ay C A3 C ... Gilt
Xp(w — 0, so haben wir | X, (w)| < e fiir n > N, also w € Ay. Es folgt

{weQ: X,(w) =0} C A,

n>1
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also aus Lemma 1.1a) und wegen X, BN

1=P(JAn) = lim P(A4,).

n—00
n>1

Nun haben wir {w € Q: | X, (w)| > e} C Q\A4,, also
P(|X,| >¢) <1—P(A,),
und es folgt lim P(|X,| > ) = 0, das heift X, 2% 0.

Um zu zeigen, dass X, o x 2= X, % X betrachten wir das folgende
Gegenbeispiel. Es seien X7, Xo, ... unabhéngig auf 2 mit Werten in {0, 1},

1 1
PX,=1)==, P(X,=0)=1——.
n n

Wir haben
P(Xn>5):%—>0 fir0<e<1
P(X,>e)=0—0 fire>1,
alszniLV'O.

Sei nun A, = {w € Q : Xj(w) = 0 fiir £ > n}. Dann ist wieder A; C Ay C
Az C ... also P(JA,) =lim P(A,). Nun gilt

UAn:{wGQ:Xn(w):OfﬁrnZno}:{wEQ:Xn(w)—>0},

n>1
P(A) = P(X, =0A X1 =0A..) =[] P(Xpss = 0)
i>0
1 1
—(1— )1 -
( n>( n—i—l) ’
also
1 1 1
= 1 — —)(1 - (1= —
P(Ay) = lim (1= —)(1 = ———) (1= 37)
L oon—1 M—-1 . n—1
_1\}1@00( n n+1 M )_]\/l[{noo M =0,
und somit
PweQ: X,(w) = 0}) = P(U A,) = lim P(A,) =0.

n>1

Demnach gilt nicht X, EENYG)
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b. Es gelte X,, 25 X, mit F,(z) = P(X, < ), F(z) = P(X < z). Fiir
€ > 0 haben wir

F.(z)=PX,<z2)=PX, <2zAX<z+e)+ PX, <zANX>z+¢)
< Flx+e)+ P(|X,— X| > ¢).

Ferner gilt

Flz—e)=PX<z—¢eg)=PX<z—-ecANX,<z2)+P(X<z—ecAX,>u1)
< F.(z)+ P(|X,, — X| > ¢).

Es folgt
Flx—e)— P(|X,—xz| >¢) < F,(x) < F(z+¢e)+ P(| X, — x| > ¢).
Da X, W x vorausgesetzt ist, erhalten wir
F(zx —¢) <liminf F,(z) <limsup F,(z) < F(z + ¢).

Falls F'(z) bei x stetig ist, so gilt mit ¢ — 0, F(x) = lim F,(x), und es folgt

n—~oo

X, % x.

Als Gegenbeispiel fiir X, Vx #= X, W, X betrachten wir Bernoulli
Variablen X,, mit Werten in {0, 1} und

PX,=1)=P(X,=0)= % fiir alle n,

also X1 =Xog=---=X.Seinun Y =1— X. Wir haben
1 rz>1,

F(z)=P(X,<z)=¢ 35 0<z<1,
0 <0,

und ferner P(Y < z) = P(X,, < z). Es gilt also X, 2%y, aber nicht
X, 2By, da|X, —Y|=1Iist fir allen. O
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3.2 Das schwache Gesetz der grof3len Zahlen

Es seien Xi, X,,... unabhingige Kopien einer Zufallsvariablen X. Dann
legt uns die Intuition nahe, dass der Erwartungswert E[X] ungefihr gleich
w fiir grofe n sein sollte, und das ist auch so.

Fiir diskrete Zufallsvariable haben wir dies schon im Beispiel nach Satz 2.12
aus der Ungleichung von Tschebyschev begriindet. Wir wollen also die Un-
gleichungen von Markov und Tschebyschev auch fiir stetige Zufallsvariablen
verifizieren.

Satz 3.2. Sei X stetige Zufallsvariable mit Dichte f(zx).

a. Ist X >0, a>0, so gilt P(X >a)<ZX. (Markov)

a

b. P(|X —E[X]| >a) < Va;—Eq, a > 0. (Tschebyschev)

Beweis. a. Wir haben

(e 9] a

E[X] = /xf(x)dx:/Ooxf(x)dm—i-/xf(x)dx
0 a O >0

> a/f(x)dm:aP(XZa).

b. Mit Y = | X — E[X]| erhalten wir aus a)

E[(X — E[X])?] _ Var[X] '

2

P(X-E[X]| 2 a) = P(X-E[X]* > a?) < :

a a
Satz 3.3 (Schwaches Gesetz der grofien Zahlen). Die reelle Zufallsvariable
habe Erwartungswert E[X| und Varianz Var[X]. Sind X, Xa, . .. unabhdingige
Kopien von X, so qilt

R NETER-

n ne?

P(] fiir allee > 0.

Insbesondere gilt fiir die Folge X,, = w, dass X, LW, E[X] strebt.
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n

Beweis. Wir haben £[X,] = £ 32 B[X] = E[X]. Var[X,] = #iilVar[Xi] —

n

Varm , also gilt nach Tschebyschev

Var[X,, ] Var[X]

g2 ne?

P(|X, —E[X]| >¢) < O

Folgerung 3.4. Mit den Voraussetzungen des Satzes haben wir

X e+ X, Var| X
Rk P P L U
n nt?

(]

firt > 0.

Beispiel. Betrachten wir eine Bernoulli Variable X mit Werten in {0, 1},
P(X=1)=p, P(X =0) =1—p, also E[X] = p, Var[X]| = p(1 — p). Dann
gilt

X1+ 4+ X, p(1 —p)
P(| - —plz2t) < =

X4+ X, p(1—p
P(|— - —p!<t)21—%'

Die Formeln werden folgendermaflen angewandt.

Es sei p unbekannt. X,, = % gibt die durchschnittliche Anzahl der
Erfolge an. Aus p(1 — p) < 1 fiir p € [0, 1] folgt
1

P(|X,—pl<t)>1—-—.
(%a—pl<t) 21—

Die unbekannte Erfolgswahrscheinlichkeit p liegt daher im Intervall [z, —
t, T, + t)] mit W-keit > 1 — 15, wobei Z,, = “+*2 der Durchschnitt der
tatsdchlich beobachteten Ausgénge ist.

Angenommen wir mochten p bis auf einen Fehler ¢ = 0,01 mit WW-keit 98%
bestimmen. Wie oft miissen wir das Experiment durchfithren? Aus der Formel
sehen wir

- >
4n-0,0001—0’98’

und dies ist fir n > 125.000 erfillt.

Man beachte, dass 1 — 1t2 stets < 1 ist. Mit Sicherheit kann p also nicht
ermittelt werden.
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Beispiel. Ein Wiirfel wird 20 Mal geworfen und zeigt immer 6. Ist der Wiirfel
in Ordnung, das heifit, sind die Zahlen wirklich gleichverteilt?

Es sei X; die Zufallsvariable mit X; = 1, falls im i-ten Wurf 6 erscheint,
X; = 0, falls eine Zahl # 6 erscheint. Dann ist fiir p = %

P }X1_|_..._|_X20_l’
. 20 6
=1

v

5
6 3620(2)2 100’
also ist der Wiirfel mit W-keit> 99% nicht in Ordnung.

3.3 Lemma von Borel-Cantelli

Sei ein W-Raum (2, £, P) gegeben und A;, A, . .. eine Folge von Ereignissen.
Wir definieren

A*® ={w € Q:w € A, fiir unendlich viele i}.

Man sieht sofort
A”:ﬁ U Ar= ﬁBnmi‘cBn: L Ax.
n=1k>n n=1 k>n

A> st alsoin €. Aus By D By, D B3 D ... folgt

n—oo

P (ﬁ Bn> = lim P(B,) = P(A™).

Beispiel. Wir werfen einen Wiirfel unendlich oft, und A,, sei das Ereignis,
dass im n-ten Wurf 6 geworfen wird. Es sei Q = {(wy,ws,...)} mit w; €
{1,2,...,6}, also A® = {(wy,ws,...) : w; = 6 fiir unendlich viele i}.

Satz 3.5 (Lemma von Borel-Cantelli). Fs sei (€2, &, P) gegeben und Ay, A,, . ..
eine Folge von Ereignissen.

a. Ist Y P(Ag) < o0, so gilt P(A®) = 0.

k>1

b. Sind Ay, Ay, ... unabhingig und »_ P(Ay) = 00, so gilt P(A®) = 1.

k>1
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Beweis. a. Wegen Y P(Ay) < oo haben wir ) P(Ay) — 0fiir n — oo. Dar-
k>1 k>n

aus folgt wegen P(B,) < Y. P(Ax), dass P(B,) — 0 geht, also P(A*) =
k>n

lim P(B,) = 0.

b. Wir verwenden die Ungleichung 1 — x < e fiir 0 < x < 1. Da die
Ereignisse A,, unabhéingig sind, so auch die komplementéren Ereignisse A¢
(Lemma 1.5), und wir erhalten

N al al 3 P4
P (ﬂ A;) =[Ja-PA)) <JJe "™ =e =" .
k=n

k=n k=n

N

Mit N — oo ergibt sich P ( N AZ) — 0, da > P(Ag) = oo ist. Nun ist
k=n k>1

N N+1

AiD () AL D ..., also

k=n k=n
00 N
P(ﬂAC):Nhin P(ﬂA;):o
k=n k=n

fiir alle n, und es folgt

P((A®)) = P (D ﬂA;) ggp (ﬂ Ag) =0,

n=1k>n k>n

und somit P(A*) =1. O

Bemerkung. In Teil b) kann auf die Unabhéngigkeit nicht verzichtet werden.
Sei namlich A € £, 0 < P(A) <1 und A, = A fur alle n. Dann ist A>® = A,
> P(A,) = oo, aber P(A®) < 1.

Beispiele. Wir verwenden die folgende Sprechweise: Das Ereignis A tritt fast
sicher ein, falls P(A) = 1 ist.

1. Betrachten wir das Wiirfelbeispiel von eben, A,, = {6 im n-ten Wurf}. Die
Wiirfe seien unabhéngig, gleichverteilt, dann gilt P(A,) = ¢, also > P(A,) =

n>1
00. Die 6 wird somit fast sicher unendlich oft geworfen.
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2. Wir haben Urnen Uy, U,, ... gegeben, wobei sich in U,, 1 weifle und n — 1
rote Kugeln befinden. Das Ereignis A, sei, dass aus Urne U, eine weifle
Kugel gezogen wird. Wir haben P(A,) = %, also Y. P(A,) = co und somit

n>1

P(A>) = 1. Das heift, fast sicher wird weifl unendlich oft gezogen.

Angenommen in Urne U, sind 1 weiBe und n? — 1 rote Kugeln. Dann ist
P(A) =L, S PA,) =3 L =T < oo, also wird weiB fast sicher nur

n>1 n>1
endlich oft gezogen.

Das interessante ist, dass keine Verteilung weifi/rot auf die Urnen mdoglich
ist, wo nicht einer dieser beiden Fille eintritt.

3. Es seien unabhéngige Ereignisse A, Ay, ..., A, gegeben mit P(A;) > 0 fiir
alle i. Wir betrachten Q. = (w1,ws,...). Kommt es oft vor, dass es ein k
gibt, mit wy € Ay, wry1 € Ao, .. W1 € AT

Nehmen wir eine Telefonnummer 8018418. Nun schreiben wir die Ziffern
0,1,2,...,9 gleichverteilt in einer unendlichen Folge auf. Kommt die Te-
lefonnummer oft in der Folge vor? Dazu definieren wir

By ={(wn) w1 € Ay,...,w, € A}
BQ = {(wn) CWryr € Al:"'anT S Ar}

Bm = {(wn) : w(mfl)rui»l S Al, ey Wi € AT}

Die Ereignisse B, sind unabhéngig mit P(B,,) = P(A;)---P(A,) > 0 fur
alle m. Aus ), P(B,,) = oo folgt P(B*) = 1, und das bedeutet, dass es
fast sicher unendlich viele B,, gibt, in denen 7 aufeinanderfolgende Ergebnisse
in Ay, As, ..., A, sind. Die Telefonnummer kommt also fast sicher unendlich
oft vor.

Eine amiisante Illustration ist der Affe am Computer. Er tippt Buchstaben
nach Belieben ein. Nach Borel-Cantelli wird er fast sicher irgendwann Goe-
thes Faust reproduzieren — und das nicht einmal, sondern unendlich oft.
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3.4 Das starke Gesetz der groflen Zahlen

Es seien wieder X, X5, ... unabhingige Kopien der reellen Zufallsvariablen
X. Wir wollen nun zeigen, dass die Folge X, = &1++X2 gogar fast sicher
gegen den Erwartungswert konvergiert. In diesem Sinn kénnen wir also sagen,
dass der Zufall bei unendlicher Wiederholung verschwindet.

Satz 3.6 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). Fir die reelle Zufallsvariable
X existieren E[X] und Var[X]|. Es seien X1, Xa, ... unabhingige Kopien von
X. Dann gilt

PHweQ: X,(w) = E[X]) =1,

das heifit X, EEN E[X].

Beweis. Wir kénnen wieder E[X] = 0 annehmen, ansonsten verwenden wir
die Folge X,, — X. Wir gliedern den Beweis in mehrere Schritte.

1. Sei Y1,Y5, ... eine Folge von Zufallsvariablen auf 2. Wir nennen w € )
gut, falls Y,,(w) — 0. Sei By = {w € Q : w gut}. Wann gilt P(By) =1 7
Dazu stellen wir fest:

Yolw) =0 < Ve >0gilt |Y,(w)]| < e fir n > nyg
< Ve > 0gilt |Y,(w)| > ¢ fiir endlich viele n
1
< Vk e Ngilt |Y,(w)| > Z fiir endlich viele n .

Sei By = {w € Q : [V, (w)| > & fiir unendlich viele n}, k fest. Dann ist

E, CEy CE; C..., und ferner By = () Ef. Somit schlieflen wir
k>1

P(By)=1 <= P ﬂEg>:1

k>1
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Insbesondere gilt nach Lemma 1.1
P(Ey) =0 (Vk) = P(By) =1.

2. Sei k> 1 fest, A, p = {w € Q:|Y,(w)| > 1+}. Wir erhalten also eine Folge
von Ereignissen Ay i, Ag, ... und setzen

AP ={w € Q: w ist in unendlich vielen A, ;} = Ej,

aus 1). Aus P(A°) = 0 (Vk) folgt also P(By) = 1. Laut dem Lemma von
Borel-Cantelli kénnen wir festhalten

> P(Anx) < oo (Vk) = P(By) =1. (1)

n>1

3. Sei wieder k > 1 fest. Wir setzen Y,, = X,,, dann ist das starke Gesetz genau
die Aussage P(By) = 1. Wenn wir also zeigen konnen, dass > o, P(A, %) <
oo ist fiir alle k, so sind wir fertig. Nun verwenden wir die Ungleichung
von Tschebyschev. Wir haben A, = {w € Q : [X,(w)| > £}, und nach

Tschebyschev gilt mit E[)_(n] =0, Var| Xn] _ Var[X]

n

Var[X]

P(Any) = P(|Xn(w)] =

) < K,

| =
3

und somit

> P(Anp) < Var[X]E? ) % :

n>1 n>1

Leider divergiert die harmonische Reihe, also miissen wir die Summe > P(A,, x)
n>1
besser abschétzen.

Wir betrachten die Teilfolge X2, n = 1,2, .... Fiir diese gilt nach Tscheby-
schev

o0

> - 1 ) 1
;P(Anzvk) - ;P(|Xn2| > -) < Var[X]k > — <0,

und somit nach (1)

PHweQ: X, 2(w) —0}) =1. (2)
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4. Sei Sy = X1+ -+ Xy, und fiir m € N sei n = n(m) mit
n*<m<(n+1)>.
Wir haben
E[S,, — Sn2] =0, Var[S,, — S,2] = (m — n*)Var[X] .

Sei k fest, dann gilt wieder mit T'schebyschev

PH{w € Q: [Sp(w) — Sp2(w)] > %}) _

2 212
P(|Sm — Spz| > %) < (m = w)k Var[X].

nA
Nun definieren wir die Ereignisse

[Sm(w) = Sn2(w)| 1

By ={weQ: >—}, n=n(m),

|
e

n2

und haben

Summation iiber m ergibt

2 o~ m—n(m)?
> P(Bny) < KVar[X]) am)t
m>1 m=1
oo (n+1)2-1 9

“14+24---42
= RVax) Y e
n
n=1
= on(2n +1
= kQVar[X]Zin(an )
n=1 n
> on+1
= kQVar[X]Z n—:)i)— < 00.
n
n=1
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m*Sn(m)Q
n(m)?

Mit Y,, = > haben wir also nach (1)

P({wen: Sm(“>n_( nf;;mﬂ(“) ) = 1. 3)

5. Nun setzen wir die Ergebnisse zusammen. Es sei

A={w: X,2(w) — 0} mit P(A) =1 nach (2)

B _ {u} : Sm(w) — Sn(m)2 (w)

n(m)? — 0} mit P(B) = 1 nach (3),

also gilt P(ANB) = P(A)+P(B)—P(AUB) > 2—1 = 1, somit P(ANB) = 1.

m—0o0

Fiir einw € ANB gilt X,2(w) = 0, also auch fiir die Teilfolge X, ()2 (w)
0. Ferner ist

A = am? n(m)? T a(meE

Sm—S . .
Da w € B ist, gilt MT")(Q’"P(W) — 0 mit m — oo, und wir erhalten als
Ergebnis:

w€EANB = — 0.
n(m)?

Wegen m > n(m)? gilt ferner fiir w € AN B

Bae)] = |28 < | e e g

n(m)? ’
also
w€EANB = X,,(v) =30
oder

ANB C{w: X;(w) = 0}.
Da wie gesehen P(A N B) =1 ist, erhalten wir daraus
PlweQ: X, (w) =50}) =1,
und der Beweis ist fertig. [

Beispiel. Betrachten wir das Intervall Q = (0,1] € R. Eine Zahl w = 0,
Y1Y2ys . . . heilt normal, falls jeder mogliche Block ajas ... ay € {0,1,...,9}%
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der Lénge k in der Dezimalentwicklung im Limes mit relativer Haufigkeit
10~% vorkommt, und zwar fiir alle ¥ > 1. Also, wenn

iy R0 arin g y}:__”

gilt. Gibt es iiberhaupt normale Zahlen? Eine besonders schone Anwendung
des starken Gesetzes der groflen Zahlen zeigt, dass bei Gleichverteilung auf
Q gilt: P({w € Q : w normal}) = 1. Es gibt also iiberabzéhlbar viele normale
Zahlen.

Wir beweisen die Aussage fiir £ = 1, der allgemeine Fall ist nur wenig schwie-
riger.

Es sei w = 0,y1(w)ya(w) ... die Dezimalentwicklung und Y;(w) = y;(w) die
Zufallsvariable (unter Gleichverteilung), i > 1. wir haben

P(lebl/\.../\Ym:bm):m—m,

da{w:y1(w) =biA.. . AYp(w) = by, } ein Intervall der Linge & ist. Ebenso

10™

gilt P(Y; =b;) = 1—10 fiir alle ¢, also sind die Variablen Y; unabhéngig.

Nun sei a € {0,1,...,9} fest vorgegeben, und X, Xy, ... die Folge von Ber-
noulli Variablen mit

1 fallsy(w) =a
Xilw) = { 0  sonst.

Wie eben gesehen ist P(X; = 1) = 1 fiir alle 4, die Variablen X; sind somit
unabhéingige Kopien der Variablen X mit E[X] = ;. Fiir w € Q ist

#{i:yi=a,1<i<n}
n

X, (w) = = relative Haufigkeit von a,
und das starke Gesetz besagt
: " . 1
P({w : relative Hiifigkeit von a — 1—0}) =1

fiir alle a € {0,1,...,9}.
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3.5 Der zentrale Grenzwertsatz

Der folgende Satz ist der beriihmteste Satz der W-Theorie und zeigt die in
der Praxis beobachtete zentrale Stellung der Gauflschen Glockenkurve.

Satz 3.7 (Zentraler Grenzwertsatz). Seien X1, X, ... unabhingige Kopien
von X mit Erwartungswert E[X| und Varianz Var[X]. Dann gilt

Xy + -+ X, — nE[X]
v/ny/ Var[ X]

das heifit Y st nach der Standardnormalverteilung verteilt.

S5 Y~ N(0,1),

Beispiele. 1. Sei X gleichverteilt auf [0,1], E[X] = 1, Var[X] =
gilt

. Dann

ol

Xi4- 4 X, —
Vi /15

2. Sei X Bernoulli Variable mit P(X = 1) =p, P(X =0) =¢ =1 —p,
0 < p < 1. Dann ist EF[X] = p, Var[X] = pq, und es folgt

2 2V N(0,1).

Xi+--+X,—np
v pq

Damit kénnen wir die Standardnormalverteilung simulieren. Wir werfen eine
Miinze n Mal, p = %, dann ist

Y N(0,1). (1)

Anzahl Kopf — 2 ;
nza \/HOP 2 Z'—V'>N(O,1).

2

Wir werden den zentralen Grenzwertsatz fiir Bernoulli Variablen beweisen,
also die Aussage (1). Dieser Spezialfall heiit Satz von de Moivre-Laplace.
Dazu bendétigen wir einige Vorbereitungen.

Lemma 3.8 (Stirling Formel). Wir haben

n
n! ~ 27?71(2)" ,

das heifst

n—o0 n!



Wir kénnen uns die Formel plausibel machen. Betrachten wir die Logarith-
muskurve:

logz

1 2 3 n—1 n

Durch Ober- und Untersummenbildung erhalten wir

n

log(n —1)! < /log zdx < log(n!)

1

und wegen [logadr = xlogz — x
1

log(n — 1)! < nlogn —n + 1 < log(n!)

(n—1)! < e(%)” <nl.

Fiir n, k, n — k groB konnen wir also abschétzen:

n n! 1 n nooono_,
(k) “He-m vV Ee-n® G @

Als néchsten wollen wir den Koeffizienten b(k,n;p) abschétzen. Wir gehen
in mehreren Schritten vor.

1. Fiir b(k, n; p) schreiben wir by, ,(k) = (Z)pkq"*k, g = 1 —p. Nun betrachten
wir Folgen (k,) mit #2 — p. Es muB also auch k, — oo gelten, 2=*» =
1—%”—>1—p:q, also auch n — k,, — oo.

Sei k = k,, dann haben wir mit (2)

1 n pn

N OO

ke A \n—k
)

: (3)
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und mit o, = /npq, & ~p, =E ~ g

n 1 1
Ko—8) " Vg ~ o, W

2. Als néchstes untersuchen wir das Grenzwertverhalten von

Fn, k) = (F2)F ()"

k' 'n—k
Seitn:%”,alsotnﬁp,%:1—%”:1—tn—>q.Wirsetzenkurzt:%.
Dann gilt

— p q
log f(n, k) = klog;—i—(n—k)logl .
t 1—-t¢
—log f(n,k) = klog—+ (n—k)log
p
1—t

).

= n(tlogE + (1 —1t)log
p

N J/
-~

q(t)

Fiir die Funktion ¢(¢) sehen wir:

a. g(p) =0,

b. g'(t) = log; +1—log -t + (1 —1t)75(—7)
= logf? — log % ,

also insbesondere ¢'(p) = 0.

c.g't)=1+5.9"(p) =1+

Taylorentwicklung in p ergibt

141
P 9 pq

1 .
g(t) = %(t —p)2 + h(t —p) mit |h(t —p)| < c|t —p|3.

3. Angenommen, es gilt sogar n(t — p)®> — 0. Dann ist nh(t — p) — 0, und
somit

n(t —p)? (t—p)?
—lo n, k) — ———| =|ng(t) —n———=—| = |nh(t —p)| — 0.
|~ log f(n. k) = 5P| = ng(t) —n' PR = [nh(t — p)
Wir setzen nun i
o(n, k) = P (5)
On
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dann haben wir

n(t —p)® n(£ - p)? _ (k—np)? _ x(n, k)?

2pq 2pg  2npq 9

Y

und es folgt

| —log f(n, k) —

2

Daraus folgt

7ac(n,k)2
o loB fk) == g

_ a:(n,k)2

also
z(n,k)2

f(n,k)~e 2. (6)
4. Was bedeutet n(t — p)® — 0 fiir die Zahlen z(n, k)? Wir haben

n(t—p)° = n(% = o np)® _ a(n, 72)302

n

und sehen

n(t —p)® — 0 <=

5. Fassen wir zusammen: Sei z(n, k) = k"a;n"p. Falls :”("7\/]%1)3 — 0 geht, so ist
nach (3), (4) und (6)

und wir erhalten das folgende Resultat.

Lemma 3.9. Sind («,), (8,) Folgen mit x("\y’%")s, x("\’/%")s — 0, so ist

z(n,kn)2

e 2
~
\2mo,

bn,p(kn) f’d?” Qp S kn S ﬁn
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Satz 3.10 (Satz von de Moivre Laplace). Es sei X eine Bernoulli Variable
mit 0 < p <1, und X1, Xo, ..., unabhdingige Kopien von X. Dann gilt fiir
die zentrierte Variable
X+ 4+ X, —
S*: L i npaq:]-_p7

" /g

Sr 5 N(0,1),

das heifst

b
lim Pla < S;<b) = /e?dx (a,b € R).

n—oo

E\H
)

Beweis. Wir teilen den Beweis wieder in mehrere Schritte ein.
1. Sei S, = X; 4+ ---+ X,,. Dann gilt mit o, = \/npq

S, —np

a<S <b<=a<
On

<b<= ao,+np <5, <bg,+np.

Sei a,, € N minimal mit «,, > ao, + np und , € N maximal mit 3, <
bo,, + np. Dann gilt

a<S, <b+=a,<S5, <6,
somit

Bn
P(a< Sy <b)=Plan < S, <) =Y buylk).

k=an

Wir miissen also zeigen:

Bn ’
1 22
Jin 37 nplh) = 5= f . g

k=an
2. Aus 3, < bo, +np < 3, + 1 folgt

b0n+np_1<ﬁn§bo-n+npa
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also gilt %" — p und analog % — p. Mit z(n, 3,) = ﬂ"a—;"p haben wir

1
b——<x(n,ﬁn)§b

On

und analog

1
a<z(noa,) <a+—.
Un

Die Folgen (x(n, 3,)) und (z(n, o)) sind somit beschriankt und es folgt

z(n, 3,)3 0 z(n, ay)?

vn CoVn
Aus Lemma 3.9 folgt daher

— 0.

1 z(n,k)?
b p(k) ~ e 2 firallea, <k<g8,.
’ \2mo,, -
und somit
3 bl i 30 e ®
np(K) ~ ez .
k=an 27T0” k=an

3. Nun sehen wir uns die rechte Summe in (8) néher an.

z(n,an — 1) z(n, k) x(n, B + 3)

Die rechte Summe ist eine Riemannsche Summe mit Intervallen der Lénge
Ui, und wir haben

1 ap— 2 —n 1 L L —n
D= e ) =

— b.
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Es folgt

Bn b
E bnp(k)—>—/e 2 dr,
P 27

und der Satz ist bewiesen. O

Folgerung 3.11. Seien X1, X, ... unabhdingige Kopien der Bernoulli Va-
riablen X mit 0 < p < 1, o, = /npq. Dann gilt fir S, = X1+ ---+ X,
(Anzahl der Erfolge)

@

—np
an

a—np

lim Pla < 5, <) = L / e_édngb(ﬁ_np)_qs(

n—00 \ 2 Opn Onp ) ’
@

—np
on,

xT

mit ¢(z) = \/% / e du.

— 00

Das letzte Resultat wird in der Praxis zur Abschétzung der Erfolgswahr-
scheinlichkeit verwendet.

Beispiel. Ein Wiirfel mit Gleichverteilung wird 600 Mal geworfen. Wie grof3
ist die W-keit, zwischen 90 und 100 6en zu erhalten? Hier ist n = 600, p = %,

npleO,an:w/600~%-%:9,13,04—np:—10,ﬁ—np:0,also

10

P(90 < 8, < 100) ~ 6(0) — ¢(~53

) ~0,36.
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