4 Parametrische statistische Methoden

4.1 Datenniveau

Jede statistische Arbeit beginnt mit der Erhebung der Daten. Es ist heute
iiblich, die Daten in vier Gruppen einzuteilen.

1. Nominale Skala: Zum Beispiel Blutgruppe, Geschlecht, Partei, Postleit-
zahl.

2. Ordinale Skala: Noten, Sportranglisten, Windstérke.
3. Intervallskala: Temperatur, Zeitdauer.

4. Verhiltnisskala: Lange, Gewicht, Flache, Kosten.

Nominale und ordinale Daten gehoren zum Bereich der nichtparametrischen
Statistik, die wir im néchsten Kapitel behandeln, Intervall- und Verhéltnisskala
zur parametrischen Statistik.

Die parametrische Statistik stellt sich die Aufgabe, aus einer vorgegebenen
Familie von moglichen Verteilungen Parameter zu bestimmen oder zumindest
zu schétzen.

Die nichtparametrische Statistik versucht, aus den Daten allgemeine Struk-
turaussagen zu erzielen.

Von Skala 1 zu 4 erhalten wir einen Informationsgewinn, andererseits wer-
den die MeBungenauigkeiten grofier. Zum Beispiel ist die richtige Blutgruppe
leicht anzugeben, wihrend die exakte Flachenmessung deutlich schwieriger
ist.

Die Datenerhebung erfolgt iiblicherweise durch
e Befragung
e Beobachtung

e Experiment.
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4.2 Ansatz der Statistik

Wir beginnen mit einem typischen Beispiel, der Qualitédtskontrolle.

Ein Importeur erhélt eine Lieferung von N = 10.000 Orangen. Er mochte
schitzen, wieviele, sagen wir w, davon faul sind. Er macht eine Stichprobe
von n = 50 Orangen und stellt fest, dass = davon faul sind.

1. Idee: Er sagt sich, = ~ &, also wird er als Schétzer von w den Ausdruck

T(z) = Xz verwenden. T'(z) ist vom Zufall (der ausgesuchten Orangen)
abhéngig, also eine Zufallsvariable T : X — R, wobei X = {0,1,2,...,n}
der Stichprobenraum ist.

2. Idee: Der Importeur sucht ein Intervall C'(x), in dem die richtige Anzahl
w an faulen Orangen mit geniigend hoher W-keit liegt. C(x) heifit ein Kon-
fidenzintervall und héngt von der beobachteten GroBe x ab. C'(x) darf nicht
von w abhingen, da w ja nicht bekannt ist. Die Forderung ist also

P,{reX:welC(x)}) >1—afir alle w e {0,1,..., N},

wobei P, das Wahrscheinlichkeitsmafl ist, falls w die richtige Anzahl ist. Die
Zahl a heiit Konfidenzniveau und wird iiblicherweise als o = 0, 05 oder 0, 025
angenomien.

3. Idee: Angenommen, der Importeur mufl den Preis nur zahlen, wenn héchstens
5% der Orangen faul sind. Er stellt folgende Hypothesen auf:

Ho: we {0,1,...,500}
H,: we {501,...,10.000} .

Hy heifit die Nullhypothese, H; die Alternativhypothese. Nun entwirft er ein
Entscheidungsverfahren, um festzustellen, welche Hypothese zutrifft. Zum
Beispiel bestimmt er eine Zahl ¢ mit

x <c¢ = Hp (Importeur akzeptiert),
x >c¢ => H; (Importeur lehnt ab).

Die kritische Zahl ¢ soll so bestimmt werden, dass
(I) Py(x > c) klein ist fiir w < 500
(IT) P,(x > c) groB ist fur w > 500.

Bei (I) sprechen wir von einem Irrtum 1.Art. Es soll vermieden werden, dass
der Importeur die Sendung ablehnt, obwohl sie in Ordnung ist.
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Bei (II) sprechen wir von einem Irrtum 2.Art. Falls die Sendung nicht in
Ordnung ist, so soll er sie nur mit kleiner W-keit akzeptieren.

In der Praxis ist Hy oft die konservative Hypothese und der Irrtum 1.Art
wichtiger. Soll zum Beispiel ein neues Medikament gegen ein am Markt
bewihrtes getestet werden, so wird als Nullhypothese Hy angenommen, dass
kein signifikanter Unterschied besteht, wiahrend die Alternativhypothese H;
sagt, dass ein Unterschied besteht (zweiseitiger Test) oder dass das neue Me-
dikament signifikant besser ist (einseitiger Test). Der Irrtum 1.Art besagt:
Das neue Medikament wird eingefiihrt, obwohl es nichts bringt.

Wir haben also bei parametrischen Verfahren die folgende Struktur:

1. Die Beobachtungsergebnisse x bilden den Stichprobenraum X', der mit
einer o-algebra £ versehen wird.

2. Die Menge der mdoglichen Verteilungen ist {Py : ¢ € 6}, wobei 6 der
Parameterraum ist. Ein parametrisches Modell ist dann

M={X E Py:9€06}, 6 CR oder § CR".

Beispiel. Unser Orangenbeispiel entspricht offenbar den hypergeometrischen
Verteilungen

X={01,...,n}, £=2% 0=1{0,1,..., N}, = # faule Orangen;
OC)
()

Machen wir n unabhéngige Stichproben, so haben wir das Modell

Pﬂ(X = ZL‘) =

(X",8®",P]; v en).
Wir halten fest:

X = Zufallsvariable der Stichprobe,
x = beobachteter Wert.

4.3 Parameterschitzung

Es sei das Modell M = (X,&,Py : ¥ € ) gegeben, und (W, F) sei eine
o-Algebra auf W. Sei 7 : § — W eine Abbildung, die jedem 9 € 6 einen
gewissen Parameter 7(¢) € W zuordnet.

70



Zu einer Beobachtung x € X wollen wir T'(z) € W angeben, das den Pa-
rameter 7(1) schitzt. T'(z) heifit Schatzer von 7(9), und die Zufallsvariable
T:X — W heifit Statistik. Meist wird 7(¢) = ¥ sein.

Es seien Xi,..., X, unabhéngige identisch verteilte Stichprobenvariablen,
T, =T(Xy,...,X,). T, ist also eine Zufallsvariable

T,: X" —W.

Wir stellen folgende plausible Forderungen, wobei Fy, Vary Erwartungswert
und Varianz bedeuten, falls ¥ der richtige Parameter ist.

1. T, heifit erwartungstreu, falls

Ey[T,] = 7(0) fur alle ¥ € 6.

2. Etwas schwécher ist: T), ist asymptotisch erwartungstreu, falls

lim Ey[T,] = 7(V) fir alle ¥ € 6.

n—oo

3. T, heiBt konsistent, wenn T, “ 7(¥) fiir alle ¥ gilt, das heiBt

n—oo

Py(|T, — 7(¥)| > e) — 0 fur allee > 0.

Definition. T}, heifit bester Schdtzer, falls gilt:
a. Ey[T,] = 7(09) (T, ist erwartungstreu),
b. fiir alle erwartungstreuen Schétzer U, gilt

Va,l",g [Tn] S Varﬂ [Un] .

Beispiel. Das Intervall [0,9] sei gegeben, wobei ¢ > 0 unbekannt ist. Es
werden n unabhéngige gleichverteilte Zufallszahlen aus [0, 9] gezogen. Es soll
¥ geschitzt werden. Hier ist

1. X =0,00), X" = [0,00)", 7(V) = 0.
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2. Gleichverteilung bedeutet fiir die Dichte fy(z) = % fiir alle 0 < x < 49, also

fol@y, ... x,) = 5= fiir alle (21, ..., x,). Wir haben
0 2
Ey[X] == X =—.
X = % Varx) = &
Idee I. Zu X4, ..., X,, nehmen wir als Schétzer
2
T.(Xq,...,X,) = E(Xl +-+X,),

da 2% ~ 1) zu erwarten ist.

Wir haben
a. Ey(T,) = 2nEy[X] = 2% =¥, also ist T,, erwartungstreu.

b. Nach dem schwachen Gesetz fiir grofie Zahlen gilt T, = 2% =W
2Ey[X] = 9, also ist T}, konsistent.
c. Vary[T,] = (2)*nVarg[X] = Lns = 2

n2'"12 = 3n°

Idee II. Wir nehmen als Schatzer

Tn(Xh e ,Xn) = HlaX(Xl, e 7Xn) .

a. Wegen T, n <0 ist fn sicher nicht erwartungstreu. Es ist aber

ry n—1

also ist die Dichte f(x) = 22

5+, und wir erhalten

~ nan ! nz™tt N oo
BT, = dr = = v — v,

das heif}t, Tn ist asymptotisch erwartungstreu.

b. Fiir die Varianz haben wir

9
n—1 nxn+2 9 n )

E f2 — o NI dr = —— - 9
6[ n] /$ gn X (n+2)19n}0 n+2

0
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also

Vano[To] = 0" = (79" = e o)

c. Nun nehmen wir die Modifikation 7% = "T“fn Dannist Ey[T}] = "T“Eg [f n)
= 4, also ist T, erwartungstreu. Fiir die Varianz gilt

n
n+1

(n+ 1)2Var[fn] _ 71(7:97—2’_2) 7

Var[T] = p

also Vary[T¥] < Vary[T,] fiir n > 2 und alle ¥ € 6.
T ist also ein besserer Schatzer als T,.

Die néchste Idee fithrt zum wichtigsten allgemeinen Schétzer, dem Maximum
Likelihood Schétzer. Wenn wir « beobachten, so ist im diskreten Fall Py(X =
x) die Wahrscheinlichkeit, dass x eintritt, falls ¢ der richtige Parameter ist.
Ein 9 mit kleiner W-keit Py(X = x) wird also nicht der richtige Parameter
sein.

Schitzregel. Man bestimme T'(z) zu « so, dass

Pre)(X =x) = max Py(X =1x).

T(x) heit Mazimum Likelihood Schitzer, kurz ML-Schétzer.

Beispiel. Analysieren wir das Beispiel mit der Orangenlieferung. Hier ist

() ()

Py(X =x) = 5 = max
()
zu bilden.
Wir haben
PX=2) () () 9 N-d-ntetl
Py_1(X =x) N ('9;1) (N;f;fl) 99—z N—-9+1 -
fiir

IUN — 9 —In+9x+09>09N — 92 +09— Ne+9x —x

also fir
—In>—-Nx—=x
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das heif3t fir N
9 < u )
n
Der ML-Schéatzer ist daher

x(N+1)JNﬂ

n n

T(z)= |

er entspricht also bis auf Rundung dem naiven Schétzer % .

Allgemein gehen wir folgendermaflen vor. Fiir diskrete Zufallsvariablen wollen
wir bei gegebenem x die Funktion Py(X = x) in ¥ maximieren, und fiir stetige
Variable die Dichte fy(z). Die Likelihood Funktion ist

) Py(X == X diskret
p:X x0—[0,00) mit p(z,¥) = { fj((l‘) ) X stetig.

Definition. T'(x) heiit ML-Schitzer, falls

plz, T(x)) = max p(z, J).
Beispiele. 1. Ein Bernoulli Experiment mit P(X = 1) =9, P(X =0) =
1 -7, 0< ¢ <1, wird n Mal wiederholt. Gesucht ist ein Schétzer fiir ¥/. Sei
x die Anzahl der Erfolge. Wir haben

X =1{0,1,....n}, 0=(0,1), Py(X =2) = (”)ﬁm — ),

T

Um max Py(X = x) zu berechnen, maximieren wir den Logarithmus und
€

berechnen
i10 Py X =z) = < log (") + o U+ (n—x)log(l—1)
a0 g1y = = a0 g " g g
_ r_n=r
9 1-9

und diese Funktion ist monoton fallend in ¥. Das Maximum ergibt sich also
fiir < log Py(X = x) = 0, und wir erhalten
r n-—z

T
5: 1_19<i)x—m9:m9—x19<:>19:5.
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Der naive Schétzer T, () = £ ist also auch der ML-Schétzer. Wir haben
ferner
X i+ 4+ Xn)

n
X +---+ X,

Eﬁ(Tn> = Eﬁ( ) =1

) _di-9)

n
2. Betrachten wir nochmals das Beispiel der Ziehung von n Zahlen aus [0, 9],
¥ > 0 mit Gleichverteilung. Hier ist

{ L falls zq,...,z, <9

Vary(T,,) = Vary(

on

Jolw,-. o an) = 0 sonst .

Der ML-Schétzer ist daher fn(x) = max(xy,...,T,), da ¥ > xq,..., 2,
moglichst klein sein soll, um fy(xy,...,x,) zu maximieren.

3. Ausfallswahrscheinlichkeit von Gerdten

Es wird angenommen, dass die Lebensdauer von Gliithbirnen exponential ver-
teilt ist mit fy(x) = Je~, 9 unbekannt. Es werden n Stichproben gezogen.
Wir haben also

= [O’ OO)’ fﬁ(ﬂf) - 19671917 fﬁ(xla s 737n) = ﬁneiﬁ(xﬂr"dﬁtn) .

Um das Maximum zu berechnen, logarithmieren wir wie eben und erhalten

d d
@logf,g(xl,...,xn) = %(nlogﬁ—ﬁ(xl—i----—i-xn))
19 1 n) -
Der ML-Schatzer ist daher
n 1
Tn E AR n - = _ bl
(1 ) rnt+-rt+T,,
wobei T = #3542 der Durchschnittswert ist.

Ist 7(¢) die W-keit fiir den Ausfall der Gliihbirne bis zur Zeit ¢, so haben wir

t
Py(X <t)= /ﬁeﬂdx: 1—e 7.
0

8|+

Der ML-Schétzer dafiir ist also T, (z1,...,2,) =1 —e 5.
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2

4. Sei X ~ N(u,0?) normalverteilt. Wir wollen p,0? schiitzen, und fithren

dazu n Messungen durch. Also

1 .
X =R, fu,[ﬂ(]}l, o ,xn) = (—)nefﬁ S (i —p)? '

2o

Logarithmieren ergibt

n

1
log fu,UQ(xlv cee 7xn) - _nlog( \ 27T0) - ﬁ Z(xz - :U')2 :

i=1
Fall 1. 0% bekannt, ;1 unbekannt.
Mit
d
@ 1Og fu,aQ(‘rh s 71‘71) = 5 Z(IZ - /‘L) (: O)

n .

erhalten wir den ML-Schéatzer 1 =7 =

Fall 2. u bekannt, o2 unbekannt.

Mit

d noo1l < 9
%1ngu,02 =5 + ;ZZI(% — ) (=0)

erhalten wir n = % > (z; — p)?, also den ML-Schiitzer
i=1

Fall 3. p, o unbekannt.
n - 2
Dann nehmen wir i = T, 02 = w und haben

B[, (X - X)) S Bl — X))

und berechnet leicht (beachte o2 = Var[X])

n—1
o?.

E[6*) = —

S (wi—7)?

———— ist also erwartungstreuer Schétzer fiir o

Der normierte Schatzer
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Schlieflich wollen wir noch beste Schétzer analysieren. Wir machen die fol-
genden Annahmen:

1. Es sei 8 C R ein offenes Intervall.

2. Die Likelihood Funktion p(z,v) ist auf X x @ positiv und nach ¥ stetig
differenzierbar.

3. Es gilt die Vertauschungsrelation
d d
/@p(x,ﬁ)dx: @/p(x,ﬁ)dx.
X X

Wenn X diskret ist, so wird das Integral durch die Summe ) ersetzt.
X

d
L og p(z,9) = ag/0), Fiir jedes ¥ € 0 existiert Vary[Uy(X)]

4. Sei Uﬂ (ZL‘) p(2,9)

und ist # 0.

Ein Modell (X,&, Py : ¢ € 0), das diese Bedingungen erfiillt, heifit reguldr.
Es soll 7(¢) geschitzt werden. Ein Schétzer T'(x) heiit reguldr, falls fiir alle
U

[ 1@t nis = 5 [ T@pl.0)a

) 2splx, v)de = — x)p(x,V)dx

X X
gilt.
Satz 4.1. Gegeben ein requlires Modell (X,E, Py : 9 € 0) und ein erwar-
tungstreuer requlirer Schitzer T fir (). Dann gilt

7' (9)?
T > ——=— firalled €.
Vary[T] > Vary[0y] fir alle ¥ €

Gleichheit fiir alle 9 gilt genau dann, wenn

T/(19)U,9
Var[Ug]

T=r1(9)+ fir alle 9

15t.
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Beweis. Sei T reguldrer erwartungstreuer Schétzer. Wir haben

4 o(x
%WM=/%%j?m%®m=/é%Mﬁﬂw

d d

Fiir die Covarianz cov[T, Uy] erhalten wir mit Ey[T] = 7(1)
COV@[T, Ug] = Eﬁ [TU@] - Eﬁ[T]Eﬁ[Uﬁ]

= / T(x) Mp(z, ¥)dx

p(z, V)
d d
= [ r@)ote dyr = L 1)
d :
= @7‘(19) =7(9).
Mit Lemma 2.8 folgt daraus
7'(9)Uy 7' (9)?Var[Uy| 27'(19)
0< V. T — ————=| = Vary|T — T,U
= e [ varﬁ[Ug]} Wl TanTo)?  Vars[Uy) COL“(H
7' (19)?
arﬁ[ ] Val"g[Uﬁ] ’
also ()2
-
Vary[T] > ———.
al“,g[ ] o Val"g[Uﬁ]
Gleichheit gilt genau dann, wenn Vary[T — :;éf[)U }] = 0 ist. Nach Lemma 2.9
bedeutet dies
T(0)Us T'(0)Uy
Py (T - =By |7 ) —
v ( Vary[Uy] v Vary|Uy|

Nun ist Ey[T] =7(V), £ [\;agﬁ)[g }] = 0. Gleichheit gilt also genau dann, wenn

Py (T r(ﬁ)+%) =1
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ist. Da p(z, ) > 0ist, folgt daraus sofort 7" = 7(19)%—\;;?[53] im diskreten Fall.

Im stetigen Fall kommt man aus Stetigkeitsgriinden auf dasselbe Ergebnis.
O

Beispiele. 1. Eine Miinze mit P(K) =49, P(Z) =1 -9, 0 < 9 < 1, wird
n Mal geworfen, x sei die Anzahl von Kopf, ¥ soll geschéitzt werden. Hier
haben wir X = {0,1,...,n}, 9 = (0,1),

plz,9) = (Z) 97(1— )" >0,
X n—X X n

R e T T B g
B 1 (1 -9) n
Vary[Uyp(X)] = mvar[)(] TR -9)2  9(l-0) 70

Da X endlich ist, ist die Vertauschungsrelation trivialerweise erfiillt, (X, 2%, Py :
Y € ) ist also ein reguldres Modell. Es folgt fiir jeden erwartungstreuen
Schétzer T' (die Regularitét ist wiederum erfiillt)

1 Y1 —9)

Var,g (T)

>
B Var,g[Uﬁ] n
Der ML-Schatzer % ist also bester Schatzer.

2. Es sei (X,2%, Py : 9 € 0), wobei X ={0,1,2,...} und Py die Familie der
Poissonverteilungen mit p(x, ) = 6”9% ist. Es soll 9 geschétzt werden. Wir
haben 6 = (0,00), p(z,9) > 0. Wir verwenden den Schéitzer T(z) = z. Da
Ey[X] =¥ ist, so ist T erwartungstreu, auBerdem ist Vary[T] = 9.

Fiir Uy berechnen wir Uy(X) = =9 + 5 # 0, Vary[Uy(X)] = Va;gXl =140,
und die Vertauschungsrelation ist leicht verifiziert. Nach dem Satz gilt fiir

jeden erwartungstreuen Schétzer T'

Vary[T] > — =10,

T'(x) = z ist also ein bester Schétzer.
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4.4 Konfidenzintervalle

Sei das Modell (X,E,Py : ¥ € ) gegeben, ¥ oder allgemein 7(¢) soll
geschétzt werden.

Definition. Die Abbildung C' : X — 2% 2 +— C(z) Intervall C R, heifit
Konfidenzabbildung zum Irrtumsniveau o, 0 < o < 1, falls

Py{zeX:9eC(x)}) >1—afiralle v

gilt, also
i%fPﬂ({xEX:ﬁEC(x)}) >1—a.

Wir wollen nun eine Konstruktion solcher Konfidenzintervalle angeben. Natiirlich
soll C(x) moglichst klein sein.
Sei C'={(z,9) € X x 0:9 € C(x)}, etwa

0

9 //////////////%f//////,
P /

A

Fir z € X ist C(z) der vertikale Schnitt. Fiir ¢ € 6 ist
Cy={reX:(z,9) eC}
der horizontale Schnitt, mit
Py(Cy) = Py({x € X 19 € C(x)}).

Wir verlangen also
I%fpﬂ(Cﬂ) Z 1—a.

Die Konstruktion erfolgt in zwei Schritten:
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A. Zu ¥ € 0 bestimme ein moglichst kleines Cy mit Py(Cy) > 1 — a,
zB. Cy = {z € X : p(x,9) > cy}, wobei ¢y so bestimmt ist, dass
Py(Cy) > 1 — « erfiillt ist.

B. Setze C = {(z,9) € X x 0§ : x € Cy}, und dann
Clx)={ve€b:xeCy}.
Dann gilt i%f Py(Cy) > 1—au

Beispiele. 1. Wir werfen eine Miinze n Mal mit P(K) =4, P(Z) =1 — 9,
0 <9 < 1, x =Anzahl Kopf. Wir wissen, dass 7 ein bester Schitzer fiir v
ist. Wir wihlen C'(z) = (¥ — ¢, T +¢) mit € > 0, so dass

Pg({x:|%—ﬁ|<€})Zl—oz<:>P,9({x:|§—19|Ze)goz.

Wie erreichen wir das? Nach der Ungleichung von Tschebyschev haben wir

P -0z < oD L
Ein € > 0 funktioniert also, sobald
1 as==c> !
4dne? — ~ 2y/na

gilt.
Ist zum Beispiel n = 1000, a = 0.025, so geniigt ¢ = 0,1. Wollen wir ein
Konfidenzintervall mit Radius € = 0,01 erhalten, so mufl \/n > -~ sein,

2ev/a
also n > 461% = 100.000.

Mit de Moivre-Laplace haben wir

%uxwg—w<€”:f%({““i%%?zﬂ<g ng$})
() - ()

da ¢(—z) =1 — ¢(x) ist.
Fiir a = 0,025 ergibt dies € > 0,0446 bei n = 1000.

Q

81



2. Wir wollen den Prozentsatz der Wéahler einer Partei A schatzen. Werden

n Wihler befragt und x sind Wihler von A, so nehmen wir als Schiitzer £

fiir die W-keit ¢, dass ein zuféllig ausgewdhlter Wéhler fiir A stimmt. Wie
grof3 mufl n sein, dass die W-keit eines Irrtums von héchstens 1% nicht mehr
als 0,05 betragt?

Wir verlangen also

Po(|- = 9] <0,01) 2 0,95.

Durch Zentrieren ist dies dquivalent zu

xr —nv n
Py (}m} < 0,01 m) > 0,95,

also

¢(0,01 19(1—19) (001‘/ 91— ): (001 19(1_19))—120,95,
somit
[ n
¢(0,01 m)20,975.

Aus der Tabelle ergibt sich

n
1, /———>1
0L/ gy 2 1.9

n > 38416 - 9(1 — V).

das heif3t

Da 9(1 —9) < i ist, geniigt jedenfalls n > 9604. Falls wir von vorneherein

wissen, dass ¥ < 0,1 ist, so geniigt n > 38416 - 0,09 ~ 3458.

3. Die Familie der Verteilungen sei N(ju,c?), wobei u der unbekannte Para-
meter ist, 02 > 0 ist bekannt. Wir machen n Beobachtungen x4, ..., x,, dann
ist X; + -+ + X, nach N(nu,no?) verteilt, also

— X o4+ X 2 X —
x= Nt e N T, g =M
n n

Sei t,, so gewdhlt, dass gilt

PM(|Z| <ta) > 1_O‘<:>Pu(|Z| >ta) <

82



Wir nehmen den Schatzer © = % und wahlen das Intervall

ta0
Olz) = (7 — 22 tad
@)= (-2, 7+ 50,
das heifit /i
n, _
pe ) = |7(515—M)| < ta.
Es folgt P,({z : p € C(z)}) > 1 — «, also ist C(x) Konfidenzintervall zum
Niveau a.
Waihlen wir zum Beispiel a = 0,05, dann berechnet man ¢, = 1,96, also ist
C(z) = (T — %,E + %) Konfidenzintervall fiir den Mittelwert .

Bei unbekannten ;o und ¢? nimmt man als Konfidenzintervall

2s  _ 2s

Cl) = (@ = T+

)

i (wi—7)?

wobei s? = = ist.

4.5 Testen von Hypothesen
Wir wiederholen nochmals die Situation in den folgenden fiinf Schritten:
1. Das Modell (X, &, Py : ¥ € 0) wird festgelegt.

2. Die Hypothesen werden formuliert:

0 =06, 6,
Hy: 9 €6y, Nullhypothese,
H,:9 €6, Alternativhypothese.

3. Das Irrtumsniveau o wird gewéhlt, 0 < o < 1 meist a = 0,1 oder 0,05
oder 0, 025.

Irrtum 1. Art: 9 € 6y, aber H; wird angenommen

Irrtum 2. Art: ¢ € 6y, aber Hy wird angenommen.

Ein Irrtum 1. Art soll hochstens mit W-keit o« vorkommen.
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4. FEine Entscheidungsregel wird festgelegt. Man wéhlt einen Test ¢ : X —
[0, 1], ¢ ist Zufallsvariable.

Deterministischer Test:

(z) = 0  Hp wird angenommen
PAPZ 11 H, wird angenommen.

Randomisierter Test: ¢(z) € [0, 1] ist die W-keit, mit der man sich fiir
H, entscheidet.

5. Jetzt erst wird das Experiment durchgefiihrt!

Definition. Sei (X,&,Py : 9 € 6), 0 = 6, U 0, ¢ : X — [0,1] gegeben.
A={x € X : p(x) =0} heilt Annahmebereich, R = {z € X : p(z) = 1}
Ablehnungsbereich (von Hy). Falls ¢ deterministischer Test ist, so heifit

G,:0—10,1], G,(V) = Py(p € R) Giitefunktion.
Falls ¢ randomisierter Test ist, so ist die Giitefunktion
Go(¥) = Egly].
Natiirlich ist G, () = Ey[p] auch fiir deterministische Tests.
Die Forderungen an die Giitefunktion sind demnach:

Vel = G,(0) <a Irrtum 1. Art,
Ve b = G,(U¥) moglichst gro (1 — G,(¥) Irrtum 2. Art),
und wir nennen dann ¢ einen Test zum Niveau .

Definition. ¢ : X — [0, 1] heifit bester Test zum Niveau «, wenn fiir alle
Tests ¢ zum Niveau « gilt

G, (9) > Gy(V) fiir alle 9 € 0, .

Beispiel. Tea tasting lady. Die Dame behauptet, sie konne feststellen, ob
zuerst Tee und dann Milch in die Tasse gegeben wurde, oder umgekehrt. Es
seien n = 8 Tassen und 4 von jedem Typ, z sei die Anzahl der Treffer. Wir
haben also folgende Situation:

1L X={0,1,...,8}, Py(X =) = (})9*(1 - v)*7,
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2. 0=[3,1],
H0 : 0y = {3}, sie hat nicht die Féhigkeit

: 01 = (3,1], sie kann tatséichlich die Zusammensetzung richtig
bestimmen.

3. a=0,05.

_J 0 z<c = Hy L
4. gp(x)—{l r>c = I deterministisch.

Zur richtigen Wahl von ¢ berechnen wir

1 /8 1
GW(E):P%(XEC):Z L) 55 <0.05

k=c

und das gilt fiir ¢ > 7. Also ist die Entscheidungsregel

r<T7 = Hj

Fiir ¥ € 64, das heifit ¥ > % , haben wir

:2(>19’f1— F=89T(1—9) +9* =97(8 — 79),

G, () ist monoton steigend. Der Irrtum 2. Art betrigt 1 — 97(8 — 7¢). Zum
Beispiel erhalten wir fiir ¥ = % (die Lady bestimmt im Mittel 6 von 8 Tassen
richtig), G, (2) ~ 0,367, also ist der Irrtum 2. Art 0,633. Die Lady hat keine
Chance, weil die Stichprobenzahl n zu klein ist.

Definition. Ein Test ¢ heifit unverfilscht (unbiased) zum Niveau «, falls
G¢(190) S « S Ggo(ﬁl) fir alle 190 € 90,191 € 01

gilt.
Das Verfahren bei der Tea tasting lady ist biased, da

1 9

ist, also Gu(5 +¢) < a= 0,05 fiir kleine € > 0.
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Wir studieren nun im Detail sogenannte Alternativtests. Es gibt nur zwei
Verteilungen Py, P,

(X, €, PhU Py), 0={0,1},

H()IQO:{O}, H1 :61 = {1}
Wir setzen fiir die Likelihood Funktion p(z, )

po(l') = p(.T, 0)7 pl(x) = p(.T, 1)
und setzen voraus po(z) + p1(z) > 0 fur alle z € X, das heifit:
Py (X =2)+P(X=x)>0 falls X diskrete Variable ist

fo(x) + fi(z) >0 falls X stetige Variable ist,
mit Dichten fy(z), fi(z).

Dies ist keine Einschrénkung, da wir ansonsten X kleiner machen koénnen.

Die Idee ist, dass wir Hj beibehalten, falls fy groBer als f; ist bzw. H; nehmen,
falls f; groBer als fy ist:

QOZO (p:l
fo> fi 1> fo

Definition. Der Likelihood Quotient ist
{ 25 (@) >0)
o0 (po(z) = 0)

Wenn also R(z) > c fiir geeignetes c ist, so ist die Tendenz zu H; “hinreichend
stark”.

R(z) =

Definition. Sei (X,&, Py U Py), 6 = {0,1} gegeben. ¢* : X — [0, 1] heift
Neyman-Pearson Test, wenn es eine Konstante c¢* > 0 gibt mit

0 R(x) < c*
o' (x) = 1 R(x) > ¢*
v(z)  R(x) =c*, vy(z) beliebig in [0, 1].
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Satz 4.2 (Neyman-Pearson). Gegeben (X,E, B,UP;), 0 ={0,1},0 < a <1,
po(x) + p1(z) > 0 fir alle x € X. Dann gilt:

a. Jeder Neyman-Pearson Test ¢* mit Eyl¢*| = « ist bester Test.
b. Es gibt einen Neyman-Pearson Test p* mit Eyp*] = .

c. Jeder beste Test zum Niveau o ist Neyman-Pearson Test, bis auf eine
Menge vom Mafs 0.

Beweis. a. Sei ¢x Neyman-Pearson Test mit ¢* > 0 und ¢ ein beliebiger
Test mit Ey[p*] = a, Ey|p] < a. Zu zeigen ist E;[p] < Ei[e*].
pi(z)

Sei g = (p1—c"po)(¢" — ). Fiir R(x) = 25 < ¢ haben wir py(x) —c"po(x) <
0, *(z) =0, also p*(z) — p(z) <0, das heifit g(z) > 0.

Fir R(x) > ¢* ist pi(x) — c*po(x) > 0 (wegen pi(x) + po(x) > 0) und
o*(x) = 1, p*(z) — p(z) > 0, also wiederum g(z) > 0. Fiir R(z) = ¢* ist
p1(x)—c*po(x) = 0, also g(x) = 0. Daraus folgt (fiir diskrete Variablen nehme
man die Summe)

0< / g(x)dr = / (¢"(2) — 9(0)) (01 () — ¢ pola))da
= Eif¢" —¢] — " Eole” — ¢
= BilpH - Byl - (B[] - Eol )
——

< By - Bl _
also Ey[p*] > Eip].
b. Fir ¢ > 0 setzen wir
alc) = Py(R(X) > ¢), @(c) = Py(R(X) > ¢).

Dann ist a(c) < @(c), a(c) ist monoton fallend fiir steigendes ¢, und @(0) = 1.
Ferner ist

a(c) — alc) = Py(R(X) = ¢).
Sei (c,,) eine strikt monoton steigende Folge gegen oo, und A, = {x € X :
po(x) > 0 A R(z) > ¢,}. Wir haben

Al D A2 2 ey
Po( ﬂA =P({r € X :po(z) >0ANR(x) =00}) = Py(2) =0,
somit lim P(A,,) = 0, das heiit lim «(c,) =0.

Cn—00
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Sei (¢,) eine strikt monoton steigende Folge gegen ¢ > 0. Mit der Definition
der A,, wie oben haben wir

Po(ﬂAn) = FPy({x € X : po(x) > 0N R(z) > ¢}) =alc),

cn—cC

also lim «a(c,) = a(c).
SchlieBlich sei (b,) ein

e strikt fallende Folge gegen b,

B,={x€ X :py(x) >0AR(x)>b,}.

Hier ist
BICB,C..., |JB.={z€X:plx)>0AR() >0},
Py(|JB.) =
also lim a(b,) = a(b).
Wir sehen, dass a(c) eine rechtsstetige Funktion in ¢ ist. Sei ¢* = inf{c :
alc) < a}, dann ist @(c*) > a > a(c).

o \\
s a(c*)
" \

Falls @(c*) = a(c*) ist, so setzen wir v* = 0. Falls a@(c*) > a(c*) ist, so setzen
wir

__a- a(c*)
a(c) —afc)’

und erklédren in beiden Féllen den Test ¢* durch

*

R(z) <
e(r)=¢ 1 R(x) >
R(x) =
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Daraus ergibt sich (im Fall einer diskreten Variablen nehmen wir wieder die
Summe)

Bl = [ @@= [ pds [y m@d

R(z)>c* R(z)=c*
— Py(R(X) > &) + 7 Py(R(X) = )

0 falls  @(c*) = a(c’) =«

:a@>+{j%%%wmﬂ—aw»mmawv>wﬁ>

In beiden Fillen ergibt sich Ey[¢*] = a, also ist das Niveau « ausgeschopft.

c. Es sei ¢ ein beliebiger bester Test mit Ey[¢] = «, und ¢* mit ¢* > 0
ein Neyman-Pearson Test mit F;[p] = FEi[p*]. Mit der Funktion g(z) wie
in Teil a) haben wir 0 = [ g(x)dz, also ist wegen g(z) > 0, g(z) = 0 bis
auf eine Menge mit Maf 0. Da {x : p1(x) — ¢*po = 0} MaB 0 hat, muf} also
o(x) = ¢*(x) sein bis auf eine Menge vom Maf§ 0. [

Beispiel. Betrachten wir noch einmal das Orangen Beispiel mit Parametern
N und n. Wir wollen

0o ={0,1,...,90} gegen Oy = {p+1,..., N}

testen. Fiir irgendein ¥ € 0 ist (wir setzen Py(z) = Py(X = z))

_ Po(®) _ Por(2)Pogsa(@) -+ Py (@) _FT Pena(@)

B = Po@) = Pu@Pan @) P Ak B@)

v1—1 (k+1) (N—k:—l) v1—1

T n—=x

G T k- N—E

n—x k=19

k=19¢

und diese Funktion ist fiir # < 9y monoton steigend, und R(z) = oo fir

33'>190:

0 Yo

o0
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Wir setzen den Neyman-Pearson an:

0 r<c
p(x)=4¢ 1 x> c*
¥* r=c".

Dabei werden die Konstanten ¢*,v* aus
Eﬂo[(p*] = Pﬂo(X > C*) +’7*P190(X = C) =

ermittelt. Der Test ¢* héngt nicht von v; ab, und daher ist ¥y gegen jedes
1, testbar.

Nehmen wir ¥ < 4y, so sagt der Satz, dass ¢y, besser als ¢y ist, also
a = Eylps ] > Eolpy]. Unsere Intuition ist also richtig. Man suche 9y mit

Eﬁo [90*] = Q.

Unser Eingangsbeispiel mit N = 10.000, n = 50 fiithrt bei a = 0,025 zu
" =6,v"=0,52, 99 = 500 (= 5%), und daher zum Test

r<6 = Hj
r>6 = H;
r=6 = H; mit W-keit 0,52.
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