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Aufgabe 3)
Der Vektorraum Z3 setzt sich wie folgt aus 8 Vektoren zusammen:

0\ /1\ /0\ /o\ /1\ /1\ [0\ /1
Zi=<S 1o, 1o, 11|, 1o, 11|, 1of,l1],]1
o/ \o/ \o/ \1/ \o/ \1/ \1/ \u

Da in Z3 gilt, dass 0+0 = 1+1 = 0, ist der Nullvektor das additiv neutrale Element und
jeder Vektor ist additiv invers zu sich selbst. Wir wollen nun alle Untervektorrdume des
73 finden, die die angegebene Menge enthalten. Dazu miissen wir uns offensichtlich nicht
um die erste Bedingung des Unterraumkriteriums kiimmern, da bereits die gegebene
Menge nichtleer ist. Beziiglich der Abgeschlossenheit der skalaren Multiplikation lasst
sich feststellen, dass 1-v = v und 0-v = v +v = 0 fiir alle v € 73 gilt, weswegen
diese Bedingung auch erfiillt ist, sobald der Nullvektor in einer Menge enthalten ist. Im
Folgenden brauchen wir uns also nur noch um die Abgeschlossenheit der Vektoraddition
kiimmern.

Betrachten wir nun also die Menge

1 1
Up=2(1],]0
0 1

Um diese Menge zu einem (méglichen) Unterraum zu erweitern, miissen zunéchst all jene
Elemente aus Z3 hinzugefiigt werden, die sich als Summe der Elemente aus Uy schreiben
lassen. Wegen

1 1 0 1 1 0
11+11) =10 und 11+(0] =11
0 0 0 0 1 1

muss jeder Unterraum des Z3, der Uy enthilt zwangsweise die Menge

0 1 1 0
U= (o], [1].[o].[1
0/ \o 1 1



enthalten. Um nun zu priifen, ob U; bereits ein Untervektorraum des Z3 ist, geniigt es
nach den Vorbemerkungen die folgenden Summen zu betrachten:

1 0 1 1 0 1
11+11]=10) €U; und oy+11]1=11)el;
0 1 1 1 1 0

Somit ist U; abgeschlossen beziiglich der Vektoraddition und folglich ein Unterraum des
Z3. Wie schauen nun, was passiert, wenn wir die Menge U; um einen weiteren Vektor
erweitern. Da gilt

1 1 0 0 0 0
1{+(0]l=1(1],{1|+(1]=10],

0 0 0 1 0 1

1 0 1 0 1 1

11 +10]1 =11 sowie 11+(1]=10],
0 1 1 1 1 0

erfordert die Hinzunahme eines beliebigen weiteren Vektors direkt die Hinzunahme aller
anderen, sodass der einzige Unterraum neben Uy, der Uy enthélt, eben ganz Z3 ist.



