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Aufgabe 1b)

Sei zunéchst |M| < oo, dann konnen wir schreiben M = {my,...,m,} mit n = |M].
Betrachten wir nun die Menge B := {{m1},{ma},...,{m,}} C P(M), welche alle ein-
elementigen Teilmengen von M enthélt. Hierbei sei angemerkt, dass die Elemente der
Menge B paarweise disjunkte Mengen sind und deshalb gilt {m;} + {m;} = {m;, m;}
fiir alle 1 < 4,5 < n mit ¢ # j. Aus diesem Schema wird ersichtlich, dass B ein Erzeu-
gendensystem von P (M) ist, da

MDA:Z/\jmj, mit M =

= 0, wennm; ¢ A

{1, wenn m; € A

und aufkerdem linear unabhéngig, da nur die triviale Linearkombination auf die leere
Menge fiihrt. Es folgt, dass B eine Basis ist, welche genau n = |M| Elemente enthilt.
Somit gilt dim(P(M) = |M]|.

Fiir den Fall, dass M unendlich viele Elemente besitzt, konnen wir analog eine Menge
B, = {{m1},...,{my}} definieren, wobei die m;, 1 < i < n hier irgendwelche paar-
weise verschiedene Elemente aus M seien. Nach obigen Uberlegungen ist diese Menge
linear unabhéngig und enthilt n Elemente. Da n jedoch beliebig ist, gibt es kein maxi-
mal linear unabhéngiges System mit endlich vielen Elementen in P(M) - wir kénnten
ja immer eine weitere einelementige Teilmenge von P (M) finden, sie mit B,, vereinigen
und immernoch ein linear unabhéngiges System erhalten. Demnach gilt fiir alle n € N:
dim(P(M)) > n, also dim(P(M)) = oc.

Aufgabe 2

a) Da wir uns in einem Zy-Vektorraum befinden, kénnen wir die Definition von U um-
formulieren zu

UGU@zm:vj:Q

J=1



denn je zwei Einsen addieren sich zu Null. Da der Nullvektor diese Bedingung offen-
sichtlich erfiillt und als skalare Faktoren nur 0 und 1 in Frage kommen, geniigt es
die Abgeschlossenheit der Addition zu zeigen. Seien also dazu u,v € U, dann gilt fiir
u—+v . . . .
Z(u—l—v)j: uj—l—vj:Zuj+Zvj:O+0:0,
j=1 j=1 j=1 j=1

weshalb auch v 4 v in U liegt und U somit einen Unterraum des Z5' darstellt.

b) U wird durch eine lineare Gleichung definiert und beschreibt damit eine Hyperebe-
ne. Die Dimension muss als m — 1 betragen. Wir werden nun eine Basis ausrechnen
und unser Ergebnis dann verifizieren. Alternativ hatten wir aber auch einfach mit-
hilfe obiger Argumentation m — 1 linear unabhéngige Vektoren aus U zu einer Basis
vereinen konnen. Die Basis erhalten wir jetzt, indem wir das gegebene Gleichungs-
system l6sen. Dabei haben wir offenbar m — 1 frei wiahlbare Parameter und setzen
Um = tm, Um—1 = tm—1, ..., V3 = to, mit to, ... ¢, € Z5'. Dann folgt fiir v;:

Zm:vj:O<:>U1+Zm:vj:O<:>U1+2m:tj:()<:>1]1:zm:tj
j=1 j=1 =2 =2

Beim letzten Schritt wurde verwendet, dass in Z, das additiv inverse Element zu 1
selbige ist. Es ergibt sich schlieflich:

St ( (1 1 1\ )
to 1 0 0
ts 0 1 0
velU&sv= . = U = span A S O IO B
tm—1 0 0 0
tm 0 0 1
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Wegen der offensichtlichen linearen Unabhéngigkeit dieser m—1 Vektoren, ist dadurch
eine Basis von U gegeben und es gilt dim(U) = m — 1.



