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Aufgabe 2

a)

Es sei der Vektorraum RY alle reellen Folgen gegeben. Hier ist zu zeigen, dass die Men-
ge cop = {a eRY:INeN:a, =0Vn > N} einen Untervektorraum bildet. Wie
gewohnt sind dazu - die Teilmengeneigenschaft ist offensichtlich erfiillt - die dreit
Kriterien nachzuweisen.

(i) Die Nullfolge ist ziemlich abbrechend, N kann hier sogar villig beliebig gewéhlt
werden. Deshalb gilt ¢ # ().

(ii) Seien a,b € cyp. Dann existieren N,, N, € N, sodass a,, = 0 fiir alle n > N, und
b, = 0 fiir alle n > N,,. Es folgt

(a+b),=0a,+b,=04+0=0 Vn>N:=max{N,, N}

und somit @ + b € ¢y

(iii) Sei a € coo, A € R, dann gibt es wieder ein N € N, sodass a,, = 0 fiir alle n > N
und fiir eben solche n > N gilt dann auch (Aa), = Aa, = A -0 = 0, weshalb
auch \a € cyo wahr ist.

Wir wollen nun zeigen, dass {ek ke N} mit der gegebenen Definition der e* € ¢y
eine Basis von cgg ist. Dies folgt direkt daraus, dass sich wegen eé? =0 fiir alle k& # j
jedes a € cyy eindeutig wie folgt als endliche Linearkombination der e* darstellen

lasst:
N

a€cpy = dANeN:a,=0Vn>N = a:Zajej

j=1

Da wir in b) eine Basis von ¢y gefunden haben, welche unendlich viele Elemente
enthélt, gilt dim(cpg) = oo. Alternativ kann ohne Verwendung von b) ein Wider-
spruchsbeweis mit der Annahme, es gebe eine endliche Basis, durchgefiihrt werden.
So oder so folgt dim(cgy) < dim(RY), weil ¢y ein Untervektorraum des RY ist und
somit dim(RY) = oco.



Aufgabe 4

Sei A € K™*™ eine Matrix iiber dem Korper K, welche sich in Zeilenstufenform befindet.

Es seien zudem 1 < j; < ---

< jr < n die sortierten Spaltenindizes der Zeilenkopfe.

Aufgrund der Tatsache, dass es r solcher Zeilenkopfe gibt, ist zr(A) = r. Wir wollen nun
zeigen, dass die Menge der Spalten {07! ... &’} eine Basis von ZR(A) bildet.

i) Lu.: Da die I’ die Spalten der Zeilenkopfe sin it fiir 1 < k<7 k= () falls
(i) 1 Da die ¢/ die Spal der Zeilenkopf d, gilt f k bl fall

m > >k und b/* # 0, falls i = k. Die Eintrdige b* mit 1 < i < k sind beliebig,
spielen aber bei der folgenden Betrachtung keine Rolle. Sei nun also

b{l bjf b{7~—1 bjlr M\ 0
, 0 b byt b A2 0
=0 | oo ] =]
k=1 0 0 ... b b, Ar1 0

0O 0 ... 0 br Ar 0

so folgt aus der letzten Spalte direkt, dass A, = 0, aus der vorletzten daraufhin,
dass A,._1 = 0 und so weiter bis schlieflich aus der ersten Zeile A\; = 0 folgt.

Schritt zu Basis: Es gilt offenbar, dass

(/1 0 0 0\ )
0 1 0 0
0 0 1 0
SR(A) C span o [lo o |1 ,
0 0 0 0
 \Om, O O O,

da in jedem Vektor des Spaltenraumes alle Eintrage einer Zeile mit Index grofer
r Null sind. Wir haben somit einen Oberraum des Spaltenraumes gefunden, der
Dimension r hat. Wegen der linearen Unabhéngigkeit unserer r Vektoren aus (i)
ist aber dim(SR(A)) > r und demnach folgt dim(SR(A)) = r. Unsere r linear
unabhéngigen Vektoren bilden also ein maximal linear unabhéngiges System und
sind somit eine Basis.

Als letzten Schritt, miissen wir in dieser Aufgabe noch zeigen, dass gilt zr(A) = sr(A).
Aus unserer Vorbemerkung beziiglich des Zeilenranges und unserer Basis des Spalten-

raumes folgt dies direkt.



