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Aufgabe 1

Da der Spaltentausch und die Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen
Zeile aus den elementaren Zeilenumformungen der Typen I (Multiplikation einer Zeile
mit einem Skalar) und IT (Addition zweier Zeilen) hervorgehen, miissen wir nur zeigen,
dass eZu der Typen I und II den Kern einer Matrix nicht verdndern. Betrachten wir
dazu die Matrix A € K"*", deren i-te Zeile z; = (am i2, .., am) ist (mit a;; €
K,1<j<n,und 1 <i<m). Es gilt fiir die Kernelemente von A

r € ker(A) & Zai,jxj =0Vie{l,...,m}.

j=1

Typ |

Sei nun A € K\ {0} und gehe A" aus A durch Multiplikation der k-ten Zeile mit A hervor.
Insbesondere folgt daraus, dass alle Zeilen aufier der k-ten unverdndert bleiben und somit
nicht betrachtet werden miissen. Es gilt dann fiir die k-ten Zeilen der Matrizen:

x € ker(A) = Z apjr; =0
j=1

= Z/\awl’j = )\Zak,jxj =A-0=0
=1 =1

= x € ker(A")

Im letzten Schritt wurde verwendet, dass sich die anderen Zeilen nicht verédndert haben.
Bis hierhin haben wir nun gezeigt, dass nach Typ I gilt ker(A) C ker(A’). Fiir die andere
Richtung gilt (wieder nur unter Betrachtung der k-ten Zeile:

z € ker(A') = Z Aay ;r; = 0= )\Z ap;jx; =0

j=1 j=1

= Z apjr; =0 = x € ker(A)

Jj=1



Uberlegt euch einmal, woraus die vorletzte Implikation folgt. Insgesamt haben wir nun

fiir Typ It ker(A) = ker(A").

Typ 1l

Seien die Bezeichnungen wie oben und gehe A" aus A hervor, indem wir die k-te Zeile

durch die Summe der k-ten und der [-ten ersetzen. Dann gilt wieder:

n

x € ker(A) = Z A Tj = Zal,ﬂj =0
j=1

Jj=1

= Z<ak’j + al,j)xj = Z QA ;T + Zal,jxj =04+0=0
j=1 j=1 j=1

= 1z € ker(A")

und ebenso

n

r € ker(A') = Z ajT; = Z(a;w +aj)r; =0

7=1 j=1
n n n
= Z g jTj = Z((akd + al,j) — CL[J).CEJ‘ Z(aw + ag
J=1 J=1 j=1

=0—-0=0= 2 € ker(A)

Insgesamt folgt also auch fiir Typ II: ker(A) = ker(A4’).

n
)T — E ;T ;
=1



