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Aufgabe 1
Wir schreiben das LGS in Matrixschreibweise auf und formen in nZSFEF um. So erhalten
Wir:

4 6 0 -—-1|7 1 1,5 0 —0,75| 1,75

6 9 1 -—-1{6] — |0 0 1 3,5 |—4,5

10 15 -1 —11|« 0O 0 O 0 o — 22

Es ist nun schnell ersichtlich, dass das LGS nur fiir a = 22 l6sbar ist. In diesem Fall
lasst sich die Losungsmenge ablesen:

1,75 —0,75 1,5
r_ 0 n 0 -1
| a5 | TP 35 || o
0 -1 0
Aufgabe 2
a) Eine Moglichkeit wire L(A) mit
110
210
A= 310
410
b) Hier miissen wir zunéchst feststellen, dass
X1 1 0
To | 121 — 220 +23=0p = span 11,11
T3 1 2

So erhalten wir eine solche Abbildung durch L(B) mit

1
B=|1
1

o = O



¢) Eine derartige lineare Abbildung kann es nicht geben, da eine injektive lineare Ab-
bildung zwischen zwei endlich-dimensionalen Vektorrdumen gleicher Dimension stets
auch surjektiv ist und umgekehrt.

d) Hier greift der Satz aus ¢) nicht, denn ¢y ist nicht endlich-dimensional. In der Tat
finden wir eine Abbildung, die das geforderte erfiillt. Sei dazu ¢ = (cg,c1,...) € coo,
dann definieren wir die lineare Abbildung [ : ¢oo — ¢oo durch I(c) = ¢, wobei ¢ =0
und ¢/, = ¢, fiir n > 1. Es ist leicht ersichtlich, dass zum Beispiel die einfache Folge
n = (1,0,0,...) nicht "getroffen"wird - also ist [ nicht surjektiv - aber jede Folge ein
anderes Bild hat - also ist [ injektiv. Dass [ tatséchlich eine lineare Abbildung ist,
konnt ihr als Ubung noch einmal {iberpriifen.

Aufgabe 3

Es lohnt sich zun#chst, sich Gedanken iiber den Vektorraum Hom(V,W) zu machen.
Insbesondere gilt dort, dass das neutrale Element, das ja in jedem Untervektorraum
enthalten sein muss, die Nullabbildung n : V' — W mit n(v) =0 f.a. v € V ist.

X ={f e Hom(V,W) : ker(f) CU}:

Wir priifen, ob n € X. Es gilt ker(n) = V' ¢ U, zumindest falls U # V. Somit kann X
im Allgemeinen (Sonderfall eben U = V') kein Untervektorraum sein. Im Fall U = V' ist
n das einzige Element in X und bildet somit enen UVR.

Y={f€ Hom(V,W) :ker(f) DU}:
Es sind die drei Unterraumbedingungen zu iiberpriifen:
(i) ker(n) =V CU=neY =Y #(

i) flgeY =>YueU: flu)=gu) =0= (f+9)(u) = f(u)+gu) =0+0=0
=UCker(f+g)=(f+g) €Y

(i) feY, X eK:YueU:(A\f)(u)=Af(u)=A-0=0=U Cker(A\f) = (\f) €Y

Insgesamt folgt also, dass Y ein Untervektorraum von Hom/(V, W)ist.

Z ={fe€ Hm(V,W) : ker(f) = U}:

Hier gilt mit selber Argumentation wie bei X, dass Z nur dann einen Untervektorraum
bildet, wenn U =V gilt.



Aufgabe 4

a)

Sei By = {uq,...,u;} eine Basis von U, so konnen wir sie mit v und weiteren
Elementen aus V zu einer Basis By = {uy,...,ux, v, Ugso,...,0,} von V ergin-
zen. Nun definieren wir [ € Hom(V,K) iiber die Bilder der Basisvektoren durch
l(uy) = -++ = l(uz) = 0, wodurch sichergestellt ist, dass alle Vektoren aus U im

Kern von [ liegen. Definieren wir weiterhin [(v) = 1 ist auch die zweite Bedingung
erfiillt. Die Bilder der anderen Basisvektoren konnen beliebig gewéhlt werden. Der
entscheidende Trick bei dieser Aufgabe ist die Wahl einer geeigneten Basis.

Sei k = dim(U). Wir wihlen m = dim(V') (auch ein kleineres m in Abhéingigkeit von
k wire denkbar). Wir ergéinzen wie in a) eine Basis By = {uy,...,ux} von U zu einer
Basis By = {uq,...,u, Vks1,--.,0n} von V. Nun definieren wir f € Hom(V,R™)
wieder, indem wir die Bilder der Basisvektoren festlegen. Da U = ker(f) erfiillt
sein soll, setzen wir f(uy) = --- = f(ug) = 0. Weiiterhin miissen wir sicherstellen,
dass kein Element aus V' \ U auf 0 abgebildet wird. Dazu setzen wir beispielsweise
f(v)) =€ i=k+1,...,m, wobei e' den i-ten Standardbasisvektor des R™ bezeichne.
Durch die explizite Angabe eines solchen f ist die Existenz bewiesen.



