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1. Aufgabe Von N nach Z. (4)
Wir haben bereits gesehen, dass auf N x N durch

(a,b) ~ (a',V) = a+b=d+b
eine Aquivalenzrelation definiert wird. Auf (N x N)/~ definieren wir die Addition
[(a,b)] + [(c,d)] == [(a + ¢,b+ d)].
Zeigen Sie:
a) Die auf (N x N)/~ definierte Addition ist wohldefiniert.

b) ((N x N)/~,+) ist eine abelsche Gruppe.
(Das Nachpriifen von Assoziativitit und Kommutativitit geht ganz automatisch
und darf weggelassen werden.)

c) Die Abbildung

¢: (NxN)/~—=7Z
[(a,b)] —a—1b

ist wohldefiniert und ein Gruppenisomorphismus.

2. Aufgabe Die Multipliation komplexer Zahlen. (4)
Zur Definition komplexer Zahlen wird auf R? die Multiplikation

(a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + bc)

definiert. Zeigen Sie, dass (R? \ {(0,0)},-) eine Gruppe ist, indem Sie folgendes nach-
priifen:



a) Die definierte Multiplikation ist assoziativ.

b) (1,0) ist neutrales Element.
c) Fiir (a,b) # (0,0) ist <#jr#7 ﬁ) invers zu (a, b).

Bemerkung. Dies ist ein Teil des in der Vorlesung nicht vollsténdig ausgefiithrten Beweises,
dass die so definierten komplexen Zahlen einen Koérper bilden. Diese Tatsache ist also
nicht zu benutzen.

3. Aufgabe Wann ist Z,, ein Korper? (4)

a) Essei K ein Korper. Zeigen Sie, dass K nullteilerfrei ist, d.h. dass fiir alle a,b € K
mit ab = 0 gilt, dass a = 0 oder b = 0.

b) Esseim € N, m > 1 und m keine Primzahl. Zeigen Sie, dass Z,, (mit der iiblichen
Addition und Multiplikation) kein Kérper ist.

c*) Es sei p eine Primzahl. Zeigen Sie, dass Z, ein Korper ist.

Die letzte Teilaufgabe ist eine Zusatzaufgabe. Wenn Sie sie bearbeiten, diirfen Sie be-
nutzen, was sie aus der Schule iiber natiirliche Zahlen wissen. Damit kénnen Sie dann
zum Beispiel zunéchst zeigen, dass Z, nullteilerfrei ist, und daraus folgern, dass fiir jedes
a € Zy \ {0} die Abbildung Z, — Z,, b — ab injektiv ist.

4. Aufgabe Untervektorrdume (4)
Entscheiden Sie, welche der folgenden Teilmengen des Vektorraums R? Unterrdume sind:

S = {(a,b,c) €R3:a—2b+c:0}, T= {(a,b,c) € R3: ac:O}.



