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1. Aufgabe Funktionsriume (4)
Es sei K ein Korper und X eine Menge. Wir betrachten KX, die Menge aller Funktionen

von X nach K, und definieren
+: KX x KX 5 KX K x KX 5 KX
(f +9)(@) = f(z) + g(x) (A f)@) = A f(x)

a) Zeigen Sie, dass KX mit dieser Addition und Multiplikation ein K-Vektorraum ist.

b) Entscheiden Sie, welche der folgenden Teilmengen von R® Unterrsiume sind:
A= {f: f ist differenzierbar} B:={f:f(5)=f(7)}
Co={f:1f@)| < 2 f()| fivalle s} D= {f: f(5) =T}
(Aus der Analysis bezichungsweise der Schule bekannte Sachverhalte diirfen natiirlich
benutzt werden.)

2. Aufgabe Folgenrdiume (4)

Elemente des R-Vektorraums RY sind Abbildungen von N nach R, also Folgen reeller
Zahlen. Wie iiblich schreiben wir im folgenden a,, statt a(n) fiir a € RY und n € N.
Wir definieren cqg := { a €RY: Esex. N € N mit a, =0 fiir alle n > N } und setzen au-
Berdem fiir k € N

1, k=n,

F eRY, eF =4y, =
0, k#n.

Zeigen Sie:

a) cgp ist ein Unterraum von RY.
b) {ek: ke N} ist eine Basis von cg.

¢) coo und RN sind unendlich-dimensional.



3. Aufgabe Zeilenstufenform: Wir rechnen. (4)
Bringen Sie die Matrix

3 2 19 -1 5
A -2 1 —-15 4 15
4 2 26 0 6
1 1 6 -1 2

mit Hilfe elementarer Zeilenumformungen in Zeilenstufenform und bestimmen Sie den
Zeilenrang der Matrix sowie eine Basis ihres Zeilenraums.

4. Aufgabe Der Spaltenraum einer Matriz in Zeilenstufenform (4)

Es sei A € K™ " eine Matrix, und es bezeichne b* € R™ die i-te Spalte von A. Wir
bezeichnen mit SR(A) := span {b*,...,0"} den Spaltenraum von A und mit sr(A4) :=
dim SR(A) den Spaltenrang von A.

Zeigen Sie: Ist A in Zeilenstufenform mit 1 < j; < jo < -+ < j, < n wie in der Defnition
der Zeilenstufenform, so bilden die Vektoren b’,b72, ... b’ eine Basis von SR(A) und
ist sr(A) = zr(A).

Bemerkung. Wir werden dies spéter benutzen, um zu zeigen, dass fiir beliebige Matrizen
Zeilenrang und Spaltenrang iibereinstimmen.



