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1. Aufgabe (Kontraktionssatz, Umkehrfunktion, 4 Punkte)

Sei f(z) := tanz und I := (7/2,37w/2). Gesucht ist eine Losung & der Gleichung f(x) = z fiir
x € I. Ist die Losung eindeutig?

Beantworten Sie hierzu:

a) Wieso ist der Kontraktionssatz nicht anwendbar?
b) Welches hierzu #quivalente Fixpunktproblem kénnte stattdessen betrachtet werden?

c) Weisen Sie nach, dass fiir dieses Problem die Voraussetzungen des Satzes erfiillt sind, und
damit nur genau ein £ existiert.

Tipp: Betrachten Sie die Umkehrfunktion von f.
2. Aufgabe (Konvergenz des Newton-Verfahrens, 4 Punkte)

Sei f : [a,b] — R eine zweimal differenzierbare konvexe Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0.
Dann gibt es genau ein & € (a,b) mit f(§) = 0.

Zeigen Sie:
Ist zo € [a,b] beliebig mit f(xg) > 0, so ist die Folge
n+l ‘= Tn — ) N,
Pl = T g,y S

wohldefiniert und konvergiert monoton fallend gegen &.
Tipp: benutzen Sie vollstindige Induktion; aus f(z,) > 0 folgt auch z, > & und f'(z,) >
1/(€) > 0 (f' ist monoton wachsend, da f konvex ist: f”(z) > 0Vz € (a,b)).

3. Aufgabe (Rechnen mit dem Fixpunktsatz, 4 Punkte)
Stellen Sie zu folgenden Ausdriicken eine Gleichung in Fixpunktform auf und tiberpriifen Sie die
Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes auf einer geeigneten Menge:

1
\/1+\/1+\/1+..., —
1+ o=

Berechnen Sie dann den Fixpunkt.




4. Aufgabe (Lokale Konvergenz des Newton-Verfahrens, 4 Punkte)

Sie stellen im Unterricht das Newton-Verfahren fiir eine stetig differenzierbare Funktion f mit
Nullstelle o und f’(«) # 0 vor. Ein Schiiler ist nicht von der lokalen Konvergenz des Newton-
Verfahrens iiberzeugt und nennt Thnen ein Beispiel:

“Ich suche die Nullstelle von sinz fir z € (7/2,37/2) (s. Abb.). Die Funktion ist dort lokal
punktsymmetrisch und die Nullstelle ist auch ein Wendepunkt. Aus Symmetriegriinden muss
das Verfahren hin und her springen, ohne sich aber der Nullstelle zu ndhern, egal wie dicht man
an der Nullstelle startet.”

1.5

Wo liegt der Denkfehler?



