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Aufgabe
Betrachten Sie die Reihe
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a) Fiir welche € R ist die Reihe definiert?
b) Auf welchen Intervallen besteht gleichméBige Konvergenz, auf welchen nicht?

Lésung.

1
a) Der Definitionsbereich ist D =R \ <{_ﬁ’ ke N} 7{0}).

b) Zunichst betrachten wir die Intervalle (—oco, —1) und (0, 00). Dazu definieren wir die Partialsummen
(Folgenglieder)
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und bestimmen lim sup |f(z) — fn(x)].

i) Fiir x € (—oo, —1) schétzen wir ab:

oo n oo

1 1 1
sup |f(z) — ful2)| = - E T
z€(—00,—1) kZ:l 1+ k2x kZ:l 1+ k2x . k:%;rl 1+ k2x N
o0 oo
1 1
< _— = —_—
- Z 14+ k22 Z k2 -1
k=n+1 0 k=n+1

Die obere Schranke ist eine konvergente Nullfolge fiir n — oo. Das heifft, fiir alle € > 0 existiert
ein N € N, sodass fiir alle n > N gilt

und somit auch

fiir alle € (—oo,—1). Die Folge der Partialsummen f,(z) konvergiert also gleichmiflig gegen

f(z).
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ii) Betrachten wir € (0, 00), so ist mit dhnlicher Rechnung

sup | f(z) = falz)| < 1 =00
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jedoch divergent. Hingegen ist f,,(x) aber auf [¢, 00) fiir alle € > 0 gleichméBig stetig, denn
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ist eine konvergente Nullfolge fiir n — oo.
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ili) Wir definieren I := (f N M2> fir M,N € Nund M > N. Fiir jedes I und fiir alle x € I
finden wir
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Dieser Ausdruck ist beschréankt fiir alle n > M. Insbesondere gibt es fiir jedes € > 0 ein M € N
sodass fiir alle x € I und n > M gilt

lim sup |f(x) — fu(z)| <e.
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Die Folge f,(x) konvergiert gleichméBig auf jedem I.

GleichméBige Konvergenz besteht also auf D \ (0, €) fiir jedes € > 0.

Zusatzaufgabe
Wo ist f auf seinem Definitionsbereich sogar stetig?

Lésung. Die Funktion f(z) ist auf ganz D stetig, denn

i) auf D \ (0, ¢€) sind die Funktionen f,(z) (1) stetig und konvergieren gleichmifliig gegen f(x), somit ist
f(z) stetig auf D \ (0, €).

ii) Sei nun z € (0,00). Dann ist f,(z) gleichméBige konvergent und somit f(z) stetig fiir jedes Intervall

[goo). Also ist f(x) stetig auf (0, 00).



