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1 Potenzreihen
Definition 1.1 (Potenzreihe [1]). Sei (ay,), eine Folge in R und p € R. Fir alle x € R heifit die Reihe

(1) S anle - p)”
n=0

Potenzreihe mit einer Folge (ay,), von Koeffizienten a,, und Entwicklungspunkt p im Punkt x.

Definition 1.2 (Konvergenzradius). Der Konvergenzradius r einer Potenzreihe ist definiert als

o0
(2) 7= sup {.’L‘ —p Z an(x —p)* konvergiert} :
n=0

Anschaulich gesprochen ist es der mazximale Abstand zum Entwicklungspunkt, innerhalb dessen die Reihe
noch konvergiert.

Satz 1.3 (Berechnung des Konvergenzradius [1]). Die Konventionen “1/0 = co” und “l/oo = 0”7 werden

benutzt um den Konvergenzradius v der Potenzreihe > a,x™ zu berechnen nach Cauchy-Hadamard:

n=0

1
(3a) r= .
lim sup ( Y/ |an|)
n—oo
Ist a,, # 0 fiir alle n und existiert der Grenzwert lim , so ist der Konvergenzradius
a
(3b) r= lim =
n—oo Ap+1

Existiert der Grenzwert nicht, so ist die vorangegangene Formel nicht anwendbar. Beispiel: fiir die Reihe mit
den Koeffizienten ag, = 1, agn+1 = 1/n existiert der Grenzwert nach (3b) nicht. Cauchy-Hadamard (3a)
dagegen liefert den Konvergenzradius 1. Die Formel von Cauchy-Hadamard ist immer anwendbar.

Beispiel 1.4 (Geometrische Reihe). Gegeben sei fiir ag # 0 die Potenzreihe

oo
E apx”.
n=0

Was ist hier der Entwicklungspunkt? Und der Konvergenzradius?
Der Entwicklungspunkt ist p = 0, die Koeffizientenfolge ist (ag),, und der Konvergenzradius ist » = 1. Denn:

r = lim, e |ao/ap| = 1. Mit Cauchy-Hadamard: der Nenner in (3a) ist limsup ({L/\ao|) = 1 und damit
n— oo
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auch r = 1.
Bekannt ist dieses Ergebnis auch von der geometrischen Reihe, die fiir |¢| < 1 konvergiert:

Zaoq _0 fiir |¢| < 1.

n=0

Definition 1.5 (Bezug zu Folgen). Die Folge (sy)n der Partialsummen ist definiert als

N
(4) sn(r) = an(x—p
n=0

Das Glied s; heifst i-te Partialsumme. Existiert ihr Grenzwert, ]\}im sn(z), konvergiert die Potenzreihe
—00

o0

>, an(z —p)".

n=0

o0

Satz 1.6 (gliedweises Differenzieren [1]). Sei Y an,x™ Potenzreihe mit Konvergenzradius r. Dann ist die
n=0

Reihe fiir alle x € (—r,r) differenzierbar und es gilt

d o0 o0
e Z anz" = Z apnz™ "t fiir alle x € (—r, 7).
x
n=0 n=1

Das Vertauschen von Grenzwerten ist moglich, wenn diese existieren. Die Potenzreihe konvergiert innerhalb
ihres Konvergenzradius’, also fiir den gewihlten Bereich « € (—r,r), und die Summenglieder selbst sind
Polynome und damit differenzierbar.

Beispiel 1.7 (Differenzierbarkeit). Die Reihendarstellung der trigonometrischen Funktionen

2n+1

)

(5a) sin(z

2n+1

n

(5b) COS

i

soll als Beispiel dienen.

1. Konvergenzradius. Zunéchst wird die jeweilige Reihendarstellung mit der in Satz 1.3 allgemeinen Po-
oo

tenzreihe > a,a™ verglichen, um die Koeffizienten a,, zu bestimmen. Wir finden:
n=0

0 falls n gerade, (-1)*
fir sin(z) :  ap =1 (-1)* fir cos(z): an= n!
falls n ungerade, 0 falls n ungerade.

falls n gerade,

Somit muss Cauchy-Hadamard (3a) benutzt werden. Es ist limsup ({‘/ |) = limsup ( v/ 1) =0,
n—oo

n—oo
weil im Nenner “die Fakultét schneller wichst als die Wurzelfunktion sie minimiert”, und wir finden

r = oo fiir sin(x) als auch cos(x).
Genauer: Fiir die Berechnung von r benétigen wir das Grenzwertverhalten von lim 1/n!. Dazu finden

n— oo
wir eine untere Schranke fiir n! und zeigen, dass der Ausdruck auch hierfiir divergiert.
Wir zeigen, dass n! > (2)%. Esist n!l =1-2-----(n— 1) - n. Sei k die Anzahl der Faktoren von n!

n

die grofier sind als 5. Per Konstruktion ist dann k > 7, denn die Fakultét beinhaltet n Faktoren. Das
Produkt der k Faktoren, die mindestens 2 groff sind, ist damit nach unten beschrénkt von (%)k Dann
ist erst recht n! > (ﬁ)k und da k > 2 auch n! > (%2)2.

Es folgt hm Un! > lim {/ (%)% = lim \/; — oo. Folglicherweise ist hmsup(ﬁ"/%) = 0 und

n—00 n— 00 n—00
T = Q.
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2. Differenzierbarkeit. Wir haben zuvor gezeigt, dass die Potenzreihen von sin(x) und cos(x) auf ganz R
konvergieren. Somit sind sie auch auf ganz R differenzierbar, und

d i 3 —U" n - -1)" n
delIl(l')nZo(Q(n_i_)l)'(2n+l)xQ T;)(<2n§' 1_2 :COS(I)7
d d S - n = -1)" n—
[T xu;((zn;' " ] ;((zn))' 2ot
I ST R G | RS
I ey R BY e Rl

im vorletzten Schritt wurde eine Indexverschiebung vorgenommen.

2 Taylorreihen

Definition 2.1 (Taylorreihe). Sei f : I — R eine Funktion, die unendlich oft in I differenzierbar ist und
p € I. Dann heisst die Potenzreihe

7,10 = 1)+ L2 0y - L o LB oy
(6a) _ i f(’z'(p) (& — )
2
Taylorreihe, und
(60) 75wy =3 LWy
=

das nte Taylorpolynom.
Einfachstes Beispiel fiir f: Polynome. Sie sind unendlich oft differenzierbar.

Definition 2.2 (Lagrangesches Restglied). Sei f : I — R (n+ 1)-mal stetig differenzierbar und p € I. Dann
gibt es fir alle x € T\ {p} ein & zwischen p und x mit

(7a) f(x) =T f(x) + Ru(),
wobei das Restglied definiert ist als

_ )

(7b) Rn(CL‘) = (n n 1)! ntl

(z —p)

Korollar 2.3. Liegt das Intervall (p —r,p+7) in I und gilt | f"V(z)| < M, fir allex € (p—7,p+7), s0
gilt fiir das Restglied die Abschdtzung

|1, _ p|n+1 rn+1
RTL S M’VL — n M
[ ()] (n+1)! (n+1)!
Insbesondere gilt
R, (x)

=0

i
=5p (@ —p)"

Je néher x bei p liegt, desto besser approximiert also das Taylorpolynom 77} f (z) an der Stelle 2 die Funktion

I
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Beispiel 2.4 (Restglied Abschitzung). Wir entwickeln sin(z) in nter Ordnung um 0, sodass sin(x) =
T¢sin(z) + Ry (x) ist. Da der Sinus und seine Ableitungen nach oben von 1 beschraenkt sind, ldsst sich
das Restglied wie zuvor abschétzen:

|x|n+1

|Rn ()] <1 Sk

Je ndher x an 0 ist, umso kleiner das Restglied. Ebenfalls gilt, dass je grofler n ist, also die Ordnung bis zu
der wir die Funktion entwickeln, desto genauer wird auch die Approximation.
Satz 2.5 (Nicht entwickelbare Funktionen [1]). Es gibt eine glatte Funktion f:R — R mit

1. Die Taylorreihe Ty f von f konvergiert auf ganz R, und

2. f(z) # Tof(x) fuer alle z # 0.

Insbesondere laesst sich f also in keiner Umgebung (—e,€) von Null in eine Potenzreihe entwickeln.

Nicht jede glatte Funktion lédsst sich in eine Taylorreihe entwickeln.
Beispiel 2.6. Die Funktion

1
e 22 fallsx # 0,
J(@) = {0 falls z = 0,

ist glatt und f (")(0) = 0 fiir alle n € N. Die Taylorreihe konvergiert also iiberall gegen 0, stimmt aber nur
im Nullpunkt mit f {iberein. Aufler an der Stelle 0 wird die Funktion niemals 0.
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