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1 Woher kommen partielle
Differentialgleichungen?

1.1 Variationsprinzip

1.1.1 Auslenkung einer Membran

Wir betrachten eine Membran (diinne Platte ohne Biegesteifigkeit) unter Belastung durch
eine vertikal wirkende Kraft. Am Rand soll die Membran an einem ebenen Rahmen einge-
spannt sein. Die zur Beschreibung wesentlichen Gréflen sind

Auslenkung u (m)
Kraftdichte : f (Newton/m?) (wirkt in Richtung u).

Die Membran reprisentieren wir durch die Menge Q C IR?. Im folgenden sei  immer ein
Gebiet, d.h.

) offen und zusammenhéngend

mit geniigend glattem Rand (z.B. sei 2 Riemann-mefibar). Gesucht ist die Auslenkung u(x)
in allen Punkten = = (z1,22) € Q C IR? bei gegebener Kraftdichte f. Die Einspannung
erzwingt zunéchst die Randbedingung:

u(z) =0 Ve

Zur weiteren Charakterisierung von u verwenden wir das Prinzip der minimalen Energie:
Die gesuchte Auslenkung u hat die Eigenschaft

veH: Ju)<Jw) YveH . (1.1)

Dabei ist H die Menge der zuldssigen Auslenkungen, und J(v) ist die Energie einer Auslen-
kung v € H.

Das Energiefunktional J : H — IR erhalten wir aus folgender FEnergiebilanz. Dabei sei
vorlaufig die Auslenkung v eine beliebige, geniigend glatte Funktion auf 2.

e Die Spannungsenergie Jy(v) ist proportional zur Oberflichenédnderung.

Oberfliche von Q : [, 1dx
Oberfliche nach Auslenkung v : [ /1402 +v2, dx
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u(x)

Abbildung 1.1: Berechnung der Bogenlénge [(a,b) des Graphen einer Funktion v = v(z) als
l(a,b) = f; /1 4+ v/(x)? dx. Hierbei bezeichnet v' = v, die Ableitung von v.
Zweidimensionale Verallgemeinerung ergibt obige Formel fiir die Oberfliche
nach Auslenkung.

Insgesamt gilt also

a/ 1—}—1)2 —|—v2 1) dx
Q

Die Materialkonstante o > 0 heifit Flastizitdt von ). Unter gewissen Bedingungen
kann man diesen Ausdruck noch vereinfachen. Fiir kleine Verzerrungen Vv ist ndmlich

. 1 1
1/1—{—11%1—}—1)%2—1:14—5(1);—|—Ug2)—1:§(v§1—|—vg2)

Also ergibt sich
1
Ji(v) = 2/05|Vv|2 dx
Q

o Als Potentielle Energie (= Kraft x Weg) Ja(v) erhélt man

/fvda:

e Die Gesamtenergie J(v) = Ji(v) + Ja(v) ist schlieBlich

J(v):;/a|VU|2 dx—/fvdx
Q

Q

Den folgenden Funktionenrdumen (lineare Réume iiber IR) werden wir in dieser Vorlesung
hiufig begegnen.
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Definition 1.1 Sei Q der Abschluss von ). Dann setzen wir:
Q) :={v:Q — R|v stetig auf Q}
Q) = {v e C(Q)|v stetig fortsetzbar auf Q}
Q) :={vel)]0velC(),|y] <m}
)

Dabei haben wir bequemerweise die hoheren Ableitungen 07 gemdyfs

R

- =12 =k
Oxyy .. 0z H

mit Hilfe von Multiindizes v geschrieben. Analoge Bezeichnungen verwenden wir im Falle
Q c R% Dann isty; €1,...,d.
An die Daten f machen wir die Voraussetzung

fec@)

Mit Blick auf die Gestalt des Energiefunktionals J liegt es nun nahe, als Losungsraum H fiir
unser Minimierungsproblem (1.1)) den linearen Raum

He = {v e C1 Q)| v]oq = 0}

zu wéhlen. Dann ist ndmlich einerseits die Einspannbedingung erfiillt und andererseits ist

J(v) <oo Vv e He

Es wird sich allerdings spéter zeigen, dass es im Sinne einer geschlossenen Existenztheorie
vorteilhafter ist, Losungen aus einem grofieren Raum H zuzulassen.

Satz 1.2 (Variationsformulierung) Eine Funktion u € H¢ ist genau dann eine Lisung von
(1.1) mit H = He, wenn sie der Variationsgleichung

/aVu'VvdJ::/fvd:c Vv € Heo (1.2)
Q Q

gentigt.

Beweis:
Sei zunéchst u € He eine Losung des Minimierungsproblems (1.1), v € Hc¢ beliebig aber fest gewihlt und
t > 0. Nun gilt J(u) < J(u + tv), da u das Funktional J minimiert, und daher

0§J(qutv)fJ(u):t(/aVu-Vydacf/fvdx) +t2%/o¢|vm2da¢
Q Q Q
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Division durch ¢ und Grenziibergang t — 0 liefert

/aVu-VvdmZ/fvdx
Q

Q

Die umgekehrte Abschétzung folgt analog durch Wahl von ¢ < 0.
Geniigt umgekehrt u € Heo der Variationsgleichung (1.2), so folgt fiir jedes beliebige v € Ho

J(u+v)—J(u):/aVu-Vvdx—/fvdx+%/a|Vv|2dm20
Q Q Q ]

Bemerkung:
In Satz [1.2|ist nichts iiber Existenz oder Eindeutigkeit einer Losung u gesagt. N

Bemerkung:
Fiir jedes feste u € He ist durch

J'(w)(v) = [ (aVuVv — fv)dz, v € Heo
/

eine lineare Abbildung von H¢ nach IR definiert. Setzt man noch

1/2
folls = | [+ 190P) do
Q
so folgt offenbar
! 1 2 1 2
[ J(u+v) = J(v) = S (w))]| = 5 [ a|Vo[ide < Safvl;
Q

Damit ist J'(u) gerade die Fréchet-Ableitung von J in u. Die Variationsformulierung (|1.2))
besagt gerade, dass das Minimum von J genau dann in u angenommen wird, wenn J'(u)
verschwindet. <

Damit haben wir die Beziehung zwischen dem Minimierungsproblem ((1.1)) und der Variati-
onsformulierung (|1.2)) gekldrt. Als néchstes wollen wir einen Zusammenhang zwischen diesen
Formulierungen und einer partiellen Differentialgleichung herleiten. Dazu brauchen wir

Satz 1.3 (Greensche Formel, partielle Integration) Seien v,w € C1(Q) und 0Q glatt (hin-
reichend: 0S) hat eine stetig differenzierbare Parametrisierung). Dann gilt

/vxiwda:: —/wai dx—l—/vwnida 1=1,2 , (1.3)

Q Q oN

wobei n = (n1,ng) die nach auflen orientierte Normale von 02 bedeutet.
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Beweis:
Ubung. O

Der Einfachheit halber nennen wir ein Gebiet, auf dem die Greensche Formel (1.3) gilt,
Greenschen Bereich.

Bemerkung:
Vergleiche mit der aus der Analysis bekannten Produktregel

b b
/ - / b
vw' dr = — | Ywdx + vw|,

a a

fiir v, w € Ct[a, b]. q

Satz 1.4 Sei ) ein Greenscher Bereich. Eine Funktion u € C%(Q) ist genau dann Lisung
des Minimierungsproblems (L.1]), wenn sie eine Lisung des Randwertproblems

—aAu(z) = f(x) Vo e Q

w(z) = 0 vz € 90 (1.4)

1st.

Beweis:
Sei u € C?(Q) Losung des Minimierungsproblems. Nach Satz[1.2{geniigt dann u der Variationsgleichung (T.2)).
Anwendung der Greenschen Formel liefert

/(—aAu — fluvde =0 Yve He . (1.5)
Q

Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir an, dass es ein zo € €2 gibt, so dass

—aAu(zo) — f(zo) >0

gilt. Da Q offen und —aAu — f in Q stetig ist, konnen wir dann eine offene Umgebung U(zo) von xg finden,
so dass
—aAu(z) — f(z) >0 Vo € U(xo)

richtig ist. Nun lésst sich aber eine nichtnegative Funktion v € Hc mit den Eigenschaften

v(z) >0 Vz € K.(w0) CU(z0), v(z)=0 VYoeQ\U(xo)

konstruieren. Dabei ist K.(zo) die abgeschlossene Kugel um zo mit Radius ¢ > 0. Einsetzen einer solchen
Funktion v in (1.5)) fithrt auf einen Widerspruch. Analog kann man im Fall —aAu(zo) — f(z0) < 0 argumen-
tieren.

Ist umgekehrt u € C?(Q) eine Losung des Randwertproblems, so folgt durch Multiplikation der Differential-
gleichung mit einem beliebigen v € H¢, Integration tiber 2 und Anwendung der Greenschen Formel, dass u
der Variationsgleichung (1.2]) geniigt. O

Bemerkung:
Die Differentialgleichung —Au = f heifit Poisson—Gleichung. In der Variationsrechnung
nennt man (1.4) die Eulersche Differentialgleichung des Minimierungsproblems ([1.1)). <
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Bemerkung:

Beachte, dass die Aquivalenz von Minimierungs- und Randwertproblem nur unter einer
zusétzlichen Regularitdtsbedingung vorliegt. Es kann also insbesondere sein, dass ei-
ne (physikalisch sinnvolle!) Losung hat, wihrend nicht 16sbar ist. <

1.1.2 Potentialgleichung

Auf einer beschrinkten Teilmenge Q C IR? wollen wir zu einer gegeben Ladungsdichte f das
Potential u ermitteln.

Elektrisches Potential Do (Volt)
Ladungsdichte : f (As/m?)
angelegte Spannung : ulgn =g (Volt)
Dielektrizitdtskonstante : & (A s/ Voltm)

Nach dem Prinzip der minimalen Energie und einer entsprechenden Energiebilanz ist die
Losung durch das Minimierungsproblem

1
ue H: J(u):2/<€|Vu|2 d;r—/fud:cgJ(v) Yve H
Q Q

charakterisiert. Unter geeigneten Regularitdtsbedingungen an die angelegte Spannung g
kéme die Losungsmenge H = H¢,

HY, = {v e CHQ)|v|on = g}

in Frage. Beachte, dass diese Losungsmenge kein linearer Raum ist. Ahnlich wie oben kann
man eine Variationsformulierung herleiten (Wie?). Aus dieser erhélt man unter einer
zuséatzlichen Regularititsbedingung die zugehorige Eulersche Differentialgleichung

—div(eVu)=f in Q

nebst Randbedingungen (Welche?). Im Falle f = 0 spricht man von der Potentialgleichung.

Bemerkung:
Auch die Potentialgleichung haben wir nur unter gewissen Glattheitsbedingungen a posteriori
hergeleitet. Die urspriingliche Aufgabe war wieder ein Minimierungsproblem. N

1.2 Erhaltungsprinzip

1.2.1 Massenerhaltung, Diffusion und Konvektion

Wir betrachten die Bewegung eines Fluids in einem gegebenen Rechengebiet  C IR,
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Dichte : o (kg/m?)
Geschwindigkeit : v (m/s)
Quelldichte : f (kg/(sm?))

Als Grundlage fiir eine mathematische Beschreibung dieser Situation verwenden wir das
Prinzip der Massenerhaltung: In jedem raumfesten Kontrollvolumen €' C Q gilt die
Massenbilanz

zeitliche Massenédnderung = — Massenabflufl + Quelle.

Flieit Masse in )’ hinein, so haben wir einen negativen Massenabfluf}, also Abflufl = — Zuflu8.
Analog wird eine Senke als negative Quelle interpretiert.

Sei also ' C Q ein solches Kontrollvolumen mit geniigend glattem Rand €Y. Wir wollen
Massendnderung, Eintrag und Abflufl im Zeitraum von ¢ bis ¢t + At durch die Funktionen o,
v und f ausdriicken.

e Zeitliche Massendnderung;:

/g(:v,t+At) dx—/g(x,t) dx

Qf Qf

e Massenabfluf3:

Durch ein kleines Teilstiick von €’ mit der Fliche b = Ao tritt in Normalenrichtung n
(nach auBlen gerichtet!) Masse mit einer Geschwindigkeit (n-v)n aus. Die Geschwindig-
keit v wird auf diesem Teilstiick als konstant angenommen. Dann legt die austretende
Masse in der Zeit At die Strecke

a=mn-v At
zuriick. Damit verlasst in diesem Zeitraum ein Quader mit dem Volumen
ab=mn-v Ac At

das Kontrollvolumen €' (siehe Abbildung [1.2).

o yAt .
o (n-v)nAt
\

vAt
I

a

Abbildung 1.2: Fluss durch den Rand von
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Uber dieses Oberflichenstiick erfolgt also der Massenabflufl

on-v Ao At

Durch Summation und Grenziibergang ergibt sich der Massenabfluf} iiber ganz 9 zu

dem Oberflichenintegral

e Quelle:

At / on - v do
o’

Ist die Quelldichte f iiber das Zeitintervall At konstant, so ist die in diesem Zeitraum
in Q' bewirkte Masseninderung gegeben durch

/ f(z, t)At dz
Q/

Daraus ergibt sich fiir die Massendnderung in der Zeit At die Gesamtbilanz

1
AL (M/ o(z,t+ At) dox —

Der Grenziibergang At — 0 fithrt auf die Massenerhaltung in Integralform:

/Q(w,t)dx ——/gv-nda—i—g//fda?

Q

/ an

dt
Q/

d
— [ odx +

o

/gwndaz/jdx‘ﬂycﬂ . (1.6)

Q/

Insbesondere gilt im stationéren Fall

oY

/Qv-nda:/fdx vQ'cQ . (1.7)
Q/

Wir wollen nun die Massenerhaltungsgleichung in Differentialform, also als partielle Diffe-
rentialgleichung schreiben. Entscheidendes Hilfsmittel ist wieder die Greensche Formel (Satz
. Eine direkte Folgerung hiervon ist namlich

Satz 1.5 (Divergenztheorem) Sei (V' C IR? ein Greenscher Bereich und v = (v1,v2,v3)T
ein Vektorfeld auf Q' mit v; € CL(Y), i = 1,2,3, kurz v € C*(Q'). Dann gilt

QI

/%wwz/@mwa

oY
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Satz 1.6 (Kontinuitédtsgleichung) Sei t € IRy beliebig aber fest gewdhlt. Unter den Regu-
laritdtsvoraussetzungen

(Qv)i(’at) € 01(9)7 1= 172737 Qt(‘at) € C(Q)v f(‘?t) € C(Q)

geniigen die Funktionen o, v und f genau dann fir alle Greenschen Bereiche Q' C 0 der
Erhaltungsgleichung in Integralform (1.6), wenn sie die Kontinuititsgleichung

ot +div(pv) = f in Q (1.8)

erfillen.

Beweis:
Es gelte zunéchst die Integralform (1.6). Im Widerspruch zur Behauptung sei fiir ein gewisses zo € Q

ot(zo,t) + div(pv)(zo,t) — f(zo,t) >0

Da Q offen und g; + div(gv) — f auf Q stetig ist, existiert nun eine offene Kugel K.(xo), so dass K.(zo) C Q2
und
ot(z,t) + div(gv)(z,t) — f(z,t) > 0 Vo € K(z0)

Wir withlen das Kontrollvolumen Q' = K. (z). Anwendung des Divergenztheorems auf ((1.6)) liefert dann

dt

Q7

4 gdx+/(div(gv)—f) dz =0
Q/

Nach Voraussetzung ist o; gleichméBig stetig auf ' und damit die Vertauschung von Differentiation und
Integration erlaubt. Es ist also

/(Qt +div(gv) — f) dz =0

Q7

Nach Konstruktion ist der Integrand aber auf Q' = K. (zo) grofer als 0. Das ist ein Widerspruch.
Die Umkehrung folgt direkt aus dem Divergenztheorem. O

Bemerkung:

Man beachte, dass Integral- und Differentialform nur unter zusdtzlichen Regularititsbedin-
gungen aquivalent sind. Die Verwendung von an Stelle von bedeutet also eine
Einschrinkung. Es kann insbesondere (physikalisch sinnvolle!) Lésungen von geben,
obwohl die Differentialgleichung keine Losung hat. N

In einer Vielzahl von Problemstellungen ist die Quelldichte f bekannt. Leider bleiben dann
immer noch die unbekannten Funktionen v und p iibrig, die nicht in eindeutiger Weise aus
nur einer Gleichung bestimmt werden kénnen.

Zu dem (unstrittigen) Prinzip der Massenerhaltung treten daher zusétzliche Zustands-
oder Materialgleichungen, welche den vorliegenden Massenflul ndher beschreiben. Die
Form dieser Materialgleichungen ist eine Frage physikalischer Modellierung, die auf eine
brauchbare mathematische Beschreibung des Gesamtproblems abzuzielen hat, aus mathe-
matischer Sicht allerdings eine (zuerst einmal) willkiirliche zusétzliche Festsetzung darstellt.
Diese Festsetzung ist meist nur unter gewissen physikalischen Bedingungen giiltig, im allge-
meinen also mit Vorsicht zu genieflen!
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Wir fithren eine dimensionslose Konzentration w ein und setzen

0= pou, ©9=const.>0
Die grundlegenden Transportprozesse sind Diffusion und Konwvektion.
Diffusion: Ficksches Gesetz (1855)
ov=—aVu, a>0

Anschaulich: Der Massenfluss erfolgt proportional zum steilsten Abstieg der Konzentration.

Konvektion:
oV = gu, 5 = const.

Anschaulich: Die Ausbreitungsgeschwindigkeit v = 5 /0o ist vorgegeben.

Konvektion-Diffusion:
ov = —aVu+ gu

Anschaulich: Beide Phanomene wirken zusammen.
Einsetzen in die Erhaltungsgleichung (1.8)) ergibt

oour = div(aVu — gu) +f

Im allgemeinen sind «, 5 Funktionen von z und u! Im Falle o, E = const. erhélt man die
Konvektions-Diffusionsgleichung:

oo = aAu — EVu + f

Bemerkung:
Aus Erhaltung von Masse und Impuls nebst Zustandsgleichungen folgen fiir sogenannte in-
kompressible Fliissigkeiten mit konstanter Dichte die Navier-Stokes-Gleichungen

ut+(u~V)u+V2 = f+eAu o Q

V-u = 0

Dabei bedeutet ¢ die Viskositéit des Fluids, @ = (uq, ug, ug)T die Geschwindigkeit und p den

_ 92 9?2 9?2 — _ Js] o] el
Druck. Der Laplace-Operator A = e + 923 + a3 und (4 - V) = Ul ger + U2gg; T UsgL;

werden komponentenweise angewandt. Unter den (schwerwiegenden!) Vereinfachungen:
e bekannte Flussrichtung -V =1-V und

e bekannter Druck p
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erhélt man eine Konvektions-Diffusionsgleichung fiir jede Komponente u;. N

Offenbar kann man nur dann eine eindeutige Losung erwarten, wenn man Konzentration
und/oder Massenfluf am Rand angemessen beschreibt. Die héiufigsten Randbedingungen
sind

Dirichlet-Randbedingungen:

0= 00U =g auf 02

Anschaulich: Vorgabe der Dichte bzw. der Konzentration.

Neumann-Randbedingungen:

ov-n=4g auf 09

mit der nach auflen gerichteten Normalen n auf 0.
Anschaulich: Vorgabe des Massenabflufies.

Cauchy-Randbedingungen:

oV - N = Qp auf o)

Anschaulich: Der Massenabflufl ist proportional zur Konzentration.

Statt von Cauchy-Randbedingungen spricht man verschiedentlich auch von Robin-Randbe-
dingungen. Auflerdem heiflen Dirichlet-, Neumann- und Cauchy-Randbedingungen auch
Randbedingungen 1., 2. und 3. Art.

Bemerkung:
Natiirlich kann man auch verschiedene Randbedingungen auf verschiedenen Teilstiicken von
0} vorgeben.
Neben den Standard-Typen von Randbedingungen kénnen auch andere Randbedingungen
sinnvoll sein. Als Beispiel fiir eine nichtlokale Randbedingung sei die (globale) Massenerhal-

tung

/ ov-ndo =0

onN
erwahnt. q
Bemerkung:

Ahnlich wie Zustandsgleichungen sollen Randbedingungen eine spezielle physikalische Si-
tuation beschreiben. Mathematisch sinnvolle Randbedingungen sichern zusammen mit den
vorliegenden (Differential-) Gleichungen Existenz und Eindeutigkeit einer Losung. Die Wahl
physikalisch und mathematisch sinnvoller Randbedingungen ist in vielen praktischen An-
wendungen alles andere als einfach. <
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Natiirlich héngt die Konzentration wu(z,t) von der Situation zum Anfangszeitpunkt ¢ =
0 ab. Damit wir eine eindeutige Losung u erwarten konnen, miissen wir also noch eine
Anfangsbedingung

u(z,0) = ug(x) =€

festlegen.

1.2.2 Energieerhaltung (Warmeleitungsgleichung)

Aufler der Masse konnen auch noch andere Groflen wie zum Beispiel die Energie erhalten
bleiben. Als Beispiel betrachten wir den WirmefluB in einem Rechengebiet Q ¢ IR?, der
durch die folgenden Gréflen beschrieben werden soll.

Energiedichte : & Joule/(m?)
Wirmefluss . q Joule/(m?s)
Wirmequelle :  f  Joule/(m3s)

Genau wie im Abschnitt erhédlt man die Energieerhaltung in Integralform:

d
dt/é’dx—l—/q-nda—/fdx VY c Q
Q Q

oY

Unter geeigneten Regularititsvoraussetzungen (vgl. Satz ist damit gleichbedeutend die
Kontinuititsgleichung:

E+divg=f inQ

Als erste Zustandsgleichung postulieren wir
E=E(0) = cb,

wobei 6 die Temperatur und ¢ > 0 die spezifische Warmekapazitiat bedeutet. Einen (ein-
fachen, aber z.B. in der Nidhe des absoluten Nullpunkts sicher falschen!) Zusammenhang
zwischen WarmefluB und Temperatur liefert die néchste Zustandsgleichung.

Fouriersches Gesetz (1822):
q=—xkV0

Der Proportionalitdtsfaktor « > 0 heiflt Wdarmeleitfihigkeit. Das Fouriersche Gesetz be-
schreibt die Warmeausbreitung durch Diffusion. Einsetzen in die Differentialform ergibt



1.2 Erhaltungsprinzip 13

die Wiarmeleitungsgleichung:

gt(ce) =div(kVO) + f

Im allgemeinen sind ¢, x Funktionen von x und u. Sind diese Funktionen konstant, so ver-
einfacht sich die Warmeleitungsgleichung zu

]
»y 9= —
C

0; = vyAO + g mit 7:E
c

Bemerkung:
Wir betrachten noch kurz die Warmeleitung in zeitlich bewegtem Medium, d.h.

r=ux(t), x€

Die Geschwindigkeit an der Stelle z = x(t) ist dann § = #(t). Mit der Kettenregel erhlt
man in diesem Fall eine Konvektions-Diffusionsgleichung

0 =
50(0), 1) = B- V0 + 6, =720+ g

Beachte, dass die Konvektion 5 - VO durch die Bewegung des Mediums hervorgerufen wird.
Wieder hat man noch Rand- und Anfangsbedingungen festzulegen. Welche physikalische In-
terpretation haben Dirichlet- Neumann- und Cauchy-Randbedingungen in diesem Fall? <«

1.2.3 Grundwasserfluss im gesattigten Boden

Den GrundwasserfluBl durch ein Gebiet € IR kann man durch folgende GréBen beschrei-
ben.

Dichte o kg/m?
Porositét n  dimensionslos
Séttigung : S dimensionslos
Abstandsgeschwindigkeit v m/s
Filtergeschwindigkeit : vp m/s

Druck : p  Newton/m?
Quelldichte f (kg/m3s)

Die Porositit n(z), v € Q beschreibt den Anteil des Porenraums an einem (infinitesimalen)
Referenzvolumen. Die Sdttigung S(x,t) beschreibt den Anteil des Fluids am Porenraum.
Dann lautet die Massenerhaltung in Differentialform:

(Sng): + div(Snov) = f . (1.9)

Wieder sind eine Reihe von Zustandsgleichungen nétig. Wir wollen einen gesdttigten Fluf3
betrachten, also
S(x,t) =1 VYreQ, t>0
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Weiter sollen Temperaturunterschiede keine Rolle spielen. Dann ist
o(x,t) = oo = const. Vz € Q, t>0,

denn Wasser ist inkompressibel. Die Porositét ist eine Funktion des Drucks, also

d(n(p)) _ dn
] o 00 dppt
Wir nehmen nun an, dass
dn Sy
0o—— = — = counst., 1.10
b g (1.10)

wobei g die Erdbeschleunigung (Einheit m/s?) und Sy den spezifischen Speicherkoeffizienten
(Einheit 1/m) bezeichnen. Durch ausfiihrliche Beobachtung der Brunnen von Dijon fand
Darcy eine Zustandsgleichung fiir die Filtergeschwindigkeit.

Darcysches Gesetz (1856):
vp = —KVh

Die symmetrische 3 x 3—Matrix K mit den Spalten K;, ¢ = 1,...,3, heiit hydraulische
Leitfihigkeit und beschreibt die Durchldssigkeit des Bodens. Die Funktion h heifit Stand-
rohrspiegelhéhe und kann als Stand des Grundwassers im Bohrloch beobachtet werden. Es
gilt
h = 2 + a3
209

Schlieflich nehmen wir an, dass die (mikroskopische) Abstandsgeschwindigkeit v mit der
(makroskopischen) Filtergeschwindigkeit vp geméfl der Beziehung

Vp = NU

korreliert. Einsetzen all dieser Beziehungen in (1.9) ergibt schliellich die sogenannte Darcy-
Gleichung:

Sopt = div(KVp) + gogdiv Ks + gf . (1.11)

Bemerkung:
Anstelle der in Zustandsgleichung ((1.10]) beschriebenen Situation kann auch ein druckstabiles
Korngeriist vorliegen, also

dn

—=0.

dp
In diesem Fall reduziert sich die Darcy—Gleichung (1.11]) auf

—div(K'Vp) = gogdiv K3 +gf . 4
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Bemerkung:

Wir sind von S(z,t) = 1 und K = K (x) ausgegangen. Im Falle ungesdttigter Stromungen ist
die Sache komplizierter, ndmlich S(z,t) # 1 und K = K(p,z). Um die unbekannte Sittigung
S aus der Differentialgleichung zu eliminieren, verwendet man in diesem Fall aus Messungen
abgeleitete Druck—Séttigungsbeziehungen und erhiilt eine nichtlineare Differentialgleichung,
die sog. Richardsgleichung.

Vorgegebene Druck—Sattigungsbeziehungen gelten nur unter gewissen Bedingungen. Sind
diese Bedingungen nicht erfiillt, so muss man zu noch komplexeren Modellen iibergehen, die
aus zwei getrennten nichtlinearen Differentialgleichungen fiir Druck und Séattigung bestehen.
Bei solchen Mehrphasenstromungen sind wir schon recht nah an der aktuellen Forschung. <

Nun fehlen noch geeignete Randbedingungen. Welche physikalische Bedeutung haben in
diesem Fall Dirichlet-, Neumann- und Cauchy-Randbedingungen?

1.2.4 Impulserhaltung (Wellengleichung)

Bislang stand die Kontinuitétsgleichung im Mittelpunkt. Zum Schlufl das Prinzip der Im-
pulserhaltung;:

Die Zunahme an Impuls in einem materiellen Kontrollvolumen
ist gleich der daran von auflen angreifenden Kraft.

Ubrigens spiegelt sich die Impulserhaltung auch in den MaBeinheiten wieder (Erinnerung:
1Newton = 1kg m/sZ) Fiir jedes Kontrollvolumen ' ¢ © ¢ R? (mit geniigend glattem
Rand) léasst sich dieses physikalische Grundgesetz direkt als Formel schreiben,

d
7 gvdx:/fda:—i-/o-nds
Q/

92 oY

Dabei haben wir die folgenden Bezeichnungen verwendet.

Dichte o kg/m?
Geschwindigkeit v m/s
Volumenkraftdichte f  Newton/m?
Spannungstensor o Newton/ma~1

Wieder kann man diese Bilanzgleichung (unter zusétzlichen Regularitéitsbedingungen) in eine
Differentialgleichung umformulieren (in welche?).

Wir wollen das Prinzip der Impulserhaltung nun zur Beschreibung einer schwingenden Saite
(keine Gravitation, keine Biegesteifigkeit) verwenden. Die Saite soll in a und b eingespannt
sein und uns interessiert zu jedem Zeitpunkt ¢t > 0 ihre Auslenkung:

u:fa,b) = R .
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Abbildung 1.3: Schwingende Saite

In diesem (eindimensionalen) Fall erhélt die Impulsbilanz die Gestalt (vgl. Abbildung

1

3
d
pn ovdx = | fdx+o(x1) —o(zg) Vre,x1, a<mzog<z1<bh

zo zo

Wir haben nun g, v, f und o festzulegen. Gravitationskrifte sollen vernachlissigt werden,
also ist

Bei vertikalen Schwingungen gilt
V= Ut .

Fiir die Spannungen o(z¢) und o(x1) bendtigen wir wieder eine Zustandsgleichung. Dazu
definieren wir die Funktion L : [a,b] — IR durch

L(z) = Linge der Kurve I'(z) = {(s,u(s)) € IR? | s € [a,z]} .

Die Langenidnderung % ist bekanntlich
dr f
%(:C) :/\/1—1—1@(8) —1lds=+/1+u2(z)—1.
0

Fiir eine elastische Saite gilt das Hookesche Gesetz:

O =a —/—

dx
Der Proportionalitdtsfaktor v > 0 heisst Elastizitéit und ist materialabhéngig und damit i.a.
ortsabhéngig. Wir wollen uns auf kleine Verzerrungen u, ~ 0 beschrinken. Dann gilt

L . |
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Aus dem Hooke’sche Gesetz folgt dann die lineare Zustandsgleichung

1
o= 50uUs
FEinsetzen all dieser Beziehungen liefert nun
x
7 | o do = %(a(wl)ux(xl) — a(xo)ux(xg)) Veg,v1 a<zg<x1 <b
To

Unter geeigneten Regularitdtsbedingungen an die Losung v und die Daten p, o erhalten wir
in gewohnter Weise die Wellengleichung;:

(oue)e = %(aux)x in (a,b) .

Im Falle g, a = const. vereinfacht sich die Wellengleichung mit v = 2% zZu

Ut — YUgy =0 in (a,b) .

Dazu treten zum Beispiel Dirichlet-Randbedingungen:
u(a,t) = ug(t) u(b,t) =up(t) ¢>0

Ubrigens: Welche physikalische Bedeutung haben Neumann-Randbedingungen? Sind Cau-
chy-Randbedingungen physikalisch sinnvoll?
Natiirlich hiangt die Bewegung der Saite entscheidend davon ab, wie die Auslenkung zum
Zeitpunkt ¢ = 0 aussieht und welche Geschwindigkeit sie zu diesem Zeitpunkt hat. Um eine
eindeutige Losung erwarten zu kénnen, werden wir also voraussichtlich noch die Anfangs-
bedingungen

u(z,0) = ug(z), ug(x,0) = uq(x), x € (a,b)

festlegen miissen.

1.2.5 VerkehrsfluB (Autoerhaltung)

Verkehrsdichte  : o Autos/m
Geschwindigkeit : v m/s

Wir machen gleich am Anfang die Kontinuumshypothese

0:la,b] - R
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Diese ist trotz steigenden Verkehrsaufkommens im vorliegenden Fall zweifelhaft. Schon des-
halb sollte man das folgende Modell nicht zu ernst nehmen. Analog zur Massenerhaltung
erhilt man die Autoerhaltungsgleichung:

ot + (IQU):B =0

Offenbar gilt
0 < o(x) < Omaz = const.

Im Falle ¢ = g4, stehen die Autos Stofistange an Stofistange. Weiter gehen wir von halbwegs
verniinftiger Fahrweise aus, also von

0 < v(z) < Vpmae = const.

Interpoliert man die Extremfiille v = 0 (im Falle o = gjaz) und v = vpq, (im Falle o = 0)
einfach linear, so erhélt man die Zustandsgleichung

U(Q) = Umax(l - Q/Qmax)

Einsetzen ergibt eine nichtlineare Erhaltungsgleichung:

ot + Umax(@(l - Q/Qma;t))w =0




2 Elliptisch, parabolisch, hyperbolisch

2.1 Das Cauchy-Problem

Wir betrachten die folgende Differentialgleichung 2. Ordnung in den zwei Variablen x und y

AUgy + 20Uzy + CUyy = d. (2.1)

Die Differentialgleichung (2.1]) heiit

quasilinear, falls a,b,c,d =a,b,c,d(x,y,u, uz, uy)
semilinear, falls a,b,c=a,b,c(z,y), d = d(x,y,u, ug, uy)
linear, falls a,b,c,d=a,b,c,d(x,y).

In jedem Fall sollen a, b, ¢ nicht gleichzeitig verschwinden (2. Ordnung!). Beachte, dass Line-
arkombinationen von Losungen nur im linearen Fall wieder Losungen sind.

Wir wollen uns nun mit der Existenz von Lésungen von beschéftigen. Wir haben schon
gesehen, dass Eindeutigkeit nur unter zusétzlichen Bedingungen zu erwarten ist. Da die
Differentialgleichung von zweiter Ordnung ist, liegen Bedingungen an Funktion und erste
Ableitungen nahe, also

“|’y = U
U:p|'y =01
uy|v =92

Dabei sei v = (71, 72) eine glatte Kurve in IR? (genauer: v, v € C>(I), I C IR, Intervall)
mit Tangente 7' = (71,74) der Linge \/(71)? + (74)? > 0. Néheres Hinschauen zeigt, dass
die Losung durch diese Bedingungen iiberbestimmt ist. Es gilt ndmlich die Kompatibilitits-
bedingung

d
$Uo(’}’1(8)7 Y2(8)) = 9171 + 9274

Es sind also nur zwei Bedingungen frei wéhlbarﬂ Also sollten wir z.B. nicht Bedingungen
fir ug|y und w,|,, sondern nur fiir die Normalableitung

—Ug"Yy + Uy

2 2
Ve

"Herleitung durch Differenzieren laut Kettenregel und Einsetzen von uz|, = g1 und uy|, = go.

aU_ N
%—VU'(V) =

19
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bzgl. v angeben. Wir betrachten daher das Cauchy-Problem

AUy + 2bUzy + cuyy = d in R?
u = wug aufry (2.2)
ou ¢
— = w1 au
on ! U

Dabei sollen die Bedingungen auf v stetig angenommen werden, also

lim  u(z,y) = uo(v(s0))
(z,y)—(s0)

Beachte, dass sich mit Hilfe der Kompatibilitédtsbedingung die partiellen Ableitungen ug|.,
uy|y aus Funktionswert und Normalenableitung berechnen lassen. Es wire eine (gute!) Idee
fiir einen Existenzbeweis, die Losung u in einer Umgebung von « in eine Taylorreihe zu
entwickeln, also

u(z,y) = u(v(s0) +Z Z —aﬁ so)h’  Va,y € K (v(s0)) -

Dabei ist 8 = (f1,...,0k), Bi € {x,y}, i =1,...,k, ein Multiindex mit |5| = k,
8ﬁ = 851 o ‘851@7 h‘ﬁ = hﬁl o ‘hﬁkv hy =z — '71(30)7hy =Yy - 72(30)

und B! = B.!6,! gesetzt. SchlieBlich bezeichnet 8, bzw. 8, die Anzahl der Indizes §; = z,
bzw. 5; = y.

Zur Bestimmung von « brauchen wir also die héheren Ableitungen 9°u von u auf v. Die
Ableitungen erster Ordnung, also u,, u,, haben wir schon. Jetzt geht es um die Ableitungen
zweiter Ordnung. Die Kettenregel liefert

d

/ /
%ua: = MUgz + VoUzy
d / /
5 VlUazy + Volyy

und es gilt ja
AUgy + 2bUgy + Cuyy = d

Unter der Bedingung

Y v 0 , ,
0 v 7 |=ay —2mys+ey)” #0 (2.3)
a 2b ¢

hat dieses lineare Gleichungssystem fiir jede rechte Seite die eindeutig bestimmte Losung
Ugg, Uy Uyy. Sind die Ableitungen zweiter Ordnung bekannt, so kénnen wir durch weiteres
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Differenzieren alle partiellen Ableitungen von 0°u(v(so)), || = 3,4,..., an jeder Stelle
v(s0) € v berechnen (Ubung).

Die Eigenschaft von v ist offenbar von gewisser Bedeutung und wir geben ihr vorsorglich
einen Namen.

Definition 2.1 FEine Kurve ~y(s) heif$t charakteristisch oder auch Charakteristik in s € I,
falls

det(s) := avh(s)* — 267, (s)7h(5) + v (s)* = 0.

Eine Kurve y(s) heif$t nicht-charakteristisch in s € 1, falls det(s) # 0. Ist v dberall, d.h. fir
alle s € I, charakteristisch (nicht-charakteristisch), so heifit v Charakteristik (Nicht-Charak-

teristik).

Um den oben angedeuteten Existenzbeweis zu vollenden, muss man die lokale Konvergenz
der Taylor—Entwicklung sichern. Das ist der schwierigere Teil des Beweises.

Satz 2.2 (Cauchy-Kowalevskaya) Fiir das Cauchy-Problem gegeben auf der Kurve
v = 7(s) gilt das folgende: Es sei ~y(s) nicht-charakteristisch in sy (und somit in einer
Umgebung von sg). In einer Umgebung von 7(30)E| seten ug, w1 bzw. die Funktionen a,b,c,d
reell analytisch (d.h. durch multivariate Potenzreihen darstellbar). Dann existiert in einer
geniigend kleinen Umgebung K- (v(so)) eine eindeutig bestimmte analytische Lésung des

Cauchy-Problems (2.2)).

K. Xg:%)
Ke(p)
(X(y}’o)
Beweis:
Siehe zum Beispiel John [?] Chapter 3.3 oder Renardy und Rogers [?] Chapter 2.2 0
Bemerkung:

Dieser grundlegende Existenzsatz lidsst sich zwar noch etwas verallgemeinern. Es bleiben
aber wesentliche Schonheitsfehler, ndmlich

e schr starke Regularitdtsvoraussetzungen an die Daten

e nur lokale Existenz q

Um die grundlegende Bedeutung von Charakteristiken weiter zu illustrieren, betrachten wir
noch die Ausbreitung von Unstetigkeiten.

2Genauer: In einer Umgebung von (y(s0), uo(Y(50)), ux(7(50)), uy(7(s0))
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Satz 2.3 Seiy = (71,72) eine glatte Kurve und ) = QM U~UQ®P) . Die Funktionen a,b,c,d
seien in Q stetig. Weiter definieren wir u € C1(Q) durch u|gu) = u® | wobei

u® e 209 Un), i =1,2,

jeweils Losungen von (2.1)) in QW U~ seien. Ist in jedem Punkt auf v mindestens eine der
zweiten Ableitungen Ugzy, Uzy oder uy, unstetig, so ist v eine Charakteristik.

Beweis:
Den Sprung einer wie oben definierten Funktion v : 2 — IR entlang ~ definieren wir als

(1>(

[] == v ((8),72(8)) = v (1 (8), 72(5))

Da u € C*(Q), erhilt man aus der Kettenregel

d

0 = —lua]= ulh vt 4 ul)vh — Sy — ull)vh = [uealVs + [tay]yh
d

0 = %[uy] = [uzy]% + [uyy]’Yé

Die Stetigkeit von u, us,uy und a,b, c, d liefert

afuze] + 2b[uzy] + cluyy] =0

Insgesamt ergibt sich das lineare Gleichungssystem

v oy 0 [Uas]
0 " 7 [uay] | =0 . (2.4)
a 2b ¢ [uyy]

Da nach Voraussetzung [uqz]? + [tay]? + [uyy]? # 0 ist, muss « eine Charakteristik sein. |

2.2 Kilassifizierung

2.2.1 Quasilineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung in zwei Variablen

Die Grundlage der Klassifizierung von quasilinearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
(vgl. (2.1))) ist die Existenz oder Nichtexistenz von Charakteristiken. Zur Berechnung der
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charakteristischen Richtung (v},~4)" steht die Gleichung
anh’ = 26717 + ent” =0

zur Verfiigung. Seien die Argumente x, y, u, ug, u, fest gewahlt. Uber die Existenz von reellen
Losungen 71,75 und damit von Charakteristiken entscheidet dann die Diskriminante

< 0: keine reelle Losung
b —ac{ =0: eine relle Losung (2.5)

> 0: zwei reelle Losungen

Dies motiviert die

Definition 2.4 Die Differentialgleichung (2.1) heifst in z,y,u, Uz, uy

elliptisch <= b —ac<0 <= keine reelle Charakteristik
parabolisch <= b> —ac=0 <= genau eine reelle Charakteristik
hyperbolisch <= b* —ac>0 <= zwei reelle Charakteristiken

Ohne das folgende Ergebnis wére die ganze Definition sinnlos!

Satz 2.5 Der Typ einer Differentialgleichung ist invariant gegeniiber Koordinatentransfor-
mationen.

Beweis:

Ubung,. m]
Bemerkung:

Der Typ einer Differentialgleichung kann von z, y und sogar von der (durch zusétzliche
Bedingungen festgelegten) Losung u abhédngen. N
Bemerkung:

Nur der Hauptteil
gy + 20Uy + Cliyy

und nicht d(z,y, u, us, uy) entscheidet iiber den Typ einer Differentialgleichung. <

Bemerkung:
Im Falle v € C$°(IR?) liefert die Anwendung der Fourier-Transformation

0(&§m) = Fo(€,n) = % /ei("’”“y”)v(x,y) d(z,y)

RZ
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auf die partielle Ableitung v = u, die Bezichung Fu, = iu (partielle Integration). Im
Falle konstanter, 16sungsunabhéngiger Koeffizienten a,b,c € IR und u € C’{)’O(]RQ) liefert die
Anwendung der Fouriertransformation auf (2.1)) dementsprechend

(a&? + 2b&n + en®) a(€,m) = —d(&,n).

Das Polynom a&?+2b&n-+cn? heifit Symbol der Differentialgleichung. Im elliptischen, parabo-
lischen oder hyperbolischen Fall beschreibt das Symbol eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel.
Daher die Namensgebung. N

Beispiel:
a) konstante Koeffizienten

e Laplace-Gleichung:
Uz + Uyy = 0 (a=c=1b=d=0)
(elliptisch, keine Charakteristiken)
o Wirmeleitungsgleichung:
Uy — Uge = 0 (a=1,b=c=0, d=uy)
(parabolisch, Charakteristik: v = (s, 0))
e Wellengleichung;:

Upgy — Uyy = 0 (a=—-c=1,b=d=0)

(hyperbolisch, Charakteristiken: v+ = (s, +s + const.))

b) l6sungsabhingige Koeffizienten

e Potentialstromung:

(C% - ui)um — 2UgUyUsy + (C(% - UZ)Uyy =0

M = y/co?(u2 + u2) Machsche Zahl

M <1 ellipisch
M =1 parabolisch
M >1 hyperbolisch 4

2.2.2 Systeme erster Ordnung in zwei Variablen

Wir kommen nun zur Klassifizierung von Systemen 1. Ordnung. Diese sollte nicht im Wider-
spruch zu unseren bisherigen Abmachungen stehen. Die Betrachtung von Systemen erster
Ordnung wird uns helfen, die Bedeutung der Charakteristiken insbesondere fiir den hyper-
bolischen Fall noch besser zu verstehen.
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Die oben betrachtete (skalare) Gleichung zweiter Ordnung l&sst sich in ein System 1. Ordnung
umschreiben. Dazu fithren wir die neuen Variablen v, w durch

vi=u, und w:i=uy (2.6)
ein. Dann erhélt die Gleichung zweiter Ordnung

AUzy + 2bUgy + Cuyy = d

die Gestalt

avy + 2bvy + cwy =d

wy —vy =0

wobei die zweite Gleichung schlicht aus

Vy = Ugy = Uyg = Wy

resultiert. Wir nehmen zur Vereinfachung
a#0

an. Dann lisst sich System ([2.7) in Matrixschreibweise schreiben als

U+ AU, + D=0  mit U::(“ )

w

wobei
2b/a c/a —d/a
A= / / eR*?, und D= / .
-1 0 0

Die Matrix A hat die Eigenwerte

Ai:é (bi \/bQ—ac).

Wir haben also analog zu (12.5)) die folgende Situation

< 0: kein reeller Eigenwert
¥ —ac{=0: ein (doppelter) reeller Eigenwert

> 0: zwei (verschiedene) reelle Eigenwerte

Dariiberhinaus ergibt sich im Fall b2 —ac > 0, dass A reell diagonalisierbar ist! Wir verwenden
diese Beobachtung zur Klassifikation von Systemen 1. Ordnung.
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Definition 2.6 Das System
U +AU, +BU +D =0 (2.8)

mit A, B(xz,y,v,w) € R™", D(z,y,v,w) € R" und unbekannter Funktion U(x,y) € IR"
heifst elliptisch, falls alle Eigenwerte von A komplex sind und hyperbolisch, falls A reell
diagonalisierbar ist.

Beispiel:
e Laplace-Gleichung. Anwendung der Transformation (2.6) auf die (elliptische!) La-
place-Gleichung .z + uyy = 0, ergibt die Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichun-
gen, namlich ein System der Form ({2.8) mit

0 1
A_(—l 0), a=c=1, b=0.

Offenbar hat A die imaginidren Eigenwerte +i. Achtung! Querverbindung zur Funk-
tionentheorie: Die komplexwertige Funktion W (z) = w(z) + tv(z) mit komplexem Ar-
gument z = z +1iy ist genau dann holomorph (d.h. komplex differenzierbar), wenn v, w
Losungen des obigen elliptische Systems sind.

e Wellengleichung. Verwendet man die Transformation (2.6) auf die (hyperbolische!)
Wellengleichung uz,; — uy, = 0, so erhélt man ein System der Form ({2.8)) mit

0 -1
A_<—1 0), a=1,b=0, c=—-1.

Offenbar hat A die reellen Eigenwerte Ay = —1, A2 = 1 und die orthogonalen Eigen-

vektoren
1 q 1
er=| und ex =

Dementsprechend kénnen wir das System (2.8]) in diesem Fall durch die Transformation

(11 L 1/1 1
T_<1—1>’ s _2<1—1>

diagonalisieren. Wir erhalten
TU, +TAT 'TU, =0 (2.9)

und somit ein entkoppeltes System U, + TAT*IUy = 0 in den neuen Unbekannten
0;:< o ) —TU = ( U+ ty )
w Uy — Uy g
Bemerkung:

Analog zum obigen Vorgehen kénnen wir auch die Warmeleitungsgleichung in ein paraboli-
sches System 1. Ordnung iiberfiithren, welches tatséchlich weder hyperbolisch noch elliptisch
ist. Mangels Bedeutung spricht man allerdings nicht von parabolischen Systemen erster Ord-
nung. <
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Charakteristiken fiir skalare Differentialgleichungen erster Ordnung. Um die Bedeutung
dieser Einsichten ndher verstehen zu konnen, betrachten wir fiir einen Moment eine skalare
Differentialgleichung der Form

a1y + aguy + bu +d = 0. (2.10)

mit x, y-abhiingigen Koeffizienten aus C1(IR?). Man definiert in diesem Fall:

Definition 2.7 Eine stetig differenzierbare Kurve v = (y1,72) : I = [0,T] — IR2, die in I
die gewdhnlichen Differentialgleichungen

Yi=a1(v), e =ax(y) (2.11)

erfillt, heiffit Charakteristik von (2.10)).

Es gelten folgende Aussagen:

Satz 2.8 Sei u € CY(IR?) eine Losung von (2.10) und v eine Charakteristik. Dann erfiillt
U(t) = u(v(t)) die gewohnliche Differentialgleichung

U't) +b(y@)Ut) +d(y(t) =0. Vtel (2.12)

Beweis:
Ubung. O

Satz 2.9 Zu jedem Punkt (z,y) € IR? existiere eine Charakteristik v mit zugehorigem Pa-
rameterintervall I = [0,T], so dass y(t) = (x,y) fir eint € [0,T] gilt. Sei v € C*(IR?)
eine Funktion mit der Figenschaft, dass die Einschrinkung U(t) = u(~y(t)) fir jede beliebige
Charakteristik v die gewdhnliche Differentialgleichung erfillt. Dann ist u eine Lisung

der partiellen Differentialgleichung (2.10)).

Beweis:
Ubung. O

Diese beiden Sétze zeigen also, dass die Charakteristiken von gerade die Kurven sind,
auf denen sich die Werte u(v(t)) aus der gewéhnlichen Differentialgleichung berech-
nen lassen. Entlang der Charakteristiken wird die partielle Differentialgleichung also zu einer
gewoOhnlichen Differentialgleichung! Da keine Interaktion mit Werten auflerhalb der Charak-
teristik auftritt, sagt man auch, dass der Wert der Losung entlang der Charakteristiken
transportiert wird.

Bemerkung:

Die Bedeutung dieser Einsicht fiir unsere obigen Betrachtungen zeigt sich vor allem anhand
der Wellengleichung ., — uyy = 0: Da das zweidimensionale System ([2.9) entkoppelt, kann
also das zur Wellengleichung gehorige System erster Ordnung in zwei unabhéingige skalare
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partielle Differentialgleichungen der Form (2.10) zerlegt werden. Deren Charakteristiken ~(+)
ergeben sich als Losungen zu

(H =1, (B)H = 41,

sind also durch die zwei Geraden () (t) = 4(¥)(0)+ (t, +t) gegeben und tatsichlich identisch
mit den Charakteristiken, die wir bei der Untersuchung der Wellengleichung als Gleichung
zweiter Ordnung bestimmt hatten. Wegen b = d = 0 lautet hier einfach U = 0, d.h. die
Anfangsbedingungen werden einfach unveréndert entlang der Charakteristiken transportiert.
Als Losung des sogenannten Cauchy’schen Anfangswert—Problems

Upg — Uyy = 0 (z,y) € R x R4
u(z,0) =up(z) zelR
Uy(z,0) =ui(z) xzelR

erhalt man auf diese Weise

ualr,) = 5 (e —9) F (e +y) +up(a —y) + vl +))

uy,) = 5 (sl —y) +uale +y) — (e —y) + (e + )

wobel wir ug (2, 0) = uj(z) benutzt haben. Daraus erhélt man die sogenannte d’Alembert’sche
Lésung u des Cauchy’schen Anfangswertproblems. Wie sieht die aus (Ubung)? <

2.3 Korrekt oder schlecht gestellte Probleme

2.3.1 Anfangswertprobleme
Als Beispiel betrachten wir das Cauchy-Problem ({2.2)) fiir die Laplace-Gleichung

Au = 0 in Q
go  aufy

g
I

—u = ¢ auf ~y

auf dem Rechengebiet (2
Q=RxRy, Ry={yeR|[y>0}

mit v = 90 = {(z,y) € IR? : y = 0}. Da die zweite Variable y meist als Zeit interpretiert
werden kann, nennt man die entsprechenden Cauchy-Bedingungen

u(zx,0) = go, uy(x,0) = g1 vz € R
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fiir y = 0 in diesem Fall Anfangsbedingungen und das gesamte Problem Cauchy’sches An-
fangswertproblem.
Sei j € IN fest gewdhlt. Im Falle

go(x) = cos(jmz), g1(x) = jmcos(jmz) (2.13)

kann man eine Losung des resultierenden Anfangswertproblems fiir die Laplace-Gleichung
mit Hilfe des Produktansatzes

uj(x,y) = w(y) cos(jmr)
leicht bestimmen. Es folgt nédmlich

uj(z,y) = €™ cos(jmz)

Die Losung
u(x,y) = Z 3¢’ cos(jm)
= Um)
zu den Anfangsbedingungen
SN | SN |
gb (@) =) ——cos(jmz), g (x) = 3 cos(jnx)
= Um) = Um)

erhélt man durch Superposition. Offenbar konvergieren die Funktionenfolgen g, ¢ gleich-
méafig gegen die Lipschitz-stetigen Funktionen

go(z) = Z ! cos(jmx), g (z) = Z ,1 5 cos(jmz). (2.14)

2 (jm)? Gm)

Fiir beliebiges y > 0 gilt jedoch

Beliebig kleine Verinderungen der Anfangsbedingungen haben also (unendlich)
grof3e Wirkung auf die zugehoérigen Losungen. Dies motiviert die folgende Definition.

Definition 2.10 Das Cauchy-Problem (2.2)) heifst korrekt gestellt (in X undY bzgl. der Nor-
men || - ), falls gilt

o Fmistenz und Findeutigkeit: Ygo, g1 € X existiert eine eindeutig bestimmte Losung
ueyY
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e Stetige Abhdngigkeit von den Daten: es ex. co, ¢1 € IR, so dass

|u —all < collgo — goll + cillgr — g1ll-

Andernfalls heifft das Problem schlecht gestellt (in X und Y bzgl. der Normen || - ||).

Wir haben durch unser Gegenbeispiel gezeigt, dass das Cauchy’sche Anfangswertproblem fiir
die Laplace-Gleichung beziiglich der Maximum-Norm || - || schlecht gestellt ist. Dennoch
kommen elliptische Probleme auf unbeschriinkten Gebieten in der Praxis vor (z.B. Potential
einer Punktladung). Im diesem Falle muss man geeignete Abklingbedingungen stellen, um
ein korrekt gestelltes Problem zu erhalten.

Wellengleichung. Analog zum obigen Vorgehen (Produktansatz, Superposition, Grenz-
iibergang) erhélt man als Losung des Cauchy’schen Anfangswertproblems fiir die (hyper-
bolische!) Wellengleichung u;, — 1y, = 0 zu den Anfangsbedingungen die beschrankte
GrenzlGsung

W) = uley) = 3 g (sin(my) + cos(imy) cos(ma)

= ()

Dieses Problem ist offenbar korrekt gestellt im Sinne der Maximumsnorm.

Warmeleitungsgleichung. Im Falle der (parabolischen!) Wérmeleitungsgleichung u, = g,
ist die Losung durch die beiden Anfangsbedingungen (2.13)) iberbestimmt, denn es gilt zu-
mindest fiir glatte Losungen

91(2) = uy(2,0) = lim uy (2, ) = lim uaa(2,y) = g5(2)

Diese Schwierigkeit ist nicht iiberraschend, denn v = {(z,0) | z € IR} ist gerade die Charak-
teristik der Warmeleitungsgleichung! Wir kénnen also, obwohl wir es mit einer Differential-
gleichung zweiter Ordnung zu tun haben, beim Cauchy’schen Anfangswertproblem fiir die
Wiérmeleitungsgleichung nur eine Anfangsbedingung, nimlich

u(z,0) = go(z) Ve e R

fordern. Dieser Sachverhalt ldsst sich auch physikalisch interpretieren (“Unendliche Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit” ).

Bemerkung:
In unserem Beispiel

() = 3 g cosjr)

o0

j=1
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erhélt man mittels Produktansatz, Superposition und Grenziibergang die Losung

o
1 ,
u(z,y) = Z - 46_(”)21’ cos(jmx)
— (jm)
]_
Welche Schwierigkeiten stellen sich ein, wenn man an Stelle von u, — uz,; = 0 die riickwérts
genommene Wirmeleitungsgleichung uy + u,, = 0 betrachtet? Wie lassen sich diese Schwie-
rigkeiten physikalisch interpretieren? <

2.3.2 Randwert— und Anfangsrandwertprobleme

Randwertprobleme. Fiir partielle Differentialgleichungen kann man bei beschrinktem Re-
chengebiet 2 meistens jeweils nur eine Bedingung am Rand stellen. Wir haben bereits
Dirichlet—, Neumann— und Cauchy—Randbedingungen in Kapitel [I| kennengelernt. Man
spricht dann von einem Randwertproblem.

Mit elliptischen Randwertproblemen werden wir uns im néchsten Abschnitt ausfiihrlich
beschéftigen. Es ldsst sich durch Gegenbeispiele zeigen, dass Randwertprobleme fiir hy-
perbolische und parabolische Differentialgleichungen im allgemeinen schlecht gestellt sind
(Ubung).

Anfangsrandwertprobleme. Ist das gegebene Rechengebiet in eine Koordinatenrichtung
unbeschrénkt (meist in Zeitrichtung) und in alle anderen Richtungen beschrénkt, so sind
neben Anfangsbedingungen noch Randbedingungen nétig. Zum Beispiel konnten wir die
Wirmeleitungsgleichung auf

Q=(0,1) xRy

unter der Anfangsbedingung
u(z,0) = up(z), Ve e IR
und den Dirichlet-Randbedingungen
u(0,9) = go(y), uw(ly) =gq(y) VyeRy
betrachten (physikalische Interpretation?) Dies ist ein typisches Anfangsrandwertproblem.

Auch Anfangsrandwertprobleme fiir elliptische Differentialgleichungen sind im allgemeinen
schlecht gestellt (Gegenbeispiel?).
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3.1 Loésungsdarstellung und Greensche Funktion

Als Prototyp elliptischer Differentialgleichungen betrachten wir die Poisson-Gleichung

—Au=f inQ . (3.1)
Dabei ist f € C(§2) vorausgesetzt und
n_o92
Au = gz
j=1 Tj

der Laplace-Operator. Im Fall f = 0 heifit Laplace-Gleichung. Jede Funktion u, die
Losung der Laplace-Gleichung ist, heiflit harmonisch. Wir betrachten auf einem be-
schrinkten Rechengebiet 2 C IR™ (offen und zusammenhingend) mit glattem Rand 02
(Greenscher Bereich). Auf 99 legen wir Dirichlet-Randbedingungen fest, d.h.

u(x) = g(x) fir x €00, (3.2)
und setzen dabei g € C(0€2) voraus.

Definition 3.1 Geniigt u € C%(Q) N C(Q) in Q der Poisson-Gleichung (3.1)) und auf dem
Rand 09 den Dirichlet-Randbedingungen (3.2)), so heifst u klassische Lisung des Randwert-

problems (3.1]), (3.2).

Der Losungsraum C?(2) N C(Q) gewihrleistet die Existenz der notigen Ableitungen von u
im Inneren von ) und die stetige Annahme der Randbedingungen. Folgendes Beispiel zeigt,
dass es nicht sinnvoll ist den Losungsraum weiter einzuschrénken.

Beispiel:

Sei Q = {(r,¢)|r €(0,1), ¢ € (0,2m)} und
flryo) = 0 (r,0) € Q
g(r,p) = sin(3p) (r, ) € 09

Beachte, dass g € C'(092)! Wir transformieren den Laplace-Operator auf Polarkoordinaten

T = TCcosp

= rsingp

und erhalten mit
2

u(r, ) = 3 sin(3¢)

32
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y
¢
A
\ X
Abbildung 3.1: Einspringende Ecke
die Losung des entsprechenden Randwertproblems. Wir zeigen nun, dass u & C1(Q) gilt.
Mit u, und u, miifite auch u, beschrédnkt sein, denn
Uy = Ug Ty + UyYr = Uy COS Y + Uy singp
aber
Up = %r_% sin(2¢) =00 fir r—0
Der Grund fiir die Schwierigkeiten ist die einspringende Fcke im Rechengebiet €. N

Wir wollen nun untersuchen, ob eine klassische Losung w durch g und f eindeutig bestimmt
ist und stetig von diesen Daten abhingt. Dazu werden wir zunéchst eine Integraldarstel-
lung von (geniigend glatten) Losungen herleiten. Grundlegend sind dabei (wieder einmal)

geeignete Produktregeln.

Lemma 3.2 Es seien u,v € C2%(Q). Dann gilt die 1. Greensche Formel

o0N

und die 2. Greensche Formel

ov ou

Q o0

Beweis:

/uAvd:c:—/Vu-Vvd:U+/ugZda (3.3)
Q Q

/(um — vAu) dz = /(u 5 —vgs)do . (3.4)

(3-3) folgt durch Wahl von V = uVwv direkt aus dem Divergenztheorem. (3.4]) folgt durch Vertauschen von u

und v in (3.3) und Subtraktion.

O
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Folgerung 3.3 Das Dirichlet-Problem fiir die Poissongleichung hat hochstens eine Ldsung
u € C?(Q) (Ubung). Insbesondere ist u durch Vorgabe der Randwerte von u und g—z tiberbe-
stimmdt.

Folgerung 3.4 Im Falle von Neumann-Randbedingungen

0

%u =h auf 0N
ist die Kompatibilitdtsbedingung

/ fdr=-— / h do

Q o0

notwendig fiir die Ezxistenz einer L(')'sungE]

Man bestétigt durch Nachrechnen, dass der Laplace-Operator invariant gegeniiber Drehun-
gen der Koordinatenachsen ist (physikalische Interpretation?). Dies motiviert die Betrach-
tung rotationssymmetrischer Losungen, d.h. von Lésungen der Gestalt

u(x) = s(r) r=|lr—al, aclR"

Lemma 3.5 Rotationssymmetrische, in R™\ {a} harmonische Funktionen haben die Gestalt

clogr+C n=2
s(r) =% (3.5)
cr"+C n>2
mit frei wihlbaren Konstanten ¢,C € IR .
Beweis: ..
Durch Tranformation des Laplace-Operators in Polar-Koordinaten. Zur Ubung. a

Wir wihlen nun spezielle Werte fiir die Konstanten ¢, C.

Definition 3.6 Sei a € R". Die in R™ \ {a} harmonische Funktion

heifst Singularitdtenfunktion. Dabei ist w, = f|
R".

do die Oberfliche der Finheitskugel im

z|=1

Mit Hilfe der Singularitdtenfunktion definiert man die Fundamentallésungen:

"Direkt durch Einsetzen von Av = —f und 2% = g mit u = 1 in (3.3).



3.1 Losungsdarstellung und Greensche Funktion 35

Definition 3.7 Sei ®(-,a) € C%*(Q) harmonisch fiir jedes a € ). Dann heifit
A(z,0) = s(z,0) + B(z, a)

Grundlésung oder Fundamentallosung der Laplace-Gleichung in €.

Nun kénnen wir unseren Darstellungssatz formulieren.

Satz 3.8 (Darstellungssatz) Es sei u € C*(Q) und v eine Fundamentallosung. Dann gilt
fiir jeden Punkt a € ()

Beweis:
Den Beweis findet man z.B. bei Jost [?, S. 11]. Dabei wird folgende Eigenschaft der Singularititenfunktion
ausgenutzt: Sei Ky(a) :={z € R"| |z —a| < o} C Q und v € C(Q) beliebig. Dann gilt:

lim v(z)s(z,a)de =0 und lim v(z) s(z,a)do =0,
0—0 0—0
Ky(a) 0K, (a)

sowie

wobei ng die duflere Normale auf K,(a) bezeichnet. Diese Gleichungen implizieren dann die behauptete
Aussage. O

Beachte, dass die Formel den Wert der Losung u(a) durch die rechte Seite f = —Au
und die Cauchy-Daten u und % auf 00 darstellt. Wir haben schon gesehen, dass wir in
jedem z € 0N entweder nur w oder nur % vorgeben konnen. Um eine Darstellung von
u(a) durch bekannte Daten zu erhalten, treffen wir nun eine geeignete Wahl der bislang
unbestimmten Funktion ®. Sind wie im vorliegenden Fall Dirichletsche Randbedingungen

gegeben, so moéchten wir ® so bestimmen, dass fiir alle a € ) die Bedingung

Y(z,a) =0 Ve o (3.7)

oder dquivalent
®(z,a) = —s(z,a) Vre N

erfiillt ist.

Definition 3.9 Fine Grundlosung G(x,a) = v(z,a) mit der Eigenschaft G(x,a) =0 fir alle
x € 0N) heifit Greensche Funktion 1. Art.
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Die Darstellungsformel (3.6) einer Losung u des Dirichlet-Problems geht dann iiber in

u(a) = /G(w,a)f(:c) dx —/;RG(:E,Q)Q(Q:) do. (3.8)
Q oN

Beispiel:
Sei g =0 und f, € C(), n € IN eine Folge von Funktionen mit den Eigenschaften

/fn(:l:) dr =1, supp fn C K%(xg)
Q

Abbildung 3.2: Beispiel einer Funktionenfolge f,

Dabei bedeutet

supp frn = {z € Q| fu(z) # 0}

den Triger (engl. support) von f,, und zg € Q ist beliebig aber fest gewéhlt. Wir nehmen an
dass die zugehorigen Losungen wu,, existieren und in C?(2) liegen. Dann gilt fiir jedes a € €,
a # g

un(a) = u(a) = G(xg,a) fir n— oo

Damit kann man sich u(z) = G(zo, z) als Losung von

—AG(z0,x) = 0z, ()

vorstellen, wobei die rechte Seite
by = lim. (39
die Eigenschaften
/6x0(x)dx:1, Ozo(x) =0 flir x# xo
Q

haben muss. So eine Funktion gibt es offenbar nicht (obwohl der Physiker Dirac sie erfolg-
reich verwendete und sie heute in der Physik ein unentbehrliches Hilfsmittel ist). Es handelt
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sich um eine verallgemeinerte Funktion, ndmlich um die Diracsche §-Distribution. Auf Dis-
tributionen werden wir spiter noch kommen. Dann wird auch klar, wie der Grenziibergang
(3.9) zu interpretieren ist.

Vorlaufig konnen wir uns d,, als Punktquelle vorstellen. Das Abklingen der zugehorigen
Losung der Greenschen Funktion G(z, zg) beschreibt insbesondere den Einfluss von Stérun-
gen der rechten Seite f in xg. Das Abklingverhalten von G(z,z¢) wird durch die Singula-
ritdtenfunktion dominiert und erfolgt daher wie

O (—log|z —xzo|) fir n=2
(9(|:c—x0|2_") fir n>2

Es gilt G(z0,2) > 0 (Ubung). Damit beeinfluBen lokale Stérungen der rechten Seite f (an
einer Stelle o € Q) die zugehorige Losung u zwar global (in allen x € ), der Einfluf§ klingt
aber mit wachsendem Abstand zu z( sehr schnell ab. Lokale Stérungen haben also (fast)
lokale Wirkungen. N

Die Existenz einer Greenschen Funktion ist im allgemeinen nicht gesichert. Die Schwierig-
keiten illustriert das folgende Kriterium.

Satz 3.10 Fiir alle a € Q) sei das Dirichlet-Problem

A®(-,a) =0 in Q
®(-,a) = —s(-,a) auf 00

losbar, und es gelte ®(-,a) € C*(Q). Dann existiert die Greensche Funktion erster Art zum
entsprechenden Dirichlet-Problem.

Wir haben schon gesehen, dass insbesondere bei Gebieten mit einspringenden Ecken die
Regularititsbedingung ®(-,a) € C?(2) Probleme bereiten kann. Fiir spezielle Gebiete kann
man die Greensche Funktion aber explizit angeben. Das einfachste ist erwartungsgeméf die
Kugel, siehe Jost [?, S. 14].

3.2 Existenz

Bislang haben wir die Existenz einer Losung u € C%(Q) vorausgesetzt und schlieflich deren
Darstellung durch die Daten mittels einer Greenschen Funktion erhalten. Nun kann man
hoffen, dass umgekehrt durch die Formel eine Losung des Dirichlet-Problems fiir die
Poisson-Gleichung definiert wird. Im allgemeinen ist das jedoch nicht der Fall. Insbesondere
gibt es rechte Seiten f € C(Q), so dass keine Losung des Dirichlet-Problems ergibt.
Man braucht im allgemeinen mehr Regularitét.

Satz 3.11 Es sei g =0 und f Holder-stetig zum Exponenten X € (0,1), d.h. es gelte

f@) = f)| <clz -y Va,yeQ
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mit einer von x,y unabhdngigen Konstanten c € IR. Weiter existiere die zugehdrige Green-
sche Funktion erster Art G(§,x). Dann ist

M@=/G®@ﬂ®%

Q
eine Losung des Dirichletproblems.
Beweis:
Siehe z.B. Hackbusch [?] S. 38. O
Bemerkung:
Man beachte die Regularitéitsbedingungen an f und vor allem an € (Existenz einer Green-
schen Funktion G(&, z)!). N

Um die Existenz einer Losung des Dirichlet-Problems (3.1)), (3.2]) zu gewéhrleisten, brauchen
wir nun nur noch ein Existenzresultat fiir den homogenen Fall f = 0. Wir beschrinken uns
dabei auf eine Kugel.

Satz 3.12 (Poissonsche Integralformel) SeiQ) = {z € R"| |z| < ¢}, f =0 und g € C(99).
Dann ist

_ el 9(&) N
u(z) = o 84 €] do fir z€Q (3.10)

eine klassische Losung des Dirichlet-Problems (3.1), (3.2]). Weiter gilt u € C*(Q) N C(Q).

Beweis:
Siehe John [?] oder Hackbusch [?]. Der Beweis verwendet die spezifische Form der Greenschen Funktion fiir
die Kugel und Einsetzen in (3.8). O

Weitergehende Existenzresultate finden sich z.B. bei John [?]. Dabei spielen insbesondere
Regularitatsbedingungen an den Rand 0f2 eine Rolle.

3.3 Eindeutigkeit und stetige Abhangigkeit von den Daten

Eine wichtige Folgerung aus der Darstellungsformel (3.8]) ist die Mittelwerteigenschaft.

Satz 3.13 Sei u harmonisch in Q. Ist x € Q und o > 0 so klein, dass Ky(z) C Q, so gilt

(@) = —— / W) do . (3.11)

Wn, Qn—l
K ()

Beweis:
Fiir z = 0 hat die Darstellungsformel (3.8)) die Gestalt (3.10). Einsetzen von u = g auf 9Q und [£| = p liefert

(311). Den Fall  # 0 fiihrt man durch Translation Q := Q — 2 auf den Fall = 0 zuriick. ad
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Satz 3.14 (Starkes Maximumprinzip) Ist u harmonisch in Q@ C IR™ und nimmt u in
x € Q ein Minimum oder Maximum an, so ist u konstant auf Q.

Beweis:
Sei M := sup{u(z) |z € Q} < co. Wir zerlegen €2 in

O ={zeQu(z)=M}UQ={ze€Q|u(z) < M}

Da u stetig ist, ist Q2 offen. Wir zeigen, dass auch 1 offen ist. Sei z € Q, also u(z) = M. Aus der
Mittelwerteigenschaft folgt fiir geniigend kleine ¢ > 0

0= oo T u(€) do — u(x)
0K, ()
- (u(e) - M) do
- ann_l
8Kg<z)

Da u(€) — M < 0 und stetig ist, muss u(§) = M V¢ € 0K,(z) sein. Durch Widerspruchsbeweis folgt, dass
K,(z) C Q. Da Q zusammenhiingend ist, muss Q; = () oder Q2 = () gelten. Das liefert die Behauptung.
Die Minimum-Eigenschaft folgt durch Anwendung der Maximum-Eigenschaft auf die harmonische Funktion
—u. O

Bemerkung:
Aus dem starken Maximumprinzip folgt

G(,x)>0 V&, x e E#x . q

Folgerung 3.15 (schwaches Maximumprinzip) Es gilt fiir jede harmonische Funktion u €
C(Q)NC?*Q)

i < < .
ggégU(fS) u(z) < gelggu@) vz € Q

Satz 3.16 (Eindeutigkeit) Das Dirichlet-Problem (3.1), (3.2)) besitzt hdchstens eine
Lésung u € C*(Q) N C().

Beweis:

Seien uy,us € C(ﬁ) N 02(9) Losungen. Dann 16st © = u1 — uz das homogene Problem (f = 0,g = 0). Wire
u(z) # 0 fiir ein z € Q, so miiite in Q ein (positives) Maximium oder ein (negatives) Minimum liegen. Das
kann wegen Satz nicht sein. ]

FEine letzte wichtige Folgerung aus dem schwachen Maximumprinzip ist
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Satz 3.17 (Stetige Abhdngigkeit von den Randdaten) Seien ui,us klassische Lisun-
gen der Randwertaufgaben

—Au;=fin Q, wu;=g; auf 90 ,i=1,2

Dann gilt

— < —
gleag\ul(x) Uz(ﬂf)’_gé%’gl(y) 92(v)|

Beweis:
Ist g1 = go, so folgt u1 = uz aus dem Eindeutigkeitssatz|3.16| Sei also g1 # g2.
Offenbar ist © = u; — u2 harmonisch und geniigt den Randbedingungen g = g1 — g2. Wére

>
u(z) > max |g(y)| > max g(y)

so hitte u ein Maximum in Q ohne konstant zu sein. Ahnlich schlieBt man den Fall

_ > mi
u(z) > max lg(y)| > Toin, 9(y)

aus.



4 Differenzenverfahren

Wir betrachten wie im vorigen Kapitel das Dirichletproblem

—Au=f in Q

(4.1)
u=yg auf 02

mit f € C(Q), g € C(9N) und einem beschrénkten, glatt berandeten Gebiet Q (z.B. Pa-
rametrisierung von 00 stetig differenzierbar). Die Existenz einer klassischen Losung u €
C?(Q) N C(Q) wird vorausgesetzt.

4.1 Gitter und Differenzenquotienten

Wir wollen ein Differenzenverfahren zur ndherungsweisen Losung von entwickeln. Dafiir
iiberziehen wir zunéchst das Rechengebiet 2 mit einem dquidistanten Gitter zur Schrittweite
h >0,

Qp ={z € Q|x = (ih,jh),i,j € Z}

Als Randdiskretisierung verwenden wir
O, ={z € 00| x = (x1,22) , 1 = ih oder xo =ih, i€ Z}

Auch andere Diskretisierungen des Randes sind denkbar. Die obige Variante fiihrt spater auf
das sogenannte Shortley—Weller—Verfahren.

N
s
O

Abbildung 4.1: Diskretisierung von €2

Man beachte die Storung des dquidistanten Gitters am Rand. Eine wichtige Teilmenge des
dquidistanten Gitters €1, ist die Menge der inneren Punkte, bezeichnet mit (2. Diese ist wie

41
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folgt definiert:
o ={x e Q| Nb(z) C Q}

Dabei haben wir die Menge der Nachbarn Nb(x), verwendet:
Nb(a:) = {y e QpuoQy, : ‘331 —y1| + ‘.7}2 —y2| < h} .

Die Nachbarpunkte werden entsprechend Abbildung bezeichnet. In Analogie zum konti-
nuierlichen Fall setzen wir noch

ﬁh = Q) U0Qy,

YN

SaN

o Q./Qp

30 Gitterpunkte, Randpunkte und innere Punkte

Abbildung 4.2: Links: Gitterpunkte zur Approximation des Laplace-Operators. Gezeigt ist
die Bezeichnung der Nachbarn Nb(zz) = {zw,zn,z0,2xs} des zentralen
Punktes zz € ). In dem gezeigten Fall ist offensichtlich xz ¢ €27. Rechts:
Tllustration innerer Punkte.

Definition 4.1 Qj, heifst diskret zusammenhdngend, wenn man je zwei Gitterpunkte z,y € Q,
durch eine Folge benachbarter Punkte verbinden kann.

Lemma 4.2 Sei Q) zusammenhingend. Dann gibt es ein hg > 0, so dass fiir alle h < hg Q,
diskret zusammenhdngend ist.

Beweis:
Ubung. a

Von nun an sei €2, diskret zusammenhingend, also h geniigend klein. Auf €2, suchen wir nun
eine Gitterfunktion

U:ﬁh—)]R s

welche die kontinuierliche Losung u € C2(Q)NC(Q) von (4.1)) moglichst gut approximiert. Um
eine Berechnungsvorschrift fiir U zu erhalten, haben wir einerseits die Differentialgleichung
und andererseits die Randbedigung zu approximieren.
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Zur Approximation der im Laplace-Operator auftretenden Ableitungen wollen wir Differen-
zenquotienten verwenden. Naheliegende Differenzenapproximationen erster Ordnung sind
(mit den Bezeichnungsweisen aus Abb. [4.2)):

DiU(zz) = U(TxOo) : mUZ(fUZ) (vorwérts)
DiU(zz) = U(T;ZZ) : xUVSW) (riickwérts)
DiU(zz) = 3 (DfU(zz)+ DiU(zz)) (zentral)

Lemma 4.3 Es sei u € C*(Q) und x € Q,. Dann gilt fir D = D", Dy, Dy
Uz, () — Du(z) = O (h) . (4.2)

Gilt sogar u € C3(Q) und ist x € Q5, so folgt fiir Dy

Uz, (z) — Diu(z) = O (h?) . (4.3)

Beweis:
Wir zeigen nur (4.3)). Taylorentwicklung liefert fiir © = x;; = (ih, jh) € Qf,
2 h3

w(@ix15) = u(@ij) £ ey (2i5) + F Uare, (245) £ - tizrare, (235 Lwzh)

mit wi € (0,1). Einsetzen fiihrt auf
1
Dru(zij) = 5 (u(@ivrs) — u(@i-1))
= ug, (zi5) + O (h%) . O
Zentrale Differenzenquotienten haben also (unter entsprechenden Glattheitsvoraussetzun-

gen!) eine hohere Approximationsgiite als einseitige. Zur Approximation der 2. Ableitungen
verwenden wir daher die zentralen dividierten Differenzen 2. Ordnung

9
lzo — 2wl

2
DoUlez) = ]

DnU(zz) = (DY U(xz) — Dy U(zz))

(D;—U(Zlfz) — D;U(ib'z))
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Als Diskretisierung Ay, des Laplace-Operators A wéhlen wir schliellich

Ay = D11+ Doy .

Ausschreiben liefert
AU (zz) =azU(zz) +aw U(zw) + ao U(zo) + an U(zn) + as Ul(zg).

mit entsprechenden Gewichten az, aw,xp, ag und ap. Diese lassen sich auch als Werte
einer Gitterfunktion

a(z,xp) = ap, D=ZW,O,N,S

in z = xyz € Qy interpretieren. Anschaulicher ist folgender Differenzenstern.

Im Falle x7 € Qf ergibt sich der Standard-5-Punkte-Stern

4 1
O[Z:—ﬁ, OéW:OéO:O[N:O[S:ﬁ

Ansonsten héngen die Gewichte im allgemeinen von zz € Qj \ Qj ab. Fiir alle 7 € Q
gelten jedoch die Beziehungen

az <0, aw,ap,any,as >0, az+aw+ao+ay+asg=0

Differenzenverfahren mit diesen Eigenschaften heiflen von positivem Typ.
Wir wollen kurz die Genauigkeit unserer Differenzenapproximation untersuchen.

Lemma 4.4 Es seiu € C3(Q) und x € Q. Dann gilt

Au(z) — Apu(x) = O (h).
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Ist sogar u € C*(Q) und z € QF, so folgt

Au(z) — Apu(z) = O (h2) .

Beweis:
Taylorentwicklung. O

4.2 Das Shortley—Weller—Verfahren

Als Differenzenapproximation von (4.1]) erhalten wir schlielich das Shortley—Weller—Verfah-
ren:

—ApU(z) = fu(z) z€Qy

(4.4)
Ul) = gn(x) =€, .

Dabei sind fp, und gp, geeignete Approximationen der Daten f und g. Wir wahlen einfach

fo(x) = f(z) fir z€Qy , gn(x)=g(x) fir x € 0, . (4.5)

Mit Hilfe der Randbedingung in konnen wir die Unbekannten U(x), z € 0, elimi-
nieren. Zur Bestimmung der {ibrigen Werte haben wir ein lineares Gleichungssystem mit
N = #8y, Gleichungen und Unbekannten zu lésen. Nach Einfithrung einer geeigneten Num-
merierung der Gitterpunkte

O ={z;]i=1,...,N}

lautet es
AU =F (4.6)
mit Koeffizientenmatrix A,
N
A = (aij)i,jzl aij = —a(mi,xj) y
Unbekanntenvektor U,
U=U)L

und rechter Seite F,

yENb(z;)NON,

Unabhéngig von einer bestimmten Nummerierung sind in jeder Zeile von A nur héchstens 5
Koeffizienten von Null verschieden. A ist also schwach (bzw. diinn) besetzt. Gilt 9y, C {x =
(th,jh)|i,j € Z}, so ist A symmetrisch, d.h. a;; = aj;. Im allgemeinen gilt das leider nicht!
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Definition 4.5 Der Graph einer Matriz A = (aij)f-yjzl hat N Knoten und es gibt eine ge-
richtete Kante zwischen den Knoten i und j, falls a;; # 0 ist. Die Matriz A heif$t irreduzibel,
falls der Graph von A zusammenhdngend ist, d.h. falls je zwei Knoten i,j durch eine Folge
von Knoten verbunden werden kdnnen.

Bemerkung:
Ist €, diskret zusammenhéingend, so ist A irreduzibel. N

Auch andere Eigenschaften unserer Diskretisierung lassen sich in entsprechende Eigen-
schaften des algebraische Gleichungssystems (4.6) iibersetzen und umgekehrt. Wir haben
zwei verschiedene Standpunkte zur Verfiigung. Um Analogien zum kontinuierlichen Fall zu
betonen, reden wir im folgenden lieber von Gitterfunktionen als von Vektoren und kommen
nur hin und wieder auf die algebraische Blickweise zuriick.

Definition 4.6 Eine Gitterfunktion U : Q;, — IR mit der Eigenschaft
—ApU =0 auf Q

heifit diskret harmonisch. Gilt nur

—ARU <0 auf Q

so heifst U diskret subharmonisch.

Lemma 4.7 (Diskrete Mittelwerteigenschaft) Ist U diskret subharmonisch, so hat U die
diskrete Mittelwerteigenschaft

Uez) € o (anUlow) + a0U(z0) + asUlzs) + anUlan)  (47)

fiir alle xz € Q.

Beweis:
Die Behauptung folgt aus
—az =aw +ao+as+any >0 . O

Da wir vorausgesetzt haben, dass Qj, diskret zusammenhingend ist, folgt aus der diskreten
Mittelwerteigenschaft eine weitere Analogie zum kontinuierlichen Fall.

Satz 4.8 (Diskretes Maximumprinzip) Es seiU diskret subharmonisch. Dann nimmt U sei-
nen mazimalen Wert auf 08y, an oder ist konstant auf €y, .

Beweis:
Sei xz € Q5 und
U(zz) =M = max U(x)

rEQ,

Dann folgt aus der diskreten Mittelwerteigenschaft

0 <aw (U(zw) — U(zz)) + ao (U(zo) — U(zz))
+as (U(zs) —U(zz)) + an (U(zn) — U(zz))
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Alle Summanden sind nicht-positiv da U(xzz) = M. Es folgt also
U(x) =M, Vze Nblzz)

Da je zwei Gitterpunkte aus Qj durch eine Folge endlich vieler benachbarter Punkte verbunden werden
konnen, folgt die Behauptung. O

Weiter geht es wie im kontinuierlichen Fall.

Satz 4.9 Das diskrete Randwertproblem ist eindeutig losbar.
Beweis:
Sind UM, U® zwei Lésungen von , so geniigt U = UM — U@ den Gleichungen
—ApU(z) =0 x €y
Ulz)=0  z €

Insbesondere ist U diskret subharmonisch. Ist max,eq, U(x) = M > 0, so folgt U(x) = M Vz € Q) aus
dem diskreten Maximumprinzip. Das ist ein Widerspruch zu U(z) = 0, = € 9€Qy,. Also muss U(z) < 0 fiir alle
x € Qp, gelten. Die Annahme mingcq, U(z) = M < 0 fithrt in gleicher Weise auf einen Widerspruch, denn auch
—U ist diskret subharmonisch. Wir haben es mit einer linearen Abbildung auf einem endlichdimensionalen
Raum zu tun. Aus der Injektivitat folgt daher die Surjektivitét. O

Als letzte Folgerung aus dem diskreten Maximumprinzip erschlieflen wir die inverse Mono-
tonie von —Ay,.

Lemma 4.10 Der diskrete Laplace-Operator —Ay, ist invers monoton, d.h. aus den Bedin-

gungen
—ApU(z) < —ApV(x) x € Qyp

U(x) <V(x) x € 00y,
folgt

Ux) <V(z), zey,
Beweis:
Offenbar gilt fir W=U -V

—AhW(l') <0 T € Qh

W(x) <0 T € 00

Waire dann im Widerspruch zur Behauptung
max W(z)=M >0 ,

z€eQy,

so wiirde nach dem diskreten Maximumprinzip W (z) = M > 0, YV € Q. gelten. Dies wire ein Widerspruch
zu W(z) <0, z € 0Qn. O

Lemma werden wir spéter bei der Stabilitdt noch brauchen. Vorerst ergibt sich eine
weitere interessante Eigenschaft der Koeffizientenmatrix A.

Bemerkung:
Da (4.4) eindeutig losbar ist, muss A regulér sein. Setzt man in Lemma [4.10[ U(x) = 0,
Vz € 90, so erhilt man insbesondere

AU=F<0 = U<0 ,




48 4 Differenzenverfahren

wobei “<” komponentenweise gemeint ist. Wéhlt man F' = —e; (i-ter Einheitsvektor), so
erhélt man die Losung

U=—-(A"1<0 (i-te Spalte von A™1)
Wir haben damit gezeigt, dass komponentenweise
A7 >0

gilt. Eine sorgfiltigere Analyse zeigt sogar A~! > 0 (siche Ubung). Das kommt nicht von
ungefiihr, denn A~ spielt die Rolle einer diskreten Greenschen Funktion! Die Interpretation
der Spalte (A™1); als Gitterfunktion entspricht dabei G(x;,-), denn

A(A_l)i =€
ist ein diskretes Analogon zu
—A;G(zj,x) = 0z,(x) x€Q

Die Greensche Funktion G(z;,-) ist positiv. Diskretisierungen, welche diese Eigenschaft er-
halten, sind von besonderer Bedeutung. Das motiviert die

Definition 4.11 (M-Matrix) Eine Matriz A = (aij)ijjzl heifst M-Matriz, falls gilt

a;; >0 R aijgo s i,j:L...,N
A ist regulir und A= >0

Wir haben oben gezeigt, dass die unsere Diskretisierung (4.6)) auf eine M-Matrix fithrt. <

4.3 Konsistenz, Stabilitdt und Konvergenz

Zur Vorbereitung des abschliefenden Konvergenzsatzes zeigen wir zunéchst ein diskretes
Analogon zur a-priori-Stabilitdtsabschitzung

max |u(x)| < max |[u(x)| + ¢ sup |Au(z)].
z€Q z€of z€Q

Erinnerung: Aus dieser Abschitzung folgt, dass das kontinuierliche Randwertproblem sach-
gemifl gestellt ist.

Satz 4.12 (Stabilitit) Sei U eine Gitterfunktion auf Qy, und sei R der Radius eines Kreises
Kg(0) mit Q; C Kgr(0). Dann gilt

2
e |U(2)] < mae [U@)] + - e | A4 (2)
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Beweis:
Der Beweis ist etwas technisch (trickreich). Wir betrachten die Wirkung von Aj auf

W(x):%xf , Vie)y=1 , z=(x1,22) €

Einsetzen liefert
AhW(.T) =1 s AhV(m) =0 , T E Qn

Wir setzen
M = max [ApU(z)] , N = max |U(z)]
z€Q, T€ON,

Damit folgt fiir jedes der beiden Vorzeichen

—Ap (FU+MW) () <0=—-Ay ((N+R72M)V) (z), x € Qp
+U(z) + MW (z) < (N + %ZM)V(w) , x € 0Ny

Die inverse Monotonie aus Lemma [£.10] liefert
R? —
£U(2) + MW(2) SN+ 5-MV(2) , 2 €Q

Wegen MW (z) > 0 ist also

R? —
iU(l’)§N+7M s z € Qp

Das ist die Behauptung. i

Der obige Satz sichert die Stabilitéit von U gegeniiber Stérungen von ApU und Stérungen
der Randdaten. Das nutzen wir jetzt aus.

Definition 4.13 Setzt man die exakte Lisung in die Differenzenapproximation ein, so erhilt
man den lokalen Abschneidefehler

(z) = fuolz)+Apu(z) =€ Qy
h(z) = wu(x)— gp(z) x € 0y, .

Das Differenzenverfahren heifit konsistent, falls

max |mp(x)] -0, h—0
€Q

und konsistent mit der Ordnung p, falls

max |7, ()| = O (h?)
z€Q

gilt.
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Satz 4.14 (Konsistenz) FEs seiu € C3(Q2). Dann gilt

max (@) = O (h) .
€Ny,

Beweis:
Offenbar ist 7, (z) = 0 fiir € 9Qp, und wegen fr(x) = f(z) haben wir

Th(x) = fo(z) + Apu(z) = —Au(z) + Apu(z) = O (k)  fir z € Qy

nach Lemma (4.4]). a
Bemerkung:
Es gilt sogar 7,(z) = O (h?), falls z € Q) (und u geniigend glatt) ist. q

Aus Konsistenz und Stabilitdt folgt jetzt die Konvergenz.

Satz 4.15 (Konvergenz) Es sei u € C3(Q). Dann gilt

max |U(z) - u(x)| = O (h)
ey,

Beweis:
Wir setzen V(z) = U(z) — u(z) fiir € Q. Dann gilt nach Definition des Abschneidefehlers

ARV (x) = fu(x) + Apu(z) = () x € Qn
V(z) = 7n(z) z € O,

Aus der Stabilitét folgt
max |U(z) — u(z)| = max [V (z)|

TEQy, TEQy
2

< max (@) + max |7 ()| = O (h).
x h

z€Q, 2 O

Unser Differenzenverfahren ist also konvergent. Konvergenz— und Konsistenzordnung stim-
men iiberein. Ein Blick auf den Konvergenzbeweis zeigt, dass nur die schlechte Konsistenz
in Randnéhe

mh(x)=0(h) , xeQp\Q

die Konvergenzordnung 2 verhindert (falls u € C*(Q)).

Bemerkung:

Fiir verschwindende Schrittweite h ist die Anzahl der irreguldren Punkte #Qj, \ ) um eine
Groflenordnung kleiner als die Anzahl der inneren Punkte €27. Dies ldsst auf eine mogliche
Verschérfung unseres Konvergenzresultats hoffen. Eine genauere Analyse ergibt tatséichlich
den folgenden Satz. 4
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Satz 4.16 Es seiu € C*4(Q). Dann gilt
max |U(z) —u(z)| = O (h2)
zeQp
Beweis:
Siehe z.B. Hackbusch [?, S. 82]. O
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Aus Abschnitt wissen wir, dass die Auslenkung u einer fest eingespannten Membran 2
durch eine Kraftdichte f Losung der elliptischen Randwertaufgabe

—div(aVu)=f in Q

1
u=20 auf 00 (5-1)

ist. Dabei ist a > 0 eine Materialkonstante. Wir betrachten nun eine Membran aus zwei
verschiedenen Materialien. Dann ist

{al r e
O‘(x) = )
as x €y

wobei a1, as € IR und die Teilgebiete 21, Qo mit QU UT = Q , ' = 9Q; N 0N den
verschiedenen Materialien entsprechen.

Abbildung 5.1: Ubergangsproblem

Aus a1 # a ergibt sich nun das Dilemma, dass entweder Vu oder aVu in € stetig sein kann.
In beiden Féllen kann (im klassischen Sinn) nicht erfiillt sein. Ein moglicher Ausweg
besteht darin, durch ein sogenanntes Ubergangsproblem zu ersetzen. Dabei fordern wir
die Giiltigkeit von nur im Innern von €7 und Q9. Am inneren Rand I' = 91 N 00y
stellt man die Ubergangsbedingungen

UL = U9 auf T’
o d (5.2)
— U] = — f T
8nu1 8nu2 at ’

wobei u; = wy, fiir i = 1,2 gesetzt ist. Nun wéren Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitét

der Losung von Ubergangsproblemen zu kliren.

52
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Bei Anwendung von Differenzenverfahren miissen die Ubergangsbedingungen gesondert
diskretisiert werden. Bei krummlinigem Ubergang T ist insbesondere die Diskretisierung der
Normalenableitung unbequem. Die Schwierigkeiten werden noch gréer, wenn I' = I'(u) von
der unbekannten Funktion w abhingt (Wérmeleitung, porése Medien). Im Laufe der ite-
rativen Losung des resultierenden nichtlinearen Gleichungssystems muss dann die gesamte
Diskretisierung der Ubergangsbedinungen an den jeweils aktuellen Ubergang I'(Uy) ange-
passt werden.

Solche Schwierigkeiten sind typisch fiir Differenzenverfahren. Deren grundsétzliche Nachteile
sind

e mangelnde Flexibilitét,

e hohe Regularitdtsanforderungen.
Um robustere Losungsverfahren zu entwickeln, erinnern wir uns, dass die mathematische
Modellierung zunéchst auf das Minimierungsproblem

weH: Ju) <Jw) YweH (5.3)

fiir das Energiefunktional

J(v) = ;/OJ‘VUP da:—/fvda: (5.4)
Q

Q

fiithrte. Erst anschlieBend wurde unter zusétzlichen Regularitdtsannahmen die Formulierung
als Differentialgleichung abgeleitet. Diese Annahmen treffen bei nichtglatten Daten, z.B. bei
unstetigem « nicht zu! Vor diesem Hintergrund konzentrieren wir uns von nun an direkt auf
die Losung des Minimierungsproblems . Dabei haben wir wieder Existenz, Eindeutigkeit
und stetige Abhéngigkeit von den Daten zu klaren. Das lduft insbesondere auf die richtige
Wahl des Lésungsraums H hinaus.

5.1 Hilbertraume

Wir erinnern kurz an einige Grundbegriffe aus der Funktionalanalysis. Eine anwendungsori-
entierte Einfithrung in dieses Gebiet gibt zum Beispiel Alt [?].

Definition 5.1

(a) Sei V ein linearer Raum. Dann heifit eine Abbildung
I : V=R

Norm auf V', wenn fiir alle v,w € V und p € R gilt:
|lv] >0 und |jv||=0 <= v=0

o]l = [ul o]
lo +wll <ol + [lwll

Ist auf V' eine Norm || - ||v definiert, so ist V ein normierter, linearer Raum.
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(b) Ein normierter, linearer Raum V heifit vollstindig, wenn jede Cauchy—Folge in V
konvergiert.

(¢) Ein vollstindiger, normierter, linearer Raum B heifit Banachraum.

Beispiel:
Sei 2 C IR™ ein beschriinktes Gebiet. Dann ist C(Q), versehen mit der Norm

0]l = max|v(z)|
el

ein Banachraum. <

Beispiel:
Der lineare Raum C!(Q), versehen mit der Norm

n
oll100 = [0lloo + D vz llso
i=1

ist ein Banachraum. N

Definition 5.2

(a) Seien V und W normierte, lineare Riume mit den Normen ||-||\, und ||-||yy,. Dann heifst
eine lineare Abbildung L :' V — W beschrdnkt, wenn es eine Zahl ¢ > 0 gibt mit

ILvly <cllolly WoeV
(b) Die Menge aller beschrinkten, linearen Abbildungen L : V. — W bezeichnen wir mit
L(V,W).
(¢) V' = L(V,IR) ist der Dualraum von V. Die Elemente von V' heiffen Funktionale.
Satz 5.3 FEin lineare Abbildung L : V — W ist genau dann stetig, wenn sie beschrinkt ist.

Satz 5.4 Durch

Lv
2] = sup 141w

, Lel(V.W)
vev [[vlly

wird die kanonische Norm auf L (V,W) definiert.

Definition 5.5

(a) Eine Abbildung a(-,-) : V xV — IR heifit Bilinearform (auf V), wenn sie linear in
beiden Argumenten ist.

(b) a(-,-) heifst symmetrisch, falls

a(v,w) = a(w,v) Yv,weV
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(c) a(-,-) heifst positiv definit, falls

a(v,v) >0 und a(v,v)=0 <= v=0 YveV

(d) a(-,-) heifit beschrinkt, falls es eine Zahl T gibt, so dass

la(v, w)| < Tfvllvllwlly  Vo,weV

Satz 5.6 Eine Bilinearform a(-,-) ist genau dann stetig, wenn sie beschrinkt ist.

Satz 5.7 Eine symmetrische, positiv definite Bilinearform a(-,-) geniigt der Cauchy—Schwarz-
schen Ungleichung

la(v,w)| < a(v,’u)% -a(w,w)% Yo,weV

und der Dreiecksungleichung

SIS

a(v+w,v+w)1/2Sa(v,v)%—i-a(w,w) Yo,w eV

Insbesondere ist durch
lv]| = a(v,v)2, wveV,

eine Norm, die sogenannte Energienorm, definiert.
Definition 5.8

(a) Eine symmetrische, positiv definite Bilinearform heifit Skalarprodukt.

(b) Ein linearer Raum V versehen mit einem Skalarprodukt (-, -) und der zugehérigen Norm
Il - |lv heifst Prahilbertraum.

(¢) FEin vollstindiger Prihilbertraum heifst Hilbertraum.

Beispiel:
Q" versehen mit dem Euklidischen Skalarprodukt (v, w) = )", v;w; ist ein Prahilbertraum.
Die Vervollstandigung IR"™ ist ein Hilbertraum. N
Beispiel:

Der lineare Raum

X={velCQ)] /v2(x) dr < oo}
Q

mit dem Skalarprodukt

(U,w)Lz(Q) = /v(:c)w(x) dx
Q

ist ein Prahilbertraum. <
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Beispiel:
Der lineare Raum
X ={ve Q)| (v,0)m(q) < oo}

mit dem Skalarprodukt
(v, w) ) = (0,W)r2(0) + D (Va, Wa ) 12(0)
i=1

ist ein Prahilbertraum. N

Beispiel:
Sei a : © — IR stiickweise stetig (stetig bis auf Riemann—Nullmengen) und es gelte mit
ap, a1 € R

0<ap<ax)<ap <o Ve

mit ag, a1 € IR. Dann ist
X ={vel (QnC@)]|vlag=0,(v,v)m@ <o} CHe
ein Prahilbertraum mit dem Energie—Skalarprodukt

a(v,w) = /aVv -Vw dx
Q <

Satz 5.9 Jeder Prdhilbertraum V lisst sich bis auf Isomorphie in eindeutig bestimmier Weise
zu einem Hilbertraum H erweitern. V' liegt dann dicht in H, und H heif$t Vervollstindigung
von V.

Satz 5.10 Sei V ein linearer Raum mit der Norm || - ||v. Auf V' ezistiert genau dann ein
Skalarprodukt (-,-) welches || - ||y erzeugt, also

ol

lvllv = (v,v)2 YoeV
erfillt, wenn die Parallelogramm—Gleichung

lo +wllf, + llv = wlly = 2|0l + 2l|wlf Vo,weV

erfillt ist.

Beispiel:
Die Norm || - ||1,c0 geniigt der Parallelogrammgleichung nicht, also ist C1(Q) kein Hilbert-
raum! N

Bevor wir uns speziellen Funktionenrdumen zuwenden, wollen wir den abstrakten Rahmen
nutzen, um einige grundlegende Aussagen bereitzustellen. Von nun an sei H ein Hilbertraum
mit dem Skalarprodukt (-,-) und der zugehérigen Norm || - ||z = (-, -)'/2.
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Theorem 5.11 (Rieszscher Darstellungssatz) Fiir jedes | € H' besitzt die Variations-
aufgabe
vue H: (u,v)=Ilv) YveH (5.5)

etne eindeutig bestimmte Losung und es gilt

lllr = 121l e

Beweis:
Der Existenzbeweis fillt unter die direkten Methoden der Variationsrechnung. Wir setzen J(v) = % (v,v)—1(v).

Wortwortlich wie im Beweis zu Satz (Seite[3)) folgt die Aquivalenz von (5.5) mit dem Minimierungsproblem
veH: Ju)<Jw) YveH . (5.6)

Es reicht also die eindeutige Losbarkeit dieses Minimierungsproblems zu zeigen.

1. Wir weisen zunéchst nach, dass J(v) nach unten beschrénkt ist, dass also ein M € IR existiert, so dass

—co< M < Jw) YveH

Wegen der Beschréanktheit von [ ist
L) < Ul g [0l

und es folgt

1 1
J(v) = 5(v,0) = 1(v) = 5 ol = U(v)
1
> 5 vl = L)
1
> 5 ol = el ol

Die Parabel llvll2, — 2]l - lv]l  ist fiir alle [|v]|,; nach unten beschrinkt, also auch J(v).

2. Da J(v) nach unten beschrénkt ist, existiert das Infimum

B = inf J(v)

veEH

Nach Definition des Infimums gibt es eine Minimalfolge (un)new C H, also eine Folge mit der Eigen-
schaft

J(up) = B fiir n— oo

Wir zeigen, dass (un)nen eine Cauchy-Folge ist. Zunichst bemerkt man, dass wegen der Konvewitit
von J, also wegen

B < J (datum) < %(J(un)-i-z](um)) — B
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auch J (“"*%) gegen [ konvergiert. Aus der Parallelogrammgleichung folgt

2 2 2 2
[un —umlly = 2 [[unlly + 2 umllg = llun + wmlly

= 47 (wn) + AT (tm) + A (tn + Uum) — 4 ‘

un+umH2
2 H

1 (| Un + Um || Un + Um
_4J(u")+zu(um)—8(§HT H_l(T))
— 4T () + AT () — 8T (EnElmy

2

Damit ist (un)nen eine Cauchy—Folge und wegen der Vollstindigkeit von H gibt es ein v* € H mit
lim u, =u" in H

n—00

3. Die Stetigkeit von J liefert
B = lim J(un) = J(u")

n—o0o

u” ist also eine Losung des Minimierungsproblems (5.6]).
4. Die Losung u* ist eindeutig. Gébe es zwei Losungen 11 und uz von (5.5) wire ndmlich

(u1,v) =1l(v) = (ug,v) YveH
also
(ur —u2,v) =0 YveH

Einsetzen von v = u; — ug liefert die Behauptung.

5. |lull; = |lI|| 4 folgt aus den Ungleichungen

l(v U,V
lll e = sup FAO _ g 101

w0 [0l vzo [lvllg

Cauchy—Schwarz

und
ully = (uw) = Lw) < Ul llully - O

Bemerkung:

Der Rieszsche Darstellungssatz besagt, dass jedes [ € H' iiber das Skalarprodukt durch ein
u € H mit gleicher Norm dargestellt werden kann. Der Hilbertraum H und sein Dualraum
H' sind damit isometrisch isomorph, das heifit unter anderem, dass sie sich topologisch und
algebraisch nicht unterscheiden. N

Korollar 5.12 Sei | € H' und a(-,-) eine symmetrische Bilinearform auf H mit der
FEigenschaft

’y||v|]%{ < a(v,v) Yvoe H (5.7)

wobet v nicht von v abhdngt. Dann hat das Minimierungsproblem

vueH: Ju) <Jw) YweH
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fiir das Energiefunktional

bzw. dessen Variationsformulierung
ue H: a(u,v)=Iv) YwveH

eine eindeutig bestimmte Losung. Auferdem gilt

1
[l < 5 120

Beweis:

Wegen (5.7) ist a(-,-) ein Skalarprodukt auf H und [ € H' ist auch beziiglich der Energienorm beschrénkt.
Wir kénnen also Theorem anwenden und erhalten Existenz und Eindeutigkeit. Der Rest folgt aus

ylullf < alusu) = Uu) < Ul lully - m
Korollar motiviert die folgende

Definition 5.13 Eine beschrinkte Bilinearform a(-,-) heifst (H-) elliptisch oder koerziv, wenn
die Abschdtzungen

Molzr < alv,v),  la(v,w)| <Tlvlglwle  Yo,we H (5:8)

mit Konstanten v,I' > 0 gelten.

Korollar 5.14 (Bestapproximation) Sei S ein abgeschlossener Unterraum von H und
wo & S. Dann existiert ein w € S mit

lw = wollzr = min flv —wollz

und es gilt die Orthogonalitdt

(wo —w,v) =0 Yvels

Beweis:
Setzt man J(v) = £ (v,v) — £o(v) mit £o(v) = (v, wo), so ist offenbar

lv = wol7 = 2J(v) + (w0, wo)
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wo — W

S
w

Abbildung 5.2: Bestapproximation im Hilbertraum

S ist als abgeschlossener Unterraum wieder ein Hilbertraum. Damit existiert nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz (Theorem [5.11]) genau ein w € S mit der Eigenschaft

J(w) < JWw) YveS
Die Orthogonalitit ist gerade die dquivalente Variationsformulierung
wesS: (w,v)=(wy,v) Yoes . O
Wir wollen nun die Aussage von Korollar verallgemeinern. Kernpunkt ist, dass die

Bilinearform nicht mehr symmetrisch sein muss. Beachte, dass der Variationsaufgabe dann
kein Minimierungsproblem mehr zugrunde liegt!

Theorem 5.15 (Lax—Milgram—-Lemma) Sei a(-,-) H—elliptisch (nicht notwendig sym-
metrisch!). Dann hat die Variationsgleichung

we H: a(uv)=1Iv) YweH
fiir jedes | € H' eine eindeutig bestimmte Lésung, und es gilt

1
lll g < = M1l
H v H

Beweis:
1. Wir besorgen uns eine Operatordarstellung der Bilinearform. Sei w € H beliebig. Dann ist

foi=a(w,) e H
denn f,, ist linear und auch stetig, weil

|fu (W) = la(w, v)| < T {lwll g [Jv]| 4
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Damit gilt auch
[ fuollgr < Tllwllg

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz gibt es daher zu jedem w € H ein Aw € H mit der Eigenschaft
(Aw,v) = fu() = a(w,v) Yv e H
In diesem Sinne stellt die so definierte Abbildung
A: H—H

die Bilinearform a(-,-) dar.

2. Eigenschaften von A:

e A ist linear, denn fiir alle v € H ist
(A(prwr + pow2),v) = a(pw + paws,v)
= ma(wi,v) + p2a(wz, v)
= M1 (Awla U) + /LQ(A’LUQ, U)
e A ist beschrénkt, d.h. ||Av||; <T'|jvllz; Vv € H, denn

[ Av]|3; = (Av, Av) = a(v, Av) < T o]l [|Av]
e A ist invers beschrénkt, d.h. v |jv||; < ||Av|l,; Vv € H, denn
yllvllg < la(v,v)] = [(Av, )| < |0l vl

e A ist injektiv, denn Av =0 = v = 0.

3. Eigenschaften von R(A) und R(A)™*:
Wir definieren fiir A den Wertebereich R(A) und das orthogonale Komplement R(A)*.

R(A) :={we H|3v e H mit w= Av}
R(A)* :={ve H|(w,v)=0 Ywe R(A)}
e R(A) ist abgeschlossen, denn aus
(Wn), ey € R(A) und  w, — wo
folgt mit Av,, = w, wegen
lwn = wmlly = [[A(vn —vm)llg 2 Y llvn —omlly

dass (vn),cn eine Cauchy-Folge ist. Also konvergiert v, — wvo, und aus der Stetigkeit von A
folgt Avg = wo, also wo € R(A).

e Es gilt R(A)T = {0}, denn ist wo € R(A)™*, also
(wo,w) =0 Yw e R(A) ,

so folgt
= (wo,w) = (wo, Av) YweH

und insbesondere
0 = (wo, Awo) = a(wo, wo) > 7 [[wol|3
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4. Wir zeigen nun R(A) = H. Dazu verwenden wir Korollar mit S = R(A) (R(A) ist abgeschlossen!).

Ist wo € H \ R(A), so existiert dann nédmlich ein w € R(A) mit
(wo —w,v) =0 VYveR(A) ,

also ist wo — w € R(A)* und damit aber wy — w = 0 im Widerspruch zu wo € R(A).

. Existenz und Eindeutigkeit:

Da R(A) = H ist, gibt es zu jedem w € H ein v € H mit Au = w. Wihlt man nach dem Rieszschen
Darstellungssatz w so, dass
(w,v) =1l(v) YveH

so folgt
a(u,v) = (Au,v) = (w,v) =1l(v) Yv € H

Die Eindeutigkeit folgt aus der Injektivitdt von A. Die Stabilitdtsabschitzung folgt wie im Beweis von
Korollar a

Approximation der Losung durch Galerkin-Verfahren. Soweit zur Existenz und Eindeutig-
keit von Losungen der Variationsgleichung. Nun zur Approximation von u in abgeschlossenen
Teilrdumen, sogenannten Galerkin-Approximationen.

Theorem 5.16 (Céa-Lemma) Sei a(-,-) H-elliptisch, | € H und S C H ein abgeschlos-
sener Unterraum von H. Dann hat das Variationsproblem

genau eine Ldsung us, und es gilt die a priori Fehlerabschitzung

wobei u die Lisung des Variationsproblems in H ist.

us € S:  alus,v)=Ilv) YveSs

r.
o= sl < it = ol

Beweis:

1. Existenz und Eindeutigkeit:

Die eindeutige Losbarkeit folgt unmittelbar aus dem Lax—Milgram—-Lemma, da S als abgeschlossener
Unterraum eines Hilbertraums wieder ein Hilbertraum ist.

. Galerkin—Orthogonalitét:

Offenbar gilt
a(us,v) =1(v) = a(u,v) YveS

also
a(u—us,v) =0 VYvels

Damit ist der Fehler a—orthogonal auf S.

3. Fehlerabschitzung:
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Aus )
Yl = el < alu — e, u) — au - ueyu,) = au - u,, w)
———
=0

=alu —us,u) —a(u — us,v) = alu — us,u — v)
—_——
=0

STlu —us | lu — o

fiir alle v € S folgt sofort

r
lu = us | < = lu =]
~

5.2 Sobolevraume

5.2.1 Vervolistandigung

Damit wir die abstrakten Resultate aus dem vorigen Abschnitt auf unser Minimierungspro-

blem (5.3]) anwenden kénnen, miissen wir als Losungsraum einen geeigneten Hilbertraum H
wahlen. Dabei stehen wir vor folgendem Dilemma.

a) Der Raum aller Funktionen v € C*(Q) mit der Eigenschaft v|sn = 0 ist, versehen mit
der Norm ||, ., zwar vollstindig, aber kein Hilbertraum. Wegen

2 2 2 2
[v 4w} oo + [lv = wl[i oo 7 2([[0]l7 o0 + [[w]l1 0)

(Ubung!) gibt es némlich kein Skalarprodukt, das [[I1,00 erzeugt.

b) Als Beispiel fiir einen Préhilbertraum haben wir auf Seite [56{den Raum

X ={vel (Q)NCcQ)|vlsa =0, (v,v) 1) < o0} (5.9)
mit dem Skalarprodukt

n

(v, w) ) = (0, w)r2(0) + Y (Ve Wa) 12(0)
s

eingefiithrt. Dieser Raum ist zwar grofier als unser erstbester Losungsraum He fiir die
ausgelenkte Membran (vgl. Seite . Trotzdem ist X nicht vollstéandig.
Beispiel:

Das ergibt sich aus folgendem Gegenbeispiel. Sei @ = (—1,1). Die Folge (vg)renw € X
definiert durch

1+=x —1§x§—%
vp(r) = 41— o — 222 —Ll<gp<4l
11—z —i—%ngl
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ist zwar Cauchy—Folge beziiglich [|-|| ;1) und konvergiert gleichméBig gegen

U*(:U):{l—i-x -

<z
l1—=z 0<z<
aber v* ¢ X, denn v* ¢ C*(Q) (Ubung). <
Um den Prahilbertraum X aus (5.9)) zu einem Hilbertraum zu machen, miissen wir X ver-
vollstédndigen. Wir setzen
H}(Q) = Vervollstindigung von X beziiglich [Ny = G ) me)-

und kénnen dann den Hilbertraum H = H}(Q2) als Losungsraum wihlen. Leider wissen
wir davon noch nicht, wie wir uns eine Losung, oder allgemeiner, eine Funktion v € H
vorzustellen haben.

5.2.2 Grundlegende Eigenschaften von Sobolevraumen

HZ(9) ist ein spezieller Sobolevraum. Wir werden im folgenden weitere Sobolevriume durch
Vervollstéindigung definieren und einige grundlegende Figenschaften angeben. Wer etwas
mehr erfahren will, kann sich zum Beispiel bei Alt [?] informieren. Noch mehr steht bei
Adams [?7].

1. Aquivalenzklassen. Die Elemente von Sobolevriumen sind Aquivalenzklassen [v] von
Funktionen. Die zugehorige Aquivalenzrelation ist gegeben durch

v ~ vy <= meas{zr € Q|vi(x) # v2(x)} =0

Dabei bedeutet meas das n—-dimensionale Lebesgue—Ma$.

Definition 5.17 Q' C IR" ist eine Lebesque—Nullmenge genau dann, wenn es zu jedem & > 0
eine Menge von Quadern {Iy |k € IN} gibt, so dass

O c U I und 0< Z meas{[;} < ¢
kelN kelN

Gilt eine Aussage fiir alle x € Q bis auf eine Lebesque—Nullmenge, so sagen wir, die Aussage
gilt fast iberall (f.4.) in Q.

Bemerkung:

Im Unterschied zum Riemann—Maf sind abzdhlbar unendlich viele Quader erlaubt! N
Beispiel:

Jede abzihlbare Menge ' = {2z, € R" | k € IN} ist Lebesgue-Nullmenge. N

Als erstes charakterisieren wir den Sobolevraum, welcher durch Vervollstindigung der steti-
gen, quadratintegrablen Funktionen entsteht.
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Satz 5.18 Durch Vervollstindigung von

X={vec )] [ v?dx< oo}
/

mit dem Skalarprodukt
(v, w)2(q) = /vw dx
Q

erhdlt man den Raum aller Aquivalenzklassen [v] von (Lebesque-messbaren) Funktionen v
mit der Figenschaft

2

ol gy = / (@) dz| < oo
Q

Beispiel:
Die Dirichlet—Funktion
! xeQ
"T10 zeR\Q
liegt in L?(IR) und es gilt v € [0]. q

Alle dquivalenten Funktionen haben dieselbe Norm! In Zukunft wird der Einfachheit halber

nicht mehr zwischen der Aquivalenzklasse [v] und einem Repriisentanten v € [v] unterschie-
den. Aber Vorsicht!

Noch ein Approximationsresultat zum Abschlufi.

Satz 5.19 Der Teilraum
CP(Q2) ={ve () | suppv C Q}

der unendlich oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger in )

suppp = {z € Q| p(x) # 0}

liegt dicht in L*(Q2), d.h. zu jedem v € L*(Q) und jedem e > 0 existiert ein . € C§® mit der
Eigenschaft

v —wellp2@) <€

Beweis:
Siehe Alt [?], Seite 73. O
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2. Schwache Ableitungen. Funktionen v € L?(f) sind nur bis auf Nullmengen bestimmt
und daher sicher nicht mehr im klassischen Sinne differenzierbar. Wir erweitern also unseren
Ableitungsbegriff.

Definition 5.20 (Schwache Ableitung) Sei u € L?(Q). Existiert dann ein g € L*(2) mit
der Eigenschaft

/wpxk d:cz—/gcpdx Vo € P ()
Q Q

50 heifit ug, := g schwache Ableitung von u in Richtung xy.

Bemerkung:
Die schwache Ableitung geniigt per definitionem der Produktregel (Greensche Formel!). <«

Beispiel:
Wir betrachten die stiickweise linearen Spline-Funktionen

S:{UEC[O,l] |U[mi_1’mi] e Iy, iZl,...,N}

(IT; steht fiir die Polynome 1. Grades) beziiglich des Gitters

O=xg<1 <22 < ... <any=1

Offenbar ist v € S i.a. nicht im klassischen, wohl aber im schwachen Sinne differenzierbar,
denn mit ¢ € C§°(0,1) gilt

/vgp’d:ﬂzz / vy dx
0 i:1xi_1

N N—-1
_ Z B / U/QO de | + Z (U({L‘i)nnks o /U(xi)rcchts) CP(-Tz)
; =1

mit g(z) :=v'(z) Vo # z;. q

Beispiel:
Sei H : [-1,1] — IR gegeben durch
0 -1<z2<0

H(z) = (Heaviside-Funktion)
1 0<z<1
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Um zu priifen, ob H schwach differenzierbar ist, wéhlen wir ¢ € C§°(—1, 1) und berechnen
1 1
/an’ dx = O+/1 @' dx = (1) — ¢(0) = —p(0) =: —dpyp
21 0

Offenbar ist durch dpp = ¢(0) eine lineare Abbildung von C§°(—1,1) nach IR definiert.
Diese Abbildung heiBt Dirac’sche Delta-Distribution. &y ist als Abbildung von L?(—1,1)
nach IR nicht definiert und daher existiert auch kein g € L?(—1,1) mit der Eigenschaft
f_ll g dx = dpp. Die Heaviside-Funktion H ist daher nicht schwach differenzierbar. N

Wir erinnern an die Multiindex—Schreibweise 6° = W, Bi=1,...,n,|8] = k.
1 k

Definition 5.21 (Sobolevraum) Die Vervollstindigung von

X ={veC®)| (v,v)gm@) < oo}
beziiglich der vom Skalarprodukt

(v, w)gm () = Z (360,8610)

|BI<m

erzeugten Norm ist der Sobolevraum H™(S).

Satz 5.22 Der Sobolevraum H™(SY) besteht aus allen (Aquivalenzklassen von) Funktio-
nen v € L*(Q) mit schwachen Ableitungen

PveX(Q), |8l <m

H™(Q) ist ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

(v, W)m = Z (9Pv, 0%w)

|B|<m

Néheres erfihrt man von Alt [?] auf den Seiten 31 ff. und 78.

Bemerkung:
Nach Konstruktion ist C*°(2) N H™(Q) dicht in H™(2). N
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3. Randbedingungen im schwachen Sinn. Wir haben gesehen, dass Funktionen u € L?(£2)
nur bis auf (Lebesgue—)Nullmengen bestimmt sind. Der Rand 052 ist eine Nullmenge. Welchen
Sinn soll dann aber z.B. die Dirichlet—Randbedingung v|pg = 0 noch fiir Funktionen v €
H} () haben, die nicht in C(€2) liegen? Eine erste Antwort, némlich im Falle

Q=R" = {(z,y) |z e R" 1,y > 0}, nelN>2

mit dem Rand 99 = IR"~!, gibt der folgende Spursatz.

Satz 5.23 (Spursatz im Halbraum) Es sei Q = IR"}. Dann gibt es eine beschrinkte,
lineare Abbildung
tr: HY(Q) — L*(0Q)

mit der Figenschaft
trv = vlgq VYo e HY(Q)NC(Q)

Beweis:
Wir werden spéter sehen, dass fiir geniigend glatt berandete Gebiete der lineare Raum

X ={ulo |uve G5 (R")}
dicht in H'(Q) ist. Der Rand 92 = R"™* von Q = IR%. ist duBerst glatt. Wir setzen
trv = vlaq YveX
und wollen nun zeigen, dass fiir ein geeignetes ¢ > 0 die Abschitzung
[Itr vl 200y < cllvllgr o) Vv e X
besteht. Dazu sei v € X beliebig aber fest gewihlt.

1. Lokalisierung:

Wir konstruieren zunéchst eine Abschneidefunktion ¢ € X mit der Eigenschaft

() 1 0<y<
x, =
e(z,y 0 1<y

N=

V(z,y) € R}

Dann gilt fiir w := v € C®(IRY})

Y

w(z,0) = w(z,y) — /wy(:c,s) ds

0

Integration iiber y von 0 bis 1 liefert

1 1 Yy

w(z, 0) :/w(:c,y) dy—/l-/wy(x,s) dsdy

0 0 0
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0.5 1

Abbildung 5.3: Abschneidefunktion ¢

Die Produktregel ergibt
1 1
w(m,O)z/w ) dy — /1—ywymy)dy
0 0

Youngsche Ungleichung ((a + b)?

1 1 1
%(z,0) §2/12dy / (z,y) dy+2/1— dy/wz(x,y)dy
0 0 0

2
:2/w2(w,y) dy+§/w§(ﬂf,y) dy

Ry R

Integration tiber z liefert

/ w?(x,0) dm§2/w2(x,y) d(m,y)—|—2/w3($,y) d(z,y)

RrRn—1 ]Ri
also wegen trw = w\gmi
2 2
Htrw”L?(a]Rn) > (”wHLQ(IRi) + ||wy||L2(1R1))

2. Stabilitétsabschétzung fiir v € X
Einsetzen von w = vy liefert wegen ¢, ... =1
+

trw =tro

Weiter gilt

(z,y)ERTY
R R R

w? d(z,y) = / Pd(z,y) < max {e(z,y)} / v d(z,y) < |llz )

< 24 + 2b%) und Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefern
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und

[t = [ o +o0? diay)

R R

<2 / v +uig® d(z,y)

R

<9 2 2 . 2 2 Y
<2( max {630} ey + max (2@} ol Eany)

< CHUHiﬂ(]Ri)

Insgesamt folgt
HtTUHi%aQ) <c HUH?{l(m Yoe X . (5.10)
3. Dichteschluss:
Es sei v € H' (). Dann existiert eine Folge (vk),cp € X mit

v = vkl 10y = 0

Also ist (vk), e eine Cauchy—Folge in H'(Q2). Wegen

tr vk — trvjll 290y < clltrve — trojll g g

ist trux = vk, eine Cauchy-Folge in L?*(9<). Sei v* € L*(0€) ihr Grenzwert. Dann setzen wir
trv := v". Diese Definition ist unabhingig von der Wahl der Folge (vi), . (nachpriifen). Alle vy € X
geniigen der Abschiitzung (5.10). Grenziibergang liefert mit der Stetigkeit der Normen

HtrUHm(ag) < CHU”Hl(Q) Yoe H'(Q)
also die Stetigkeit von tr : H*(Q) — L*(Q). Um schlieBlich zu zeigen, dass

trv = vlaq Yo e HY(Q)NC((Q)

gilt, miissen wir noch zu jedem v € H'(Q) N C(Q) eine Folge (vk),cp € X konstruieren, die gegen v
konvergiert und zusétzlich die Eigenschaft

’Un‘(’}Q —>’U‘QQ in LQ(Q)
hat. Das technische Handwerkszeug dazu findet sich bei Alt [?] in den Abschnitten 2.9 und 2.12. O
Der Spursatz im Halbraum lésst sich auf Gebiete mit Lipschitz—Rand erweitern.

Definition 5.24 (Lipschitz—Rand) FEin beschrinktes Gebiet @ C IR"™ hat einen Lipschitz-
Rand falls es endlich viele offene Mengen O; und eine Zahl ¢ > 0 gibt, so dass fiir alle
x € 0 der Ball K (z) in einem gewissen O; liegt und O; N Q2 = O; N Q; gilt. Dabei ist

Q= {(z,y) e R" |z e R" ",y € R,y < pi(x)}
mit Lipschitz—stetigem @;, also
[pi(z1) — @i(w2)| < Llzy — 22

fiir eine feste (Lipschitz—)Konstante L € IR.
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Abbildung 5.4: Geschlitztes Kreisgebiet

Beispiel:
Der Rand 092 des geschlitzten Kreisgebiets in Abbildung ist nicht Lipschitz. Beachte: In

diesem Fall sind auch fiir v € C(2) die Randwerte v),, nicht ohne weiteres definiert (doppelte
Werte fiir y = 0,2 € (0,1))! q

Satz 5.25 (Spursatz im Lipschitz—Gebiet) Sei Q C IR"™ ein Gebiet mit Lipschitz—Rand.
Dann existiert zu jedem v € H'(Q) eine Folge (vg) e

(k) gen C {wlo [w e GG (IR™)}

mit der Figenschaft
v = lim v in H'(Q)

k—o0

Der Spuroperator tr: H'(Q) — L2(0S), ist durch

tro = lim vglaq in L2(09)
k—o0

wohldefiniert und beschrdnkt. Weiter gilt

trov = v|gq Vo e HY(Q) N C(Q)

Beweis:
Siehe Alt [?], Seite 190. O

Bemerkung:
Der Satz ldsst sich verschéarfen zu

b oll 3 o) < vl )

Der Sobolevraum (rationaler Ordnung!) H %(GQ) ist genau der richtige Spurraum, denn
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der Spuroperator tr : H(Q) — H%((?Q) ist surjektiv, d.h. zu jedem ¢ € H%(aﬁ) gibt es
mindestens ein v € H'(Q) mit der Eigenschaft trv = g. N

Wir kommen nun kurz auf Hg(Q) zuriick.

Satz 5.26 Der Teilraum
C5°() C Hy(Q)

liegt dicht in H}(S).

Wir hitten also Hg () auch direkt als Vervollstindigung von C§°(Q) beziiglich || - || y1(q)
definieren kénnen. Ublicherweise wird das auch so gemacht.

Bemerkung:
Offenbar gilt nach Satz|5.25

tro =20 Vo € HY ()
im Sinne des Spuroperators. Gleichbedeutend ist
HY Q) ={veH Q)| trv=0}
So sind also die Nullrandbedingungen zu verstehen. N
Wir haben gesehen, dass Funktionen v € H*(Q) zumindest fiir geniigend grofe k ein &hnli-

ches Verhalten zeigen wie stetige Funktionen (Randwerte). Das fiihrt auf die Frage, wie grof§
k > m sein muss, damit

ve HHN Q) = v e C™(N)

gilt. Antwort gibt der folgende Einbettungssatz

Satz 5.27 (Sobolevscher Einbettungssatz) Sei Q@ C IR" ein beschrinktes Gebiet mit
Lipschitz—Rand. Ist dann v € H*(Q) mit

k>m+ g , (5.11)
so folgt
veC™() (genauer, es existiertv € [v] N C™(Q))
und 5
sup [07v] < c|vl[gry  VIBI<m
€
Beweis:

Siehe Alt [?], Seite 244. O
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Bemerkung:
Es gilt somit HY(Q) C C(Q) falls n = 1. Da wir fiir n = 2 leider nur Gleichheit in ([5.11))
haben, ist das fiir n > 2 nicht mehr der Fall. Es gibt Gegenbeispiele (Ubung). N

Satz 5.28 (Auswahlsatz von Rellich) Sei Q C IR" ein beschrinktes Gebiet mit Lipschitz—
Rand. Ist dann (vg),epn C H™ Q) beschrinkt, also

el s < VEEN |

so eistiert eine Teilfolge (v, ) und ein v € H™TY(Q), so dass

kjE]N

vg; — v, fiir j—oo in H™(Q)

Beweis:

Fiir Funktionalanalytiker: H™*'(€2) ist reflexiv, also konvergiert eine Teilfolge (v ) k. en Schwach in H mH(Q)
J

gegen ein v € H™1(Q). Der Rest steht bei Alt [?], Seite 184. O

5.3 Schwache Losungen elliptischer Randwertprobleme

Als Losungsraum fiir unser Minimierungsproblem ([5.3)), bzw. fiir dessen Variationsformulie-
rung
ue H: a(u,v)=Iv) YveH

haben wir nun H = H{(Q) identifiziert. Um den Rieszschen Darstellungssatz anwenden
zu konnen, miissen wir sicherstellen, dass a(-,-) und [ die entsprechenden Voraussetzungen
erfiillen. Vorher vereinbaren wir die Abkiirzungen

[llm.a = lvlam@  lvloa = lviize)

Wenn klar ist, dass sich die Normen auf €2 beziehen, lassen wir das Rechengebiet im Index
manchmal weg. Aulerdem schreiben wir

n

(Ua w) - (vaw)L2(Q) (V’U, Vw) = Z(Ufk?wmk)
k=1

Lemma 5.29 Es sei f € L*(Q). Dann ist

l(v) = (f,v) (5.12)
ein beschrinktes Punktional auf H = H(Q) und es gilt |||z < || f]lo-

Beweis:
Die Schwarzsche Ungleichung liefert fiir v € Hg (Q)

L) < [ fllo [1ollg < W f 1l 0]l

und damit die Behauptung. O
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Lemma 5.30 (Poincaré-Friedrich’sche Ungleichung) Es sei Q beschrinkt und 0 < ap <
a(zr) < aj < oo fast dberall in . Dann gibt es ein vy > 0, so dass die Bilinearform

a(u,v) = /aVu - Vv dx (5.13)
Q

die Poincaré-Friedrich’sche Ungleichung
yllvll§ < a(v,0) Vo € Hy()

erfillt.

Beweis:
Wegen a(z) > ap > 0, fast iiberall, gilt

a(v,v) > ao/|Vv|2 dx
Q

Es reicht also, ein ¢ > 0 zu finden, so dass

l[olly < el IV 1[5 (5.14)

gilt. Wir wihlen nun ein offenes Quadrat Q = (a,b) x (a,b) mit Q C Q und setzen ein beliebiges aber festes
v € C§°(2) mit Null zu v € C§°(Q) fort. Dann ist

Tl

o(er,a2) - ola,2) + / vy (€, 2) dE = / v (€, 22) dE

a

Cauchy-Sch / : Vi :
y§ (/ 1? dac) . (/vil(g,xz) d§)

a

Integration liefert
b b
ol = [ [ o*er,02) d
a a

b b
< (b—a)g//vzl(&ﬂ@) dg dxz
<@b—a)’ || Vollls - 0

Als Korollar des Lemmas von Lax—Milgram erhalten wir nun das

Theorem 5.31 Es sei H = Hj(2) und a(u,v) = [,aVu- Vodz bzw. l(v) = (f,v) wie
oben gegeben durch (5.13) bzw. (5.12)). Dabei gelte 0 < ap < ax) < a1 < 00, fast tberall,
und f € L?(Q). Dann ist die Variationsaufgabe

we H: a(u,v)=1Iv) Yve H (5.15)
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eindeutig losbar und es gilt (mit v aus Lemma

1
lefl < =11 £llo
gl

Beweis:
Nach Lemma [5.29|ist [ € H’'. Weiter ist a(-, ) trivialerweise symmetrisch und bilinear. Nach Lemma [5.30[ und
wegen

la(v, w)| < a1/|Vv~Vw| dz
< o / fer | e | + 02 | 1025 ]

Cauchy-Schwarz in R2 l 2 o 1
< al/\vm o PYE - (e P o ) o

Cauchy-Schwarz in L2 () 9 2
< /w lomal) da | - /<|wz1\ T Jwaal?) da

Q

1
2

< o [l ||1 l[wlly
ist a(-,-) H-elliptisch. O
Bemerkung:
Nach Theorem [5.31|ist das Variationsproblem (5.15)) korrekt gestellt: Der Losungsoperator
f — w als Abbildung von L?(Q) nach H}(€) ist stetig. <
Bemerkung:

Ist die Losung von ([5.15) eine glatte Funktion, ndmlich u € C?(Q) N H{ (), so folgt mit der
Greenschen Formel, dass u auch klassische Losung des Randwertproblems
—div(aVu)=f in Q

5.16
u=20 auf 0f) ( )

ist. <

Definition 5.32 Die Lisung u des Variationsproblems (5.15) heifit schwache Ldsung des
Randwertproblems (5.16)).

Wir wollen nun die schwache Formulierung einiger anderer Randwertprobleme herleiten. Die
Bilinearform af(-,-) ist dabei jeweils so zu wéhlen, dass fiir geniigend glatte Losungen die
Greensche Formel wieder auf das urspriingliche Randwertproblem fiihrt.

Ist a(-,-) symmetrisch und positiv definit auf einem (bzgl. der Energienorm!) abgeschlossenen
Losungsraum H C H'(f2), so existiert eine eindeutig bestimmte schwache Losung (Riesz).
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Ist a(-,-) H-elliptisch im Sinne von (5.8, so brauchen wir die Symmetrie nicht und es reicht
aus, die Abgeschlossenheit von H beziiglich || - |1 zu kennen, und es folgt zusétzlich die
H'(Q)-Stabilitit (Lax—Milgram).

Beispiel:
Wir betrachten die schwache Form des Randwertproblems (5.16)) mit

il o2
a(x) = x
@ = (5 2@
Fiir jedes = € 2 sei a(x) eine symmetrische Matrix. Fiir die Eigenwerte A1 (z), A\2(z) gelte

0 <ag < Ai(x),A(x) < aq fast iiberall

Dann ist die Bilinearform
a(v,w) = /(aVv) -Vw dx
Q

HE(Q)—elliptisch. q
Beispiel:
Wir betrachten das Randwertproblem

—Au+p-Vu=f in Q
u=~0 auf 0

Die zugehorige schwache Formulierung fiithrt auf die Bilinearform

a(v,w) = (Vo,Vw)+ (8- Vo, w)
—— ~——

symmetrisch  nicht symmetrisch

Diese Bilinearform ist nicht symmetrisch, aber H}(2)-elliptisch (Ubung). N

Beispiel:
Wir betrachten das Randwertproblem

—Au+du=f in Q
0 (5.17)

%u:O auf Q

mit A > 0. Die zugehorige schwache Formulierung (5.15) fithrt auf die Bilinearform

a(v,w) = (Vv, Vw) + A(v,w)

und den Lésungsraum H = H'(Q). Offenbar ist a(v, w) H'(Q)-elliptisch fiir A > 0.

Im Gegensatz zu Dirichlet—-Randbedingungen sind Neumann—-Randbedingungen nicht durch
die Wahl eines Teilraums von H'(Q) erzwungen. Das kann auch nicht sein, denn Vu €
(L?(2))? hat keine Randwerte! Geniigend glatte Losungen des Variationsproblems erfiillen
aufgrund der Greenschen Formel automatisch homogene Neumann-Bedingungen (Ubung)!
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Wir betrachten noch kurz den Fall A = 0. a(v,w) = (Vv, Vw) ist nicht positiv definit auf
H1(9), denn
(Vo, Vw) = 0 Vw € H'(Q) <= v = const.

Wir identifizieren daher Funktionen, die sich nur um eine Konstante unterscheiden,

[v] = {w | w(xz) — v(x) = const., fast iiberall in Q}

Auf dem Quotientenraum H der so gebildeten Aquivalenzklassen [v] ist durch

a([v], [w]) = (Vv,Vw),  vev], we [w]
ein Skalarprodukt definiert. Durch f € L?(f2) ist genau dann ein lineares Funktional

I([v]) = /fv dz, v € [v]
Q

erklirt, wenn die (bereits bekannte!) Kompatibilidtsbedingung

Q/fd:sz

erfiillt ist. In diesem Fall hat das Variationsproblem

e H: aful,[o]) =U[v]) YveH
eine eindeutig bestimmte Losung [u]. Alle Funktionen u € [u] sind Losungen unseres Aus-
gangsproblems mit A = 0. N

Beispiel:

Wir wollen nun inhomogene Randbedingungen betrachten. Dazu sei dp U Oy = 0 eine
nichtiiberlappende Zerlegung des Randes in zwei Teilstiicke nichtverschwindender Lénge.
Vorgelegt sei das Randwertproblem

—Au=f in Q
ou
— =gy auf Oy
on

Eine schwache Formulierung (5.15|) erhélt man mit

a(v,w) :/VU-Vw dx
Q

und

l(v)—ﬂ/fvdx—l—/ngda

ON
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Als Losungsmenge bietet sich an
X ={ve H(Q)]| trg, v=gp}

Problem: X ist kein linearer Raum! Wir nehmen nun an, dass zumindest X # (), dass also
ein wy € HY(Q) mit der Eigenschaft

tro, wo = gp
existiert (Dies ist genau dann der Fall, wenn gp € H %(8,3)). Dann berechnen wir ug aus
up € H : a(ug,v) = l(v) — a(wo, v) Vv e H

mit dem Hilbertraum
H={ve HY Q)| trg, v =0}

und erhalten die (eindeutig bestimmte!) Losung u = ug + wy.
Wir haben gesehen, dass gp gewisse Bedingungen erfiillen muss. Welche Bedingungen an gy
sind fiir die Losbarkeit erforderlich? N
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6.1 Konstruktion von FE-Raumen
Wir betrachten die Variationsgleichung
ue€ H: a(u,v)=1(v) YveH (6.1)

mit einem abgeschlossenen Teilraum H C H'(Q), einer H—elliptischen Bilinearform a(-, ),
also
lollf < a(v,v) . la(v,w)] <Tllofullwly, Vo,we H

und [ € H'. Aus dem Céa-Lemma folgt sofort

Theorem 6.1 Sei S C H ein abgeschlossener Unterraum. Dann ist ug durch

us € S:  a(ug,v) =1(v) YVveS
eindeutig bestimmt, und es gilt

r
— < Zinf llu —
|lu —ugll; < 7;gs\lu vl

Bemerkung:
Diese Klasse von Néherungsverfahren heiit Galerkin—Verfahren. Ist a(-,-) symmetrisch,
spricht man von Ritz—Galerkin—Verfahren. <

Als Ansatzraum S wollen wir finite Elemente wahlen.

Definition 6.2 Es sei Q C IR? polygonal berandet. Eine Menge T von Dreiecken t heifit dann
Triangulierung von Q, falls gilt

(i) Q= Jt
teT

(i) Der Schnitt zweier Dreiecke aus T ist entweder eine gemeinsame Kante, ein gemein-
samer Eckpunkt oder leer.

Die Menge aller inneren Kanten heifit E7. Die Menge aller inneren Eckpunkte heifit N7

Definition 6.3 Es bezeichne 11, die Menge aller Polynome m-ter Ordnung. Dann ist

S .= weC@)|v,ell, VteT}.

79
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£ LY

erlaubt verboten

Abbildung 6.1: Triangulierung und verbotene Dreieckszerlegung

der Raum der (polynomialen) finiten Elemente m-ter Ordnung (beziiglich der Triangulierung

T).

Bemerkung:
Abgesehen von trivialen Fillen ist S ¢ C1 (©). Im Falle m = 1,2,3,..., spricht man von
(stiickweise) linearen, quadratischen, kubischen, ... finiten Elementen. <

Um eine Basis von S zu konstruieren, wollen wir zunéichst kliren, wie sich ein Polynom
P €11, festlegen lisst.

k=1 k=2 k=3

Abbildung 6.2: Knoten

Lemma 6.4 Seim > 0. In einem Dreieck t seien auf m + 1 parallelen Linien insgesamt

(m+1)(m+2)
2

s=1+2+4--+(m+1)=

Knoten NU™(t) = {21, 2, ..., 25} angeordnet, wie in Abbildung dargestellt. Dann hat die
Interpolationsaufgabe

prPell,: P(z)=PF; Vi=1,...,s

fiir alle Knotenwerte P; eine eindeutig bestimmte Lidsung.

Beweis:

Vollstédndige Induktion:

Der Fall m = 0 ist klar. Sei die Behauptung fiir m — 1 > 0 erfiillt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
liege die Kante mit den Knoten z1, z2,...,zm+1 auf der x—Achse. Die dariiberliegenden Linien sind dann
{(z,y) | y = yi}, mit positiven y, € R, k = 1,...,m. Die univariate Interpolationsaufgabe

Py ell,, : Po(ZZ):PZ Yi=1,....m+1
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hat bekanntlich fiir alle P; eine eindeutig bestimmte Losung, die wir, z.B. konstant in y-Richtung, auf ganz
IR? fortsetzen kénnen. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es ferner genau ein Qo € II,,,_1 mit der Eigenschaft

1
Qo(zi):y—(Pi—Po(zi)) Vi=m-+2,...,8
ki

Dabei bezeichnet k; jeweils die Linie, auf der der Knoten z; liegt. Dann ist P(x,y) = Po(z,y) + yQo(x,y)
eindeutig bestimmte Losung. i

Wir betrachten nun wieder die gesamte Triangulierung 7.

Korollar 6.5 Es set
N(m) — U N ().

teT

Dann hat die Interpolationsaufgabe

ve s . v(p) = vp vp e N (6.2)
fiir alle Knotenwerte v, eine eindeutig bestimmte Liosung.

Beweis:
Fiir jedes Dreieck t € T ist P € I, durch

P, ell,, : Pi(p)=v, VpetnN™
eindeutig bestimmt. Da alle Eckpunkte Knoten sind, haben die zu angrenzenden Dreiecken gehorigen Po-

lynome dort den gleichen Wert. Falls zwei Dreiecke t1, t2 die gemeinsame Kante e = ¢; N t2 haben, gilt
P;, (z) = P, (z) Yz € e = t1 Nt2, da auf jeder Kante m + 1 Knoten liegen. Damit ist durch

v(z) = Py(x) falls x € ¢

eine Funktion v € (™ gegeben, die offenbar die Interpolationsbedingungen erfiillt, also Losung von (6.2]) ist.
Die Eindeutigkeit folgt durch Widerspruchsbeweis. O

Im Fall m =1 ist

ND = {p|p € Q ist Eckpunkt eines Dreiecks t € T}

Definition 6.6 Durch Losung der Interpolationsaufgaben

MpeSM™ . N(g)=108,, VYge N (Kronecker—)

fiir jedes p € N™ erhilt man die Knotenbasis
A = {3, | p e AT},

von S™ . Ist p Eckpunkt von t so heifit Aple € I, Formfunktion.
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1D 2D

Abbildung 6.3: Knotenbasisfunktionen fiir m = 1

Bemerkung:
Um diese Bezeichnung zu rechtfertigen, miissen wir nachpriifen, ob A(™) iiberhaupt eine
Basis ist. Offenbar hat jedes v € S die Darstellung

v = Z v(p)Ap

peN(m)

Die Eindeutigkeit folgt aus Korollar Im linearen Fall (m=1) sind Knotenbasisfunktionen
in Abbildung illustriert. N

Wir betrachten nun unsere Variationsgleichung (6.1)) im Falle H = H}(Q), einer H{(Q)-
elliptischen Bilinearform a(-,-) und I € H'. Zum Beispiel erfiillen bekanntlich

a(v,w) = (aVv,Vw) = /aVv -Vw dx
Q

mit 0 < ap < a(z) < ag < oo f.ii. auf 2, und

1) = (f0) = [ fvda

Q

mit f € L?(Q) diese Voraussetzungen. Zur Approximation der Lésung u unseres Modellpro-
blems (|6.1]) wihlen wir nun

Sy = {v e 8 | v|pq = 0} (6.3)

Der Diskretisierungsparameter h,

h = maxdiamt,
teTh

beschreibt die Feinheit des Gitters. Oft nennt man A auch Schrittweite.
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Satz 6.7 S), ist ein abgeschlossener Teilraum von HE(SY).

Beweis:
Ubung. O

Anwendung des Ritz—Galerkin—Verfahrens entsprechend Theorem liefert die Variations-
gleichung

up € Sp, : a(up,v) = 1(v) YoeS, . (6.4)
Bezeichnet
Ny, = N A Q
die Menge der inneren Knoten von 7y, so ist offenbar

Ap = A" N HG(Q) = {A [ p € Ny}

die Knotenbasis von Sy, denn die Werte in den Randknoten sind durch die Randbedingungen
festgelegt. Einsetzen der Knotenbasisdarstellung

up, = Z UpAp

peENH

und von v = g, ¢ € Ny, liefert das lineare Gleichungssystem

Z a(Ap, Ag)up = 1(Aq) Vg € N,
PEN:

fiir die unbekannten Koeffizienten u, = u(p). Mit den Definitionen

A = (ap,q)p.gens ap,q = a(Ag, Ap)
b= (bp)pef\fh bp = l()‘p)
U= (UP)PENh

liasst sich das Variationsproblem (6.4)) als dquivalentes Gleichungssystem

AU =b (6.5)

schreiben. Wir notieren hier nur ein paar grundlegende Figenschaften von A.
Satz 6.8 Ist die Bilinearform a(-,-) elliptisch, so ist A positiv definit. Ist die Bilinearform
a(-,-) symmetrisch, so ist auch A symmetrisch.

Beweis:
Ubung m]

Wir kommen spiter auf die Losung des (grofien!) Gleichungssystems (6.5]) zuriick und kiim-
mern uns zunichst um die Konvergenz des Verfahrens.
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6.2 Fehlerabschatzungen

6.2.1 Fehlerabschitzung in der H'-Norm

Wir wollen wissen, wie sich der

Diskretisierungsfehler: ||u — upl|,

verhilt, wenn wir H}(Q) durch S, ¢ S0 (siehe (6.3)) approximieren. Nach Theorem
reicht es dazu , den

Approzimationsfehler: inf |lu — vl|;
vESH

abzuschéitzen. Wir wollen dies zunéchst im einfachst moglichen Fall, ndmlich fiir
m=1, Q=(a,b)CR
tun. Aus 7}, erhalten wir dann das Gitter
a=rg<x1<...<axy_1<zTN=Db

und wir setzen

ti = [xi—1, @), hi = x; — i1, h= max h;
i=1,...,

Sy, bezeichnet dann den Raum der stetigen, stiickweise linearen Funktionen. Die folgenden
Schluiweisen sind so angelegt, dass sie auf den zwei— und dreidimensionalen Fall iibertragbar
sind.

Satz 6.9 Fiir jedes u € H}(Q) gilt

inf ||lu—wv|; =0
veSH

fir h — 0.

Beweis:
Ubung. a

Bemerkupg:
Aus Satz (6.9 folgt sofort mit dem Céa-Lemma |5.16| die Konvergenz

Hu — uhH1 —0

der FE-Approximationen uy, fiir h — 0. Beachte, dass dazu aufler den Voraussetzungen aus
dem Existenz— und Eindeutigkeitssatz keine zusdtzlichen Regularititsannahmen nétig
sind! <
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Wir wollen nun wissen, wie schnell die Ndhrungslosungen konvergieren. Um entsprechende
schirferen Aussagen machen zu konnen, ben6tigen wir die

Regularititsvoraussetzung: v € H*(a,b).

Nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz ist
H?*(a,b) C Cla,b]
mit stetiger Einbettung. (Dies ist auch in zwei— und drei Raumdimensionen richtig, nicht

aber in vier!) Damit ist wegen Korollar der Interpolationsoperator I, : H*(Q) — Sy
durch

IywesSy: Inv(x;) = v(xy) Vi=0,...,N

wohldefiniert. Offenbar gilt
inf [lu —oll; < [lu— Thul,,
vESH

Es reicht also, den

Interpolationsfehler: |lu — Ipul,

abzuschétzen. Das geschieht in vier Schritten.

e 1. Schritt: Lokalisierung. Aus der Additivitdt von Integralen folgt

N
lu = Inullig =D llu— Inu
i=1

‘2
1,t;

e 2. Schritt: Transformation auf das Einheitsintervall. Fiir jedes feste ¢ transfor-
mieren wir das Einheitsintervall T' = [0, 1] affin auf ¢; geméf

ti=F(T), a=F&)=xi1+h& E=F'a)=h"(z—2i1)

und setzen
0(6) = v(Fi(€)) =v(x) Vo€ H(t;)
Nach der Transformationsregel fiir Integrale gilt

Ty

1
ol s, = [ o) de = [ ot dg = nalols
0

Ti—1
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Die Kettenregel liefert

dv dv, .dx
N b oL h
©) = FO = T@F = ha'@
und daher
2 12

HUIHO,ti =h; o' 0T

Fiir h; <1 gilt also
loli, <hitlolir Vo HXt:) . (6.6)

Strengenommen haben wir diese Abschitzung nur fiir im klassichen Sinne differenzier-
bare Funktionen gezeigt (punktweise Anwendung der Kettenregel). Die Giiltigkeit der
obigen Transformationsregel fiir alle v € H?(t;) folgt dann mit einem Dichteschiuf
(ausfiihrlich im néchsten Schritt).

3. Schritt: Lokaler Interpolationsfehler. Anwendung der Transformationsregel

auf v = u — Iu liefert
lu— Thul§,, < byt — T3 ¢

wobei
Iv(z) =v(0) + (v(1) —v(0))z v e H*(T)
den Interpolationsoperator auf dem Referenzintervall T bezeichnet. Wir wollen nun die
Abschétzung

lv—Do|2p <c|o”|2,  Yve HXT) (6.7)
mit ¢ = %(8 + 24/3) beweisen. Beweistechnik: Wir weisen die Abschiitzung erst fiir

Funktionen aus einem dichten Teilraum glatter Funktionen nach und erweitern deren
Giiltigkeit dann mittels Dichteschluf.

Bekanntlich ist X = {¢|r | ¢ € C°(IR)} € H?(T) dicht. Sei also ¢ € X beliebig, aber
fest gewahlt. Taylor—Entwicklung liefert

xT

o(x) = p(0) + ¢ (0) + / (& — 2)"(2) dz
0

Einsetzen dieser Darstellung fiir ¢(z) und (1) ergibt

gp(x)—fga(x):/(x—z dz—q:/ll—z dz
0
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Mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung erhélt man

1/ 1
|<p—f<p|]%7T:/ /(x—z dz—x/l—z dz | dx
0 \0o 0
1 x 3/
§/ /(:U—z)2 dz /g@”(z)2 dz
0 0 0

[
[SIE

1 1
+ x /(1 —2)? dz /(p"(z)2 dz dx
0 0

1
§40/1—z /go(z)de

4
LI,

Nach bekannten Differentiationsregeln gilt

x 1
(0 - 1)/ () = (z — 2)" () + / o'(2) dz — / (1- 2)¢"(2) dz.
0 0

Daraus erhilt man dhnlich wie oben
~ /
(e = To) 157 < 1+ V32l I 1

Insgesamt folgt
lle — I‘PH1T %(8+2\[)\|80”||0T

Es folgt der Dichteschlufl. Dazu sei v € H?(T) beliebig, aber fest gewihlt. Da X C
H?(T), dicht, gibt es eine Folge (¢ )renw C X, die in H?(T) gegen v konvergiert, also

lv = @kllgr =0, k= o0

Aus dem Einbettungsresultat Satz wissen wir auerdem, dass

IFollr < V5 max [o(@)| < Clluly o & HA(T)
z€|0, ’
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gilt. Insgesamt folgt nun mit der Dreiecksungleichung

HU - fUHLT < ||90k - —fsﬁk”lT + ||1} - SOkHl,T + HI(QOk — U)HLT
<Ve|billor + A+ C) o = rllor

Grenziibergang k — oo liefert die Behauptung (6.7)).

e 4. Schritt: Riicktransformation. Wie oben zeigt man mittels Kettenregel, dass

=1 I,

}A/l

‘OT

Jetzt konnen wir alles zusammenbauen, um die gewiinschte Abschétzung des Interpo-
lationsfehlers zu erhalten

N
lu—Inulf g =Y llu— I,
=1
N
< Ml — Tag|}
=1

A//

N

< CZ hi_1
i=1
N

= Czhflh? Hu”Hé,ti
i=1

< ch?[|u" 5,

‘OT

Damit haben wir unter der Regularititsvoraussetzung u € H?(Q) die a priori Fehlerabschiit-
2ung

|u—uplly < chllu"llo < ehflulls

mit ¢ = /c['/y bewiesen. Dieses Resultat lisst sich auf den Fall m > 1 und Q C IR?
erweitern. Analog zur Transformation auf das Einheitsintervall spielt beim Beweis die affine
Transformation F; auf des Einheitsdreiecks mit Eckpunkten (0, 0), (1,0) und (0,1) auf ¢ € 7p,
eine zentrale Rolle. Diese Transformation ist singulédr, wenn ¢ zu einem Intervall entartet.
Der Grad der Entartung eines Dreiecks ¢ € 7}, wird durch das Verhéltnis von Umkeisradius
ry zum Innkreisradius g; beschrieben. Das schlechtestmégliche Verhéltnis

Tt

— -t 6.8
"R o
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Abbildung 6.4: Innen- und Umkreisradius g; und r; eines Dreiecks.

nennt man Formregqularitit oder kurz Regularitdt von Ty,.

Nun koénnen wir unseren zentralen Approximationssatz formulieren.

Theorem 6.10 Es seim > 1, h klein genug und v € HY(Q) N H™H(Q), Q c R%. Dann gilt
die a priori Abschdtzung

lu —unlly < conh™ [ulypyrs lulpey = Y 10%ullo
|Bl=m+1

mit oy, aus .

Beweis:

Der Beweis erfolgt analog zum 1-D Fall. Im Fall m=1 wird nur die affine Transformation technisch etwas
aufwendiger. Um den allgemeinen Fall m > 1 zu behandeln, muss man bei der Abschitzung des Interpola-
tionsfehlers auf dem Referenzdreieck etwas geschickter vorgehen (Stichwort: Bramble-Hilbert—-Lemma) Eine
ausfiihrliche Darstellung findet sich zum Beispiel auf Kapitel II, Paragraph 6 im Buch von Braess [?]. O

Wollen wir die Losung w € H(Q) N H™(Q) durch eine Folge von Triangulierungen Ty,
h € H ={hy > hy > ...} immer genauer approximieren, so miissen wir darauf achten, dass
oy, beschrinkt bleibt.

Definition 6.11 Sei 7, h € H = {h1 > ha > ...} eine Familie von Triangulierungen mit
immer kleiner werdenden Schrittweiten. Dann heifit die Folge (Tp)nen formreguldr oder kurz
requldr, falls es eine Zahl o > 0 gibt, so dass

supop < o
heH

gilt.



90 6 Finite Elemente

Offenbar ist (7p,)nen genau dann reguldr, wenn die Innenwinkel der Triangulierungen 7
gleichméflig nach unten beschréinkt sind. Dann gilt offenbar

lu —unlly = O(R™),
falls u € H () N H™T1(Q). Achtung: Unsere Beweistechnik liefert nicht

u€Hy(Q) = |u—ullg=0(h)

6.2.2 Fehlerabschitzung in der L>-Norm

Sei von nun an m = 1. Aus Theorem kénnen wir fiir den L?-Fehler der Approximation
nur schlielen, dass dieser von der Ordnung h ist. Wir zeigen jetzt auf andere Weise, dass
unter gewissen Voraussetzungen sogar

we H(Q) = |u—wul, =0 (h?)
gilt.

Satz 6.12 Sei T, h € H eine regulire Familie von Triangulierungen. Das sogenannte duale
Problem

we HYQ) :  alv,w) = (g,v) Vo € HY(Q) (6.9)

sei H*-regulir, d.h. |w||y < c|lglly- Dann gilt

lu = unllg < chflu = unll; -

Ist das Ausgangsproblem auch H?-requlir, so gilt sogar

lu = unlly < ch® |1 £llo -

Beweis:
(Nitsche-Trick, Aubin(67)-Nitsche(68)-Lemma)

1) Duales Problem:
Lose das duale Problem fiir g = v — up. Dann folgt

a(v,w) = (u—un,v) Yo € Hy(Q)
Finite-Elemente-Approximation von w
wp € Sy ¢ alv,wn) = (u— up,v) Yv € S,
Fehlerabschiitzung (w € H?(Q) N Hg (Q) gilt nach Voraussetzung!)

llw = will, < chlwls < chllglly = chllu— unll,
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2) Orthogonalitét:

Es gilt bekanntlich
a(u — up,v) =0 Yv € S,

3) Einsetzen von v = u — up:

[|lu — uh||(2) = (u— up,u — up) = a(u — up, w)
=a(u — up,w — wy) (Orthogonalitit)
ST u =l [w —wall,

STlu—unlly chllu—unlly

und es folgt der erste Teil der Behauptung. Der zweite folgt direkt aus

Hu - UhH1 <ch Hf”o

fiir H2-regulére Probleme. O

6.2.3 Adaptive Gitterverfeinerung

Wir wollen kurz die Konstruktion einer Folge von formreguléren Triangulierungen (73)nen
andiskutieren. Dafiir miissen wir als erstes eine

Ausgangstriangulierung Ty

erzeugen. Bei einfachen Geometrien (Einheitsquadrat) kann man das von Hand tun. Fiir kom-
plexere Fille stehen Standardtechniken, wie z.B. advancing front methods oder Delaunay—
Verfahren zur Verfiigung. Einzelheiten finden sich bei George [?, ?]. Es soll nicht verschwiegen
werden, dass diese Techniken fiir spezielle Anwendungen mit Multiskalengebieten (Halblei-
ter, Menschen mit Adern, porose Medien mit Kliiften, ... ) unbefriedigende Ergebnisse liefern
(viel zu viele Gitterpunkte) und vor allem in drei Raumdimensionen noch viele offene Fragen
bestehen.

Abbildung 6.5: Reguldre Verfeinerung eines Dreiecks

Die Ausgangstriangulierung wollen wir verfeinern. Ein zu verfeinerndes Dreieck wollen wir
dazu in 4 #hnliche Teildreiecke unterteilen (vgl. Abb.[6.5). Dabei &ndern sich die Innenwinkel
nicht. Man spricht daher von einer reguldren Verfeinerung
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Abbildung 6.6: Irreguldrer Abschlufl

Wenn man nicht alle Dreiecke unterteilen will, muss man irgendwo aufhoren. Um “héngende
Knoten” zu vermeiden, kann man irreguldre Abschliisse einfithren, wie in Abb.[6.6|dargestellt.
Offenbar werden dabei die Innenwinkel halbiert.

Abbildung 6.7: Degenerierte Dreiecke durch mehrfache irreguldre Abschliisse

Fortgesetztes Halbieren fiihrt auf degenerierende Dreiecke (siehe Abb. . Aus diesem
Grund hat R.E. Bank schon Anfang der achtziger Jahre vorgeschlagen, irreguldre Verfei-
nerungen vor jedem neuen Verfeinerungsschritt riickgéngig zu machen und nie ein Dreieck
mehr als einmal irregulér zu verfeinern.

Insgesamt erhélt man so folgenden

Verfeinerungsalgorithmus (vergl. Abb.
Gegeben sei die Triangulierung T, k > 0,

1) Falls k£ > 0 16sche alle irreguléren Abschliisse

2) Markiere eine Teilmenge von 7;, zur Verfeinerung

Abbildung 6.8: Verfeinerung ohne mehrfache irregulidre Abschliisse
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Ausgangstriangulierung Ty, 7 :=0 ‘

Diskretisierung bez. T; ‘

Lokale Verfeinerung
Tis1:= Ref(T)) ‘ Losung des disk. Problems
j=7+1
nein Fehler < TOL

ja
O

Abbildung 6.9: Adaptives Finite-Elemente-Verfahren

3) Verfeinere alle markierten Dreiecke regulir

4) Verfeinere alle Dreiecke mit mehr als einer verfeinerten Kante oder mit doppelt verfei-
nerter Kante regulér

5) Verfeinere alle Dreiecke mit verfeinertem Nachbar irregulér.

Dieser Algorithmus terminiert (Ubung). Natiirlich méchte man die zu markierenden Dreiecke
so auswéhlen, dass

moglichst hohe Approximationsgenauigkeit
bei moglichst niedriger Knotenanzahl

erreicht wird. Man mdochte also da verfeinern, wo es sich lohnt.
Zur Auswahl der entsprechenden Dreiecke bendtigt man geeignete Verfeinerungsindikatoren.
Ein moglicher Indikator ist der

lokale Fehler: |ju — 4,

wobel 4 € S, typischerweise eine Approximation von uy € Si darstellt, die man z.B. durch
néherungsweise Losung des entsprechenden lineraren Gleichungssystems erhélt. Natiirlich
ist der lokale Fehler numerisch nicht zugénglich, und muss durch geeignete a posteriori Feh-
lerschétzungen ersetzt werden, die man auf der Basis von 4 berechnen kann. Wir verweisen
beispielsweise hier auf Kapitel 111, Paragraph 7 im Buch von Braess [?]. Der gesamte adaptive
Losungsprozess ist in Abb. dargestellt.
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6.3 Kondition der Steifigkeitsmatrix und Fourier—Methode
Wir betrachten wieder das Modellproblem
we HJ(Q): alu,v)=1v) Vo€ HI(Q) (6.10)
und setzen voraus, dass | € (H}(Q)) und a(-,-) elliptisch und symmetrisch ist, z.B.
a(v,w) = /aVv -Vw dx
Q

Diskretisierung mit linearen finiten Elementen (m = 1) beziiglich einer reguliren Folge von
Triangulierungen (7;,)nen fithrt auf das diskrete Problem

up € Sp: alup,v) =1(v) YoeS, . (6.11)
Dies ldsst sich als lineares Gleichungssystem

AU =b (6.12)
fiir den unbekannten Koeffizientenvektor
U= (up)pej\fh
mit
up, = Z UpAp
peMl

formulieren. Dabei ist Ap, = {\,, p € N},} die Knotenbasis. Steifigkeitsmatrix A und rechte
Seite b sind bekanntlich gegeben durch

A= (a(Ap: Ad))pgens, » 0= UA0))pens,

Wir verwenden von nun an den kanonischen Isomorphismus

v= Z vpAp — U= (vp)pen;, € R™
peEN,

und bezeichnen das euklidische Skalarprodukt mit

(v, w) = Z UpWp

pEN},
Dann hat die Steifigkeitsmatrix A die Eigenschaft

a(w,v) = (Aw, v) Yv € S,
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und b € IR™ ist die entsprechende Darstellung von [
l(v) = (bv) Yve S

Wenn keine Gefahr der Verwechselung besteht, verzichten wir bei Vektoren v € IR™ auf das
Unterstreichen.

Ziel: Bestimme mit maglichst wenig Rechenoperationen und mdglichst wenig Speicher ein
% € Sy, oder, dquivalent, ein @ € IR™, so dass

@ —upll; <ch . (6.13)

Bemerkung:
Optimal wire ein Verfahren, welches (6.13) nach O (np,) Operationen mit O (ny) Speicher
erreicht, denn selbst fiir eine Diagonalmatrix A hétte man diesen Aufwand. N

Bemerkung:
Naive Anwendung des Gauf’schen Algorithmus’ erfordert O (n%) Rechenoperationen. <

Bevor wir an die Entwicklung speziell angepafiter linearer Loser gehen, wollen wir in diesem
Kapitel einige grundlegende Eigenschaften von A studieren. Vorher erinnern wir kurz an
einige Grundlagen aus der linearen Algebra.

Lemma 6.13 Sei A € R™" symmetrisch und positiv definit (s.p.d.). Dann ezistiert eine
Orthogonalbasis von IR™ aus Eigen})ektoren e; zu positiven Figenwerten p;, 1 = 1,...,n.
Weiter gibt es eine s.p.d.—Matriz A2 € R™™ mit der Eigenschaft

=A

NI

Az A

Beweis: .
Wir zeigen nur die Existenz von A2. Es sei T' = (e1 ...ey) (spaltenweise). Dann folgt

D =T"'AT, D = diag(p, ..., fin), wi>0i=1,....n

1 1
Wir setzen D2 = (g, ..., p2). Offenbar gilt D2D2 = D. SchlieBlich setzen wir

und es folgt die Behauptung. 0
Lemma 6.14 Sei B € R™" s.p.d. Dann wird durch

(v,w)p = (Bv,w)
ein Skalarprodukt auf IR™ definiert. Ist weiter A € IR™™ regulir und symmetrisch beziiglich

(-,)p, d.h.
(Av,w)p = (v, Aw)p
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so gilt
<AU)U>B
max(A) = max
Hmax(A) v£0 (v,v)p
(Av,v)p
min(4) = min
Hanin () v£0 (v,v)p
Beweis:

Die erste Aussage ist trivial.
Wir betrachten zunéchst den Fall B = I (Einheitsmatrix). Einsetzen der Orthonormalbasisdarstellung

n
v = E Vi€q
=1

aus Lemma [6.13 liefert . )
<A’U, ’U> _ Zi:l HiV5 <ei7 ei) < Mmax(A)
(v,v) (v,v) -

Gleichheit erhilt man fiir v = emax. Die Darstellung von pmin(A) folgt aus

(Av,v)  (w,w) 1 o
o0 = T ) 2 (A7) = e ()

mit w = AZv.
Sei nun B s.p.d. Aus der Symmetrie von A beziiglich (-, -)p folgt

(B%ABf%v,uO = (ABiév,Bféwﬁg = (37%071437%11))5 = (U,B%A37%w> ,

also die Symmetrie von B 3AB”? beziiglich des Euklidischen Skalarprodukts. Diese Matrix hat offenbar
dieselben Eigenwerte wie A und es gilt

(Av,v)B (B%ABféw,w)

(v,v)B (w, w)
mit w = B2v. Nun folgen die Behauptungen aus den entsprechenden Aussagen im Falle B = I. ad
Bemerkung:
Der Quotient
(Av,v)p
<U7 v>B
heifit Rayleigh—Quotient. <

Von nun an bedeutet A wieder die Steifigkeitsmatrix (beziiglich der Knotenbasis).

Satz 6.15 Die Steifigkeitsmatriz A ist symmetrisch und positiv definit. Die Anzahl der von
0 verschiedenen Elemente in jeder Zeile von A ist gleichmdflig in h beschrdnkt (A ist schwach
besetzt ).

Beweis:
Ubung. m]

Folgerung 6.16 Die Auswertung von Av erfordert O(ny) Punktoperationen.
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Satz 6.17 Die Kondition k(A) geniigt den Abschitzungen

1 A
—— < k(4) = 7Mmax( ) <ch™?
o(1) fmin (A)

Beweis:
1) Es gilt
Av,v) a(v, v)
el B T T <
denn

oI}, < cllollf p < C*(p1) + v (p2) +v*(ps))

(6.14)

wobei t = (p1, p2, p3). Aufsummieren gibt (wegen der Regulariit von 7!) die obige Abschétzung.

2) Es gilt

Nmin(A) = <A£’ Q> in G(U,U)

Fiir jedes t = (p1,p2,p3) € T gilt

v (p1) + 07 (p2) + 0% (ps) < € [0] 72y < ch7? o]l

und Aufsummieren liefert
w* <ch™ ol

also
,umin(A) 2 Ch2

3) Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir an, dass es ein € > 0 gibt, so dass

a(v,v) > e Yve Sy, VheH

min 5 - =m 5 =
veR™ |y v€Sn o] v

richtig ist. Dann wihlen wir ¢ € C§°(Q)N Hg () so, dass fiir einen Kreis K C Q mit positivem Radius

plz)=1 VzeK

gilt und setzen v := Irp € Sp (Interpolation). Dann ist

[v? > MW N K| > oo fiir h— oo

aber

a(v,v) < T [T} < 2T (IIne — ¢l + llell) < const. VheH

Widerspruch.

Bemerkung:

Die obere Abschétzung in (6.14) ist scharf. Wir werden weiter unten ein Beispiel angeben,

in dem x(A) = O(h™2) gilt.

Bemerkung:

<

Aus Satz [6.17| folgt insbesondere, dass Rundungsfehler beim direkten Losen unseres Glei-
chungssystems mit A — 0 beliebig grofl werden kénnen. Dies macht natiirlich erhebliche

Schwierigkeiten bei der direkten Losung von (6.12)).

<
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Es ist von entscheidender Bedeutung, dass die Kondition der Steifigkeitsmatrix von der Wahl
der zugrundeliegenden Basis von S, abhéngt.

Satz 6.18 Sei Ay, = {\, |p € N},} eine Basis von Sj, und

v = Z Bpp = B = (Dp)pens,
peEN},

der entsprechende Isomorphismus, sowie A die Steifigkeitsmatriz beziglich f\h, also

alv,w) = (Ad, @)  Vwesy,

Sei TT die Transformationsmatriz von Ap, nach Ay, also

Ap = Z TopAq
qeN,
Dann gilt
A=TTAT

Beweis:
Einsetzen liefert

v=) b= D 0y > Typhg

PEN, pEN),  qEN},

=Y (Z quﬁp> Ao

qEN}), \PEN},

also

S
I
~
|

Aus der Darstellung von A folgt
(A, @) = a(v,w) = (Av,w) = (T" AT%, )

und damit die Behauptung. a

Da A symmetrisch und positiv definit ist, gibt es eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren
e, zu Eigenwerten (i, p € Ny, von A. Wegen

alep, eq) = (Aey, e0) = fipep €y)

sind die entsprechenden Funktionen e, € Sp, p € Nj, dann orthogonal beziiglich dem
Energie-Skalarprodukt a(-, -), kurz a—orthogonal.

Korollar 6.19 Wihlt man zur Darstellung von uy, € Sy die a—Orthonormalbasis
“ 1
A

= e
P T "
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von Sy, so erhdlt man die Steifigkeitsmatrix

A=T
Beweis:
Es gilt
a, . =a(Ap, A )*(LAe Le y=29
Zp.q Py Nq \/E =p) ,Ulqiq p.q . O

In Spezialféllen kann man die Eigenwerte 1, und Eigenvektoren e, tatsdchlich explizit an-
geben. Wir betrachten dazu

a(v,w) :/VU~V1U dx
Q

mit © = (0,1) x (0,1) und 7}, wie in Abbildung Schrittweite h = -1, Anzahl der
Unbekannten nj, = (m — 1)2.

Abbildung 6.10: Einheitsquadrat 2 mit Tensorgitter 7y,

Die Knotenpunkte
pij = (ih, jh)

werden zeilenweise numeriert. Damit erhilt der Unbekanntenvektor U die Gestalt

U
U = (up)pens, = (Up;;)ij=1..m-1 = :
Um—l
mit Vektoren U; = (upij)i:L...,mfl'
Die Steifigkeitsmatrix A hat die Blocktridiagonalgestalt
Ay —Ip
I, A, —In
A= . (6.15)
—In Anm —In

I, An
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mit den (m — 1) x (m — 1)-Matrizen

4 -1

|
—
I
O =
_ O

Satz 6.20 Die Figenvektoren e;; und die zugehirigen Eigenwerte p;; von A sind gegeben

durch
(€ij)ix = sin(imlh) - sin(jmkh)

pij =4 (sinQ(igh) + sin2(j%h))

Beweis:
Sei w? = —1. Mit der Moivre’schen Formel folgt

we

e_ww)

sin p = i (e

cos p = % (e +e7%)

Weiter gilt

1 —cosp= 2 sin’ %
Wegen
_ewim(=Dh  gowinlh _ wir(+Dh _ wirlh (7efwi7rh 192 ewiﬂ'h)
= 2¢*"™" (1 — cos(imh))
= 4e@imih sin2(iﬁh)
2
gilt

—sin(in(l — 1)h) + 2sin(inlh) — sin(in(l + 1)h) = 4sin’ (zgh) sin(imwlh)

Insbesondere sind damit
e; = (sin(imlh)),_y ., € R™ ', Wi = 4sin2(igh)

Eigenvektoren und Eigenwerte der (m — 1) x (m — 1)-Matrix B
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Wir schreiben e;; als Blockvektor

€ij = ,  Ey =sin(jrkh) - e;
Emfl

Blockweise Auswertung von Ae;; liefert dann im k—ten Block
(Aeij)k = —Ep—1+ AnEr — Ep1
=—Fy 1+ 2E,+ BE;, — Ex1
= (—sin(jm(k — 1)h) + 2sin(jmkh) — sin(jw(k + 1)h)) e; + sin(jnkh)Be;
= 4sin® (jgh) sin(jwkh)e; + 4sin2(igh) sin(jrkh)e;

=4 (sinz(igh) + sinQ(jgh)) Ex

Das ist gerade die Behauptung. O

Bemerkung:
Die Kondition der Steifigkeitsmatrix A aus (6.15)) ist

Hmax Hm—1,m—1 -2
k(A) = = : =O(h
( ) Hmin H1,1 ( )

Bemerkung:
Satz [6.20| wird anschaulich versténdlich durch die Tatsache, dass die Eigenfunktionen des
Laplace-Operators

~Agpij = ((im)? + (j7)°) @i
auf Q = (0,1) x (0,1) mit Nullrandbedingungen durch
pij(x,y) = sin(irz) - sin(jry) 0,5 € IN

gegeben sind. Die Eigenvektoren von A sind also in diesem Fall gerade die punktweisen
Restriktionen der entsprechenden Eigenfunktionen.
Ubrigens gilt:

1
ﬁ“ij — (i?T)2+(j7T)2 fir h—0

Beweis als Ubung. N

Bemerkung:

Beachte, dass die Eigenvektoren sich stark in ihrer Frequenz unterscheiden. Es gibt nieder-
frequente Eigenvektoren (i,j < %) und hochfrequente Eigenvektoren (i,j > %) und alles
dazwischen. N

Unter Verwendung von Satz konnen wir die exakte Losung u; direkt angeben.
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Satz 6.21 Sei b= (b;j)ij=1,..m—1 die rechte Seite unseres Gleichungssystems. Dann gilt

Beweis:
Bildet man die Transformationsmatrix 7" durch die spaltenweisen Eintrédge der zu eins normierten Eigenvek-

(e1x)

toren ,
lerk |

so folgt
(TTAT) 70U =17

Also ist wegen TT AT = D := diag (ui;)
U=TD'T"b

Das ist die Matrixschreibweise der obigen Darstellung. a

Bemerkung:
Fiir die Auswertung der Losung nach Satz [6.21] benttigt man bei naiver Implementie-
rung der Summation O (n,?l) Rechenoperationen. Die Matrix TD~'T7 ist eben voll besetzt.
Ganz entscheidend ist nun, dass sich die Summen in Satz mittels schneller Fourier—
Transformation (engl. fast Fourier—transform, kurz FFT) auf geschickte Weise mit nur
O (lognp,) Operationen durchfithren lassen. Man beachte z.B. den Unterschied zwischen
np = 10% und logn, = 6. Fiir die Einzelheiten verweisen wir z.B. auf [?]. Damit erhélt
man insgesamt einen Aufwand von

Anzahl der Punktoperationen = O (nlogn)

zur Losung unseres Gleichungssystems. Das eben beschriebene Losungsverfahren heif3t
Fourier—Methode. N

Bemerkung:

Unter der Voraussetzung, dass die Nebendiagonal-Blocke mit den Diagonal-Blécken ver-
tauschbar sind, ldsst sich die Fourier—Methode auf andere blocktridiagonale Gleichungssy-
steme erweitern. Schon im Falle nichtkonstanter Koeffizienten «(z) ist das leider nicht mehr
der Fall. N

Im allgemeinen kennen wir also die Eigenvektoren e, von A nicht. Bei unserem Modellpro-
blem haben wir gesehen, dass die zugehtrigen a—orthogonalen Finite—Element—Funk-
tionen e, € Sy, eine Skala von Frequenzen darstellen. Das ist, wie man mathematisch
zeigen und physikalisch einsehen kann, tatséchlich auch im allgemeinen der Fall. Wenn man
also an a—orthogonalen oder zumindest ,fast“ a—orthogonalen Funktionen interessiert ist, so
sollte man es mit solchen Funktionen versuchen, die eine moglichst grofie Skala von Frequen-
zen iiberdecken.

Das ist gerade die Grundidee von Mehrgittermethoden.
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6.4 Mehrgitter—Methoden

Wir betrachten nach wie vor das Modellproblem (6.10) mit der symmetrischen Bilinearform

a(v,w) = /aVv -Vw dx
Q

Gitterhierarchie. Bei der Diskretisierung
up € Sp: alup,v) =1(v) Yv € S, (6.16)

nehmen wir an, dass die Triangulierung 75, = 7Tp; durch j Verfeinerungsschritte aus einer
Ausgangstriangulierung 7, entstanden ist. Der Einfachheit halber gehen wir von uniformer
Verfeinerung aus. Daher gilt

hj =027, hp1=2h, k=1,...,5 . (6.17)

Wir schreiben kurz
774::7;%5 kZO)a]

Der geschachtelten Folge von Triangulierungen
’76 C ’7'1 Cc---C 7;

mit Knotenmengen

M CN C---CN;

entspricht dann die geschachtelte Folge von Finite-Element-R&umen

S()CS1C"-CS]‘=S}LJ.

mit den Knotenbasen

Ar={2P [ peNi}

auf jedem Verfeinerungslevel k& = 0,...,j. Wegen der uniformen Verfeinerung wichst die
Anzahl der Knoten ny = #N}, geometrisch, d.h. es existiert ein ¢ > 1 mit

ng > qng_1 k=1,...,7. (6.18)

Bekanntlich ist das diskrete Problem (6.16)) dquivalent zum Minimierungsproblem

uj €5;: J(uj) < J(w) Vv € 5 (6.19)

J(v) = Za(v,v) — 1(v) veS;

und uj = up;.
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Teilraumkorrekturmethoden. Wir wollen nun iterative Losungsverfahren fiir (6.19)) kon-
struieren. Dazu ersetzen wir das ,,grofe“ Minimierungsproblem ((6.19)) durch eine Folge , klei-
ner* Minimierungsprobleme. Dazu wéahlen wir eine Zerlegung

S;=Vo+ Vit +Vp (6.20)

in Teilrdume

VkCSj, k=0,....m

Sukzessive Minimierung der Energie J fiihrt dann auf das folgende Iterationsverfahren zur

Berechnung einer neuen Iterierten uj"»Jr1 € 5; aus einer gegebenen Iterierten u? € Sj.

Algorithmus 6.1 (Sukzessive Minimierung)
gegeben: w_y = uf € 5; .

for k=0,...,m lose:

v € Vier J(wp—1 +vg) < J(wg—1 +v) Yo € Vg, Wg = Wk—1 + Vg, (6.21)

neue Iterierte: uj”.'H = Wy

Damit erhélt man aus jeder Zerlegung sofort ein entsprechendes Iterationsverfahren.
Wir wollen nun versuchen die Zerlegung so zu wéhlen, dass das entsprechende Itera-
tionsverfahren maoglichst schnell konvergiert und mit Aufwand O(n;) implementiert werden
kann.

Gaufl—Seidel-Verfahren. Offenbar kann man die Teilprobleme ohne Schwierigkeiten

exakt 160sen, wenn man eindimensionale Teilrdume
V; = spann{\;}, I=1,...,m,

wéihlt. Am naheliegendsten ist dann die Zerlegung
S; = ZVl, V= spann{)\}(,jl)}, l=1,...,n;. (6.22)
=1

Das resultierende Iterationsverfahren ist dann

i 109 — a(wi_1, A9)
w/t =y 4 Z v v = = T A (6.23)
j ) P
’ = aO )

v

wobei wg = u

und w; = wy—1 +v;, [ =1,...,n; — 1, gesetzt ist.
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Satz 6.22 Das Iterationsverfahren (6.23)) ist gerade das Gauf$—Seidel-Verfahren. Die Kor-

rektur ‘
o) =v1+ -+ Uy, :u§+1—u§
ist Losung des Variationsproblems
o) e Sj: bj(v(j),v) =1l(v) — a(u},v) Yov € S (6.24)
wober
n;
bi(v,w) =Y v(p)a(AD AN wp),  vwesS;, (6.25)
il=1
i<l

gesetzt ist.
Beweis:
Sei l =1,...,n; beliebig aber fest gewdhlt. Aus w;—1 = uj + Zi;} v; in (6.23) folgt sofort

-1

a5, A5) + D avi A))

=1

LAR) = auf, A7)

l
= )

i=1
= b (09, A)

Da [ beliebig war, folgt die Behauptung.
Die Matrixschreibweise von ((6.24)) lautet

By =b— Au” . (6.26)

Dabei ist

i=1

A= (api»pz)zgzl’ Ap;pr = a()\l(,?, )‘;{))7 b= (l()‘z(??))w

und die Matrix
B=L+D

resultiert aus der Zerlegung von A = L+ D+ R in Subdiagonalanteil L, Diagonale D und Superdiagonalanteil
R. Damit ist (6.26) gerade das bekannte Gaufi—Seidel-Verfahren (vgl. z.B. Braess [?, Kapitel 4, Paragraph
1]). O

Die Konvergenzrate des Gaufi—Seidel-Verfahrens degeneriert exponentiell mit j:

Satz 6.23 FEs gilt fiir jedes ug-) €S,

luj =y < (1= eh?)|luy — ]| Vv >0

mit der Energienorm || - | = a(-, )/ und einer j—unabhingigen Zahl ¢ > 0.

Beweis:
In Lehrbiichern wird meist nur die Anwendung auf das diskrete Modellproblem (6.15)) betrachtet. Ein allge-
meiner Beweis findet sich bei Kornhuber [?][Satz 7.32]. O
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Multilevel-Gauf3—Seidel. Nach Satz[6.23]ist das GauBi—Seidel-Verfahren zwar global kon-
vergent, die Konvergenzgeschwindigkeit nimmt allerdings mit wachsender Anzahl von Un-
bekannten sehr schnell ab.

Woran liegt das? Die Antwort ergibt sich aus folgender Bemerkung.

Satz 6.24 Ist (6.20) eine a—orthogonale Zerlegung, d.h. gilt

a(v,w) =0, YweVi,weVy, i1#k

so liefert der entsprechende Algorithmus fiir jeden Startwert ug in einem Schritt die
exakte Lésung u;.

Beweis:
Ubung. a

In Kenntnis der Eigenvektoren e, der Steifigkeitsmatrix A wire also

Vi =spann{ep,} l=1,....,n

eine optimale, weil a-orthogonale Wahl der Teilrdume. Wir erinnern uns: ey, iiberdeckt eine
grofle Skala von Frequenzen. Umgekehrt kénnten vielleicht Funktionen J;, die eine grofle
Skala von Frequenzen iiberdecken, auf ein schnell konvergentes Verfahren fithren. Jedenfalls
haben die Knotenbasiselemente von S; diese Eigenschaft nicht: alle )\1(,] ) sind ,hochfrequent*
(Tréger mit Durchmesser O(h;)).

Im Vergleich dazu kann man Knotenbasisfunktionen von groben Gittern als ,,niederfrequent*

einstufen (siche Abbildung |6.11)).

Abbildung 6.11: Multilevel-Knotenbasis als Skala von Frequenzen

Wir definieren daher die sogenannte Multilevel-Knotenbasis A,

J
A:UAk:{)\lllzl,...,mg}, ms=ng+---+n;,
k=0

als Vereinigung aller Knotenbasis—Funktionen von allen Verfeinerungsleveln. Die Nummerie-

rung \; = )\;(,Ifl) erfolgt von fein nach grob, d.h. aus [ > I’ folgt k; < ky. Von unserem rein
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heuristischen Standpunkt aus iiberdeckt die entsprechende Zerlegung
mg
S; = Z Vi, V; = spann{\;}, l=1,...,mg, (6.27)
=1

also eine Skala von Frequenzen, die von niederfrequenten Funktionen A; € Ag bis zu hoch-
frequenten Funktionen \; € A;j reicht. Die erweiterte Zerlegung (6.27)) erzeugt entsprechend
Algorithmus das sogenannte Multilevel-Gaujf$—Seidel-Verfahren

L) — alwi—1, \r)

ms
uit =+ vy, v = , 6.28
! ! ZZ; : : a(A; Ar) : (6.28)

wobei wy = u’]’ und wy = w1+, L =1,...,mg — 1, gesetzt ist.

Mehrgitter—V—Zyklus. Das Verfahren ([6.28)) lisst sich #quivalent umschreiben, indem
man jeweils alle Korrekturen auf Level k zu einer Korrektur v(®) zusammenfasst. Auf diese
Weise erhélt man das folgende Mehrgitter—Verfahren.

Algorithmus 6.2 (Mehrgitter V-Zyklus)
gegeben: u

initialisiere: r; = £ —a(uf,-), a;(-,") =a(:,)
fork=74,...,1 do:

{

lose:
vk e S bW v) = rp(v) Yo € S (Vorglittung)
ri =15 — ap(v®),") (Aktualisierung des Residuums)

Th—1 = Tk|S,_,

kanonische Restriktion
a1 () = (s ) 1xs ( )

lose:
v e Sy: by(v®,v) =ro(v) Vo e S (niherungsweise Grobgitterlosung)

fork=1,...,7 do:
{

}

neue Iterierte: uj”.Jrl = u;’ + v\)

vF) = (k) oy (k=1) (kanonische Interpolation)

Die Bilinearformen

bi(v, w) = Z v(pi)a(/\]()’f),)\gf))w(pl) , v,w € Sy, . (6.29)



108 6 Finite Elemente

entsprechen einem Gauf—Seidel-Schritt auf Level k. Die Knoten p; € N sind dabei in der
gleichen Reihenfolge zu durchlaufen wie die Teilrdume V; = spann{)\gfl)} auf Level k; = k in
der Formulierung . Da Gaufi—Seidel-Schritte die hochfrequenten Anteile auf Si schnell
reduziert, spricht man von einem Gldtter.

Die kanonischen Restriktionen des Residuums 7, € S; und der Bilinearform ag(-,-) auf S
sind durch

re-1(v) = 1:(v),  ap—1(v,w) = ax(v,w), v,w € Sk_1 C Sk

definiert.

Die Bezeichnung V-Zyklus rithrt daher, dass man zunichst vom feinen auf das grobe Gitter
absteigend Korrekturen v(®) berechnet, die man anschlieBend aufsteigend vom groben auf
das feine Gitter wieder einsammelt. Auf diese Weise kommt man wegen in jedem
Iterationschritt mit O(n;) Punktoperationen aus.

Abbildung 6.12: Ab— und Aufstieg durch die Gitter im V-Zyklus fiir j = 3.

Implementierung. Bevor man an die Implementierung des Verfahrens geht, hat man in
der iiblichen Weise Finite-Element—Funktionen v € S, durch Vektoren v € IR™ sowie Bili-
nearformen ag(-,-), bi(-,-) durch Matrizen Ay, By, € IR™ "™ auszudriicken. Residuen r € S},
stellt man durch ihre Werte auf der Knotenbasis dar, also

r=(r(\P))"™, e R

Aus der kanonischen Interpolation von S;_1 nach S wird dann eine Matrix [, € IR™+"™k~1
und die Restriktion der Residuen von Sj nach Sj_; lédsst sich durch R = Ig € IR -1k
darstellen. Allerdings stellt man diese Matrizen bei der praktischen Implementierung nicht
explizit auf. Zur Interpolation nutzt man die Beziehung

)= > oW (AR V() vpeN;

qEN;_1
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und zur Restriktion die Beziehung

reAF D) = T AF D (g)r(AF) Vp € N
qENY,

direkt aus. Auf diese Weise erhélt man, dhnlich wie bei Differenzenverfahren, lokale Interpola-
tions— und Restriktionsterme (Ubung).

Konvergenz. Unsere heuristische Motivation wird durch folgendes Konvergenzresultat ge-
rechtfertigt.

Theorem 6.25 FEs existiert ein 0 < 1, das nur von der Regularitit von To und den Ellipti-
zitditskonstanten vy, T' von a(-,-) abhingt, sodass fiir beliebiges u? € S; die Fehlerabschitzung

Juj —wf M| < olluj —uf| V>0 (6.30)

besteht.

FEin Beweis wiirde den Rahmen dieser Vorlesung sprengen. Wir verweisen auf die gefeierten
Ubersichtsartikel von Xu [?] und Yserentant [?] oder (als Lesehilfe) auf das Skript von
Kornhuber [?]. Eine sehr elegante Darstellung der klassischen Mehrgitterkonvergenztheorie
gibt Braess [?][Kapitel V]. Das obige Resultat (unsymmetrisches Gau—Seidel-Verfahren als
Glatter) folgt aus Ergebnissen von Neuss [?].

Geschachtelte Iteration. Bei der praktischen Anwendung von Mehrgitterverfahren sind
wir daran interessiert, die exakte Finite-Element—Approximation u; in der Energienorm bis
auf einen Fehler der Ordnung O(h;) zu approximieren. Die dafiir erforderliche Anzahl von
Iterationsschritten héngt natiirlich stark von der Startiterierten ab. Mehrgitterschritte auf
feinen Gittern sind teurer als auf groben Gittern. Daher ist es naheliegend, durch eine gewisse
Anzahl v* von Mehrgitterschritten auf 7; gute Startiterierte fiir die Iteration auf 71 zu
berechnen. Diese Vorgehensweise heifit geschachtelte Iteration (siche Hackbusch [?]).

Algorithmus 6.3 (Mehrgitter mit geschachtelter Iteration)
gegeben: uy € S

fork=1,...,7 do:
{
Startiterierte: ug = Up_1
v* Mehrgitterschritte: iy, = UZ*

}

Endergebnis: u;

Es stellt sich die Frage, wie man v* zu wahlen hat. Die Antwort ergibt sich aus folgendem
Satz.
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Satz 6.26 Wir setzen voraus, dass die Finite—FElement—Ndherungen uy, die Abschdtzungen
llu — ug| < cihg, k=0,1,..., (6.31)
mit einer k—unabhdngigen Zahl c1 erfiillen, dass weiter
iy = ug (6.32)
und dass schliefllich v* so gewdhlt ist, dass das Abbruchkriterium
Juk — k|| < Gllug — )| k=1,2,..., (6.33)

mit einem k—unabhdingigen o < 1 erfillt ist. Dann gibt es ein j—unabhdngiges C, so dass

lu— ;| < Chy . (6.34)

Beweis:
Unter Verwendung der Voraussetzungen (6.33)), (6.31)), (6.32)) und (6.17)) berechnet man

lu =5l < flu— sl + [lug — G| < llu— sl + Follu; — ;-]
< 1+ 30)lu— ;]| + gollu— ;-]

J

=

< (8 llu—uoll + (1 + 50)

() llw — uj—ill
0

1=

Es folgt (6.34) mit C' = 2c1(1—0)7". O

Natiirlich héngt im allgemeinen c¢; und somit auch C von w ab. Bekanntlich ist die Regula-
ritétsvoraussetzung v € H N H?(Q) hinreichend fiir die Diskretisierungsgenauigkeit (6.31).
Die exakte Losung ug auf dem (hoffentlich) groben Gitter 7y berechnet man mit einem di-
rekten Losungsverfahren. Um das Abbruchkriterium nachpriifen zu kénnen, benttigen
wir eine a posteriori Schéitzung des algebraischen Fehlers ||uy, —uf||. Aus der Dreiecksunglei-
chung folgt mit ¢ aus Theorem (Ubung)

(14 0) My ™ =gl < k=gl < (1= @) "Ml =] - (6.35)

Die Mehrgitter—Korrekturen liefern also gleichzeitig untere und obere Schranken fiir den
algebraischen Fehler.

Korollar 6.27 Fiir die Berechnung einer Niherung u; mit Genauigkeit

lu — ;|| = O(hy)
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bendgtigt das Mehrgitterverfahren mit geschachtelter Iteration (siehe Theorem

O(nj) Punktoperationen.

Beweis:

Die Anzahl der Punktoperationen auf einem festen Level k ist durch cny beschrinkt. Dabei ist ¢ unabhéngig
von k. Da die Konvergenzrate ¢ unabhingig von j ist, ist auch die Anzahl v* von Mehrgitterschritten, die zum
Erfiillen des Abbruchkriteriums bendtigt werden, unabhéngig von j. Insbesondere kann man zu jedem
vorgegebenen o < 1 die benétigte Anzahl von Mehrgitter—Schritten v* aus g"* < %O’ berechnen. Mit Blick
auf ist damit der Gesamtaufwand des Mehrgitterverfahrens mit geschachtelter Iteration beschrankt
durch

J
cv* an <a*(l1—q ") 'n;=0(ny) .
k=1 ]

Bemerkung:

Unser eigentliches Ziel ist die Berechnung der unbekannten Funktion w bis auf vorgegebene
Genauigkeit TOL. Daher sollte die Anzahl j der Verfeinerungsschritte nicht a priori fest-
gelegt, sondern im Rahmen eines adaptiven Multilevel-Verfahrens a posteriori bestimmt
werden. Dazu sind entsprechende a posteriori Schétzungen des Diskretisierungsfehlers erfor-
derlich. N

Bemerkung:

In der Praxis werden Mehrgitterverfahren meist als Vorkonditionierer fiir das Verfahren
der kongugierten Gradienten (cg-Verfahren) eingesetzt. Auf diese Weise erhélt man eine
weitere Verbesserung der Konvergenzgeschwindigkeit. Fiir Einzelheiten zu cg—Verfahren und
Vorkonditionierung verweisen wir beispielsweise auf Deuflhard und Hohmann [?, Kapitel 8]
oder Braess [?, Kapitel IV]. q
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7.1 Klassische Losungen

Einzelheiten zu den nachfolgenden zwei Abschnitten kénnen bei F. John, Partial Differential
Equations, Springer, Chapter 7, nachgelesen werden.

7.1.1 Das Cauchy-Problem fiir die Warmeleitungsgleichung
Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
u = augy, x€IR, te(0,1]
u(z,0) = wup(z) z€R ,

wobei zunéchst a = 1 gesetzt wird. Gesucht wird eine klassische Losung u, d.h.

ueC(Q) , uggu € C(Q) mit Q=IRx(0,7T]

Durch , qualifiziertes Raten“ wollen wir eine geschlossene Losung von ([7.1)) ermitteln. Dazu
definieren wir fiir v € C§°(IR) die Fouriertransformierte

(&) = (277)*% /eix5 v(z)dr mit i*=-1 . (7.2)
R

In einem etwas groferen Raum als C5°(IR) (einem Raum ,,stark fallender” C°°-Funktionen)
stellt sich die Fouriertransformation v +— o als Bijektion heraus, und es gilt die inverse
Beziehung

o(z) = (27) / ¢ () de . (7.3)
R

Eine fundamentale Eigenschaft der Fouriertransformation ist es, Ableitungen in Multiplika-
tionen zu tberfiithren. Es ist ndmlich unter Verwendung der Produktregel (mit |v(z)| — 0
fiir |x| — o00)

igil€) = ~2m) 4 [ £ o(w)do
R

= (2%)7% /emE Z—Z(az) dr
R

112
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also

Mit dieser Eigenschaft ldsst sich unser Problem (|7.1)) wesentlich vereinfachen und durch
weitere Umformungen 16sen. Dazu wenden wir die Fouriertransformation auf den Ortsanteil
von u in der Wérmeleitungsgleichung an und erhalten fiir jedes feste ¢t > 0

= @ = Tgs = (i€)%0 = —€%0
Die Anfangsbedingung geht iiber in
(€, 0) =ug
Die Losung dieser gewodhnlichen Differentialgleichung im Fourierraum ist gegeben durch

(g, t) = w(€)e € (7.4)

Nun miissen wir zuriicktransformieren. Dies konnte man mit der oben genannten Inversen
der Fouriertransformation auch tun. Weitaus effektiver ist es jedoch, die folgende Formel zu
verwenden, die wieder fiir ,,stark fallende* C'°°-Funktionen v und w zutrifft:

—

) 2oFw =00 . (7.5)

Dabei ist v * w die Faltung von v und w, definiert durch

(v*xw)(x) = /v(y)w(z —y)dy VzrelR
R

Die Fouriertransformation iiberfiihrt also Faltungen in Produkte von Funktionen. Um
auf anwenden zu kénnen, miissen wir noch die Funktion w : £ +— et als eine Fou-
riertransformierte identifizieren. In der Tat ist diese Funktion bis auf eine Variablentransfor-
mation die Fouriertransformierte ihrer selbst. Es ist nimlich z s e=%"/2
der Fouriertransformation und daher w die Fouriertransformierte von

eine Eigenfunktion

x (2t)_%e_x2/4t

(Beweis zur Ubung). Daraus folgt nun mit (7.5) fiir unsere Losung des Cauchyproblems

(z—8)?

(o, ) = (4rt) / =S o (€) de (7.6)

R

Man sieht, dass unsere Umformungen offenbar zumindest fiir die hier nicht ndher definierten
»stark fallenden“ C'°°-Anfangsdaten wug eine geschlossene Darstellung fiir eine Losung v des
Cauchyproblems ([7.1]) liefern. Wir werden nun zeigen, dass durch ([7.6|) sogar fiir jedes stetige



114 7 Parabolische Differentialgleichungen

und beschrinkte ug eine Losung gegeben ist, die noch dazu stetig von ug abhéngt. Zu diesem
Zweck definieren wir wie schon im elliptischen Fall die Greensche Funktion G durch

rx—§ 2

Gla,6,8) = (4nt) 3 e "5 | t>0,56€R

Satz 7.1 Fir jede Anfangsbedingung ug € C(IR) mit ||ug|| o, = super |uo(z)| < oo definiert

u(at) = /G(:c,g,t)uo(s)dg JzeR, >0
R

eine klassische Losung des Cauchy-Problems (7.1). Dariiber hinaus gilt fir jedes T > 0

-t < . 7.7
max (D)l < ol (77)
Beweis:
Es gilt
9 1 _$ 1 (x— &)
0 _ @-§ wo?
a’EG(x,g’t)_ 2t\/ﬁe )
92 _ 1 e [z 1
@G(%fyt)*it A © { o —5} )
so dass
t) = 6G t d¢ = A G t dé = t
wet) = [5G & Oul€) s = [ 5556, 6 Dun(€) dé = urs (0,1
R R

Dabei kann man Integration und Differentiation vertauschen, da fiir ¢t > 0 die partiellen Ableitungen von G
nach x bzw. t gleichgradig stetig beziiglich £ sind und zudem gleichméfig in einer Umgebung von x bzw.
t fiir & — oo geniigend stark gegen 0 gehen. Konkret: Sei ¢ > 0. Wir betrachten % (t,¢) fir f(t,€) =

G(z, &, t)uo(€), x € IR, und ein t > 0. Unter Verwendung des Mittelwertsatzes erhélt man

ft+h¢§ - ft.§ 0
‘ h _af(tf)‘gsz

falls h < ¢ fiir ein 6 > 0, welches unabhingig von & gewéhlt werden kann. Hieraus folgt

o [ feods = [ 2 reerae

In In

fiir jedes Intervall I, = [—-n,n|, n € IN (Warum?). Weiter sieht man fiir eine gewisse Umgebung U, von ¢ und
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ein N € IN

0 iy
| apdtt o <e

\In

fiir n > N gleichméBig in ¢ € U;. Da auch f uneigentlich integrierbar ist, kann man nun die Vertauschbarkeit
der partiellen Ableitung und des Integrals auch iiber dem unbeschrinkten Integrationsbereich IR schlieflen.
(Wie?)

Jetzt untersuchen wir den Grenzwert von u(-,t) fiir t — 0. Es gilt offenbar

z#& = limG(,61) =0

gleichméBig fiir |z — & > 6 > 0 und

G(z,&t) >0 Vz,£€eR,t>0

Zusammen liefert das fiir jedes 6 > 0

/ Gz, &, yuo(€) de| < [uoll, / Gla,6.t)de = 0 . t—0

lz—€&|>6 le—&|>6

AuBlerdem ist wegen

/G(m,f,t)dﬁ:l TER, t>0 (7.8)
R

(Nachrechnen!) die folgende Abschitzung richtig:

uo(z) — / Gz, & t)uo(€) de| < |uo(x)| / G(x, &, t)dE + / G(z,&,t) luo(z) —uo ()| d€

lz—¢|<6 lz—¢g[=6 lz—¢g|<s
<l [ Ggnde+ max fuo(s) = uo(©)] + 0
|w—€|25 -
fir t,06 -0

Da uo auf kompakten Teilmengen von IR gleichméfig stetig ist, folgt aus den obigen Abschéitzungen die

gleichméBige Konvergenz von u(-,t) — uo fiir t — 0 auf kompakten Teilmengen von IR und damit v € C(Q).
(Warum reicht die punktweise Konvergenz dafiir nicht aus?)
Die a-priori-Abschitzung (|7.7)) folgt direkt aus der Mittelungseigenschaft (7.8)). O

Bemerkung:
1) Die Eigenschaft
G(z,&t) >0 Ve, €R,t>0

bedeutet, dass eine Verinderung von ug in einem beliebigen Punkt zy zu Anderungen
der Losung u(z,t) in jedem = € IR zu jeder Zeit t > 0 bewirkt. Damit besteht das
Abhdngigkeitsgebiet von jedem (z,t) € @ aus ganz IR.

Anders ausgedriickt:

Storungen der Anfangsbedingungen breiten sich mit unendlicher Geschwindigkeit aus.
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2) Unabhéngig von der Wahl der Anfangsbedingung ug € C(IR) ist u(-,t) € C*(IR)
fiir jedes t > 0. (Warum?) Diese Gliattungseigenschaft ist typisch fiir parabolische
Gleichungen.

3) wu geniigt sogar dem Maximumprinzip

inf up(y) <u(z,t) <supup(y) VeelR,t>0
yeR yER

4) Die Losung des Cauchy-Problems ist nicht eindeutig. Insbesondere gibt es ”"unphysi-
kalische” Losungen mit |u(x,t)| — oo fiir ¢ — 0. Eine Konstruktion solcher Losungen
findet man z.B. in [?, S. 211].

Hinreichende Bedingungen fiir die Eindeutigkeit sind zum Beispiel

lu(z,t)| < Me*™, zelR, 0<t<T (John [?,S.217]) ,
u(z,t) >0 , z€R,0<t<T (John [?,S.222]) . 4q

7.1.2 Anfangs-Randwertprobleme

Wir betrachten auf einem beschrankten Gebiet 2 C IR das Anfangs-Randwertproblem fiir
die Wirmeleitungsgleichung

u—Au = f in@Q=Qx(0,T]
u(z,0) = wo(x) reQ (7.9)
u(z,t) = g(x,t) (z,t) € 09 x (0,T]

Um u € C(Q) zu gewihrleisten, miissen die Daten f, ug und g als stetig und zudem die
Konsistenzbedingungen
up(x) = g(z,0) Vo € N

vorausgesetzt werden. Entscheidendes Hilfsmittel zum Beweis von Eindeutigkeit und a-priori-

Abschétzung ist folgendes Maximumprinzip.

Satz 7.2 Es seiu € C(Q), uy, % €C(Q),i=1,...,n, und es gelte
u—Au < 0 in Q

Dann folgt

max u(z,t) < max u(x,t)
(z,t)eQ (z,t)€0Q\I'r

wobei T'p :={(x,t) |z € Q und t =T}.

Beweis:
Wihle € > 0 und betrachte die Funktion

v(z,t) = u(z,t) —et

Die Funktion v nehme in (zo, to) ihr Maximum an. Wir zeigen (zo, to) € Q.
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Wire das doch der Fall, miifite wegen der notwendigen Bedingungen fiir ein Maximum

vi(®o,t0) 20 ,  Av(zo,t0) <0

sein. Das steht im Widerspruch zu

ve(To, to) = ut(xo,to) — & < Au(zo,to) — & = Av(zo,t0) —e < —e <0

Wiirde nun u sein Maximum nicht in I'p := Q\I'r annehmen, so giibe es ein (zo,%0) € @ mit

U($0,t0) > u(l‘,t) V(x,t) €l'p )

und damit ein € > 0 mit
u(zo, to) —eto > u(z,t) — et V(z,t) €T'p

im Widerspruch zu dem oben Gezeigten. m]

a b

Abbildung 7.1: Rechengebiet @

Satz 7.3 Das Anfangswertproblem (7.9) hat hichstens eine klassische Léisung u € C(Q) N
C*(Q).
Beweis:

Angenommen u1, uz wiren zwei verschiedene klassische Lésungen von (7.9), so wire w = u1 — ug die Losung
des homogenen Problems (mit uo = 0 und g = 0) und

wy — Aw <0

Also muss gelten

max w(z,t) < max w(z,t)=0
(z,t)eQ (z,t)elp

Analog folgt aus (—w); — (—w)ze < 0 sofort —w < 0. Damit ist w1 = u2 gezeigt. O

Satz 7.4 Eine klassische Lisung von (7.9) hdngt, falls existent, beziiglich der || - ||so-Norm
stetig von den Daten ug und g ab. Es gilt sogar

sup ||u(-, t)]lo = max{|luollo » sup lg(-,¢)]lo}
<t<T 0<t<T
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Beweis:
Ubung. a

Den Nachweis der Existenz einer Losung wollen wir fiir den homogenen Fall f = 0 auf
2 = (0,1) erbringen. Hierzu verwenden wir die Fouriersche Methode. Grundidee ist der
Produktansatz

u(z,t) = v(x)w(t)

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert

v _r_ const. =: A
w v
und damit das Figenwertproblem
vV =
7.10
w' = —Aw (7.10)
Lésung von v = —A\v :  Ansatz: v(x) = sin()\%x)

Der Ansatz erfiillt die Differentialgleichung, und mit v(0) = v(1) = 0 folgt

Me = (km)? , k=0,1,2,...

Lésung von w' = — )\ w :

w(t) = ape

L6ésung der Warmeleitungsgleichung mit Nullrandbedingung:

ug(z, t) = ake_(’”)% sin(kmrz) k=0,1,2,...

Wegen der Linearitéit der Differentialgleichung ist

N

N
uny(x,t) = Zuk(x,t) = Zake*(k“)zt sin(kmx)

k=0 k=0

fiir jedes N eine Losung, welche die Randbedingung erfiillt.
Stetige Annahme der Anfangsbedingung;:
Bestimme die Koeffizienten aj so, dass

up(z) = Z ay sin(kmz)
k=0
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Erweitert man ug zu einer ungeraden Funktion auf [—1, 1] und entwickelt diese in ihre Fou-
rierreihe, so erhilt man gerade die Fourierkoeffizienten

1
ay = 2/u0(§) sin(km&) d¢
0

Ist ug stetig und stiickweise stetig differenzierbar, so konvergiert die Fourierreihe punktweise
gegen ug (siehe z.B. Endl/Luh: Analysis II, Satz 4.5.2).
Als Losung der Differentialgleichung erwartet man nun

o0
u(z,t) = Zake_(k“)zt sin(kmzx) . (7.11)
k=0
Zur Rechtfertigung dieser Vorgehensweise haben wir folgenden Fragen nachzugehen.
(i) Konvergiert die Reihe (7.11)) fiir jedes (x,t) € Q7
(ii) Darf man gliedweise differenzieren? (Nur dann erfiillt u die Differentialgleichung.)

(iii) Wird die Anfangsbedingung in stetiger Weise angenommen?
Unter gewissen Voraussetzungen lassen sich alle drei Fragen mit ,,ja“ beantworten:
(i) Es gelte sup,¢(g 1) [uo(z)] < M. Dann folgt
lag| < 2M
und daher ist fiir jedes t > 6 > 0

ake_(kw)ztsin(kﬁwx) <2M e~ (km)?0 , k=0,1,2,...

Das Majorantenkriterium liefert also sogar gleichmdifige Konvergenz fiir jedes feste
t>0.

(ii) Ahnlich sieht man, dass

2 —k‘2

IM (k)% e 0 e . k=0,1,2,...
eine Majorante fiir die gliedweise nach t differenzierte Reihe liefert. Damit konvergiert
die gliedweise differenzierte Reihe gleichméflig und stimmt mit der entsprechenden
Ableitung der Reihe iiberein (vgl. z.B. Endl/Luh, Analysis II, Satz 3.7.2). Analoges
gilt fiir alle weiteren partiellen Ableitungen.

(iii) Es gelte

[e.e]

D laxl < oo . (7.12)

k=1
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Dann konvergiert nach dem Majorantenkriterium die Reihe

Z ape~ k™)t sin(kmrz)
k=1

gleichméBig in z € [0,1] und ¢ > 0. Damit ist die Grenzfunktion stetig in = € [0, 1],
t > 0 (vgl. Endl/Luh Analysis II, Satz 3.7.1). Dariiberhinaus kénnen wir Grenzwert
und Summation vertauschen und erhalten

. _ > . ,(kﬂ-)Qt . _
%Lrg(l)u(x,t) kzo%l_rg(l)ake sin(kmx) = uo(x) vz € [0, 1]

Hinreichend fiir die Bedingung (7.12)) ist, dass ug stetig, stiickweise differenzierbar und
u(0,t) = u(1,t) = 0 ist (vgl. Heuser, Lehrbuch zur Analysis, Teil 2, 1981, Satz 136.5).

Wir haben (zusammen mit Satz|7.3)) folgenden Existenzsatz bewiesen.

Satz 7.5 Es sei ug stetig, stickweise differenzierbar und u(0,t) = u(1,t) = 0. Dann hat das
Anfangs-Randwertproblem (7.9)) eine eindeutig bestimmte Lisung u gegeben durch

= Z ape” k)t sin(kmx)
k=1

mit den Fourierkoeffizienten

1
2/u0 sin(kw§) d§
0

Bemerkung:
Setzt man die Formel fiir die Fourierkoeffizienten in der Reihe ein, so kann man wegen
der gleichméfigen Konvergenz der entstehenden Reihe fiir ¢ > 0 Integration und Summation
vertauschen und erhélt die Darstellung
1
0= [ Gl tule) de
0

mit der Greenschen Funktion

o0

G(ZC, ga t) =2 Z Sin(k"frx) Sin(k‘ﬂ'f)e_(kﬂ)%

k=1
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Beachte fiir x € (0,1)

o0
G(z,z,t) =2 Z sin(kmz)) 2g—(km)%t _, oo, t—0
k=1
und damit die Analogie zur Darstellung der Losung des Cauchyproblems in Satz [7.1] N

7.2 Schwache Loésungen
Fiir ein beschrinktes Gebiet 2 C IR™ betrachten wir das Anfangs-Randwertproblem

u = div(a(x)Vu) + f(z,t), 2€Q, t>0
w(z,0) = wo(x), x €N (7.13)
) = 0, (z,t) € 8 x (0,7

Dabei sei 0 < ap < a(z) < ap fast iiberall in Q vorausgesetzt. Wie schon bei elliptischen
Problemen kénnen wir die Existenz klassischer Lésungen nicht erwarten, wenn o & C*() ist.
Wir wollen daher den schwachen Losungsbegriff von elliptischen (= stationire parabolische
Probleme) auf instationére parabolische Probleme erweitern.

Wie schon im Falle elliptischer partieller Differentialgleichungen kénnen wir auch hier eine
schwache Formulierung finden, indem wir die Differentialgleichung fiir festes t > 0 mit
Testfunktionen v € HE () multiplizieren, anschlieend integrieren, die Greensche Formel
anwenden und die Ableitung nach ¢ mit der Integration vertauschen.

Dann erhélt man fiir jedes ¢ € (0,7") das Variationsproblem:

Finde u : (0,7) — H(Q) so, dass

%(u(t),v) + a(u(t),v) = (f(t),v) Vo € HY(Q) (7.14)

falls t € (0,7) und u(0) = up.
Als Abkiirzungen wurden dabei

verwendet. Um dieser Formulierung Sinn zu geben, miissen folgende Fragen geklirt werden.

1) Welche Abbildungen u : (0,T) — H}(Q2) kommen in Frage?
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2) Wie soll die Anfangsbedingung angenommen werden?
3) Wie soll die Ableitung % interpretiert werden?

Wir gehen zunichst die erste Frage an und betrachten dazu den Raum C([0,T], W) aller
stetigen Funktionen v

0,T]>t—uv(t) e W

Dabei sei W ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-)w und zugehériger Norm || - ||y, Ver-

sehen mit der Norm
||UHC([07T]7W) = max [lv(t)|y

t€[0,T]
wird C([0,T], W) ein Banachraum.
Beispiel:
W=R = C(0,T],R)=C([0,T]) q
Beispiel:

W = L?(): Beachte, dass der resultierende Raum C([0,7], L?(f2)) einerseits ein Raum
stetiger Abbildungen ist, andererseits aber aus Funktionen v(z,t) besteht, die in z-Richtung
nicht stetig zu sein brauchen (Aquivalenzklassen!). Zum Beispiel ist

v(z,t) = vy (z)va(t) € C([0,T), L*(Q))
falls v1(x) € L2(Q) und vo(t) € C([0,T)) gilt. q

Mit dem Skalarprodukt

T
(o) om) = [ (@ wE)w di (7.15)
0
wird der lineare Raum

T
Le((0.7), W) := {v € C([0,T),W)] / ()3 dt < 00}
0

zum Prihilbertraum. Die Vervollstindigung beziiglich der durch (7.15) induzierten Norm
bezeichnen wir mit
L*((0,7), W)

Dabei haben wir es wie im Spezialfall
L*((0,T),IR) = L*(0,T)

wieder mit Aquivalenzklassen [v] von Funktionen v : (0,7) — W zu tun, die sich auf
Teilmengen von (0,7") mit Lebesgue-Mafl Null unterscheiden kénnen.



7.2 Schwache Lésungen 123

Als Losungsraum verwenden wir nun
C([0,7], L*()) n L*((0,T), Hy (%))

Die Bedingung u € C([0,T], L*(9)) sichert dabei, dass Anfangsbedingungen uy € L*(12)
stetig angenommen werden kdnnen.

u(z,0) = ugp x €}
bedeutet ndmlich

tim [[u(-,£) — woll 2y = 0 - (7.16)

Damit ist insbesondere Frage 2) geklart.
Wir kommen zu Frage 3). Die Eigenschaft u € L?((0,T), H}(Q)) liefert

(u(-),v) , a(u(-),v) € L*(0,T) Vo e HJ(Q) (7.17)

denn es gilt ja
T T
/ a(u(t), v)? di < o3 / ) g 1021 gyt < o0
0 0

Ebenso ist im Falle f € L%((0,7), L?(2))
(f(t),v) € L*(0,T)

fiir alle v € L*(Q), denn

T T
/ (), 0)dt < / LF O 0] 2a dt < o0
O 0

Die Zeitableitung % ldsst sich daher in bekannter Weise im schwachen Sinn, nunmehr in
L%(0,T), interpretieren.

Erinnerung: %’ € L?(0,T) heiit schwache Ableitung von w € L?(0,T), falls

fiir alle ¢ € C§°(0,T) gilt.
Die schwache Formulierung (7.14)) von (7.13) lautet damit:




124 7 Parabolische Differentialgleichungen

Finde u € L%((0,T), H}(Q2)), so dass

T T
- / (ult), 0) ¢ (£) dt = / (—alu(t),v) + (F(), ) pt)dt  (7.18)
0 0

fiir alle v € H3(Q) und alle ¢ € C§°(0,T) gilt.

Es sei von nun an ug € L*(Q) und f € L2((0,T), L*(Q)).

Definition 7.6 « € C([0,7], L?(Q))NL2((0,T), HX(Q)) heifit schwache Losung des Anfangs-
Randwertproblems (7.13)), wenn u fir fast alle t € (0,T) im Sinne von (7.18) der Variati-
onsgleichung

da
dt
geniigt und im Sinne von (7.16|) die Anfangsbedingung u(0) = ug annimmdt.

(u(t),v) + a(u(t),v) = (f(t),v) Yo € HY(Q) (7.19)

Als Vorbereitung fiir den Nachweis von Existenz und Eindeutigkeit brauchen wir

Satz 7.7 Es existieren Funktionen ¢, € HH(Q) , k =1,2,..., und zugehirige py, € R mit

O<pr <pe<... , limpur=00 |,
k—o0
so dass gilt
a(‘le U) = Mk(SOka ’U) Vo € H& (Q) (720)
und
{pr}ren  ist Orthonormalbasis von L2() . (7.21)
Beweis:

Da af-,-) stetig und Hg (Q)-elliptisch ist, hat das Variationsproblem
we Hy(Q):  a(u,v) = (f,v) Yve Hy(Q)

fir f € L?(Q) nach Theorem eine eindeutig bestimmte Lésung Lu € H3 (). Die Stabilitétsabschitzung
liefert gerade die Stetigkeit des Losungsoperators L : L*(Q) — Hy (). Wir versehen nun Hg(Q) mit dem
neuen Skalarprodukt a(-,-) und betrachten den Operator T : H3(Q) — H§ (), definiert durch Tv = Lv Vv €
Hg(Q). Aus dem Rellichschen Einbettungssatz (siehe Satz folgt jetzt mit der Stetigkeit von L die
Kompaktheit von T. Aufgrund der Symmetrie bzw. H (Q)-Elliptizitit von a(-,-) ist T auf (Hg(Q),a(-,-))
selbstadjungiert und positiv (letzteres besagt a(Tw,v) > 0 Vv € Hg (), v # 0). Der Spektralsatz fiir kompakte
Operatoren in Hilbertrdumen (sieche Werner, Funktionalanalysis, 2. Auflage, Theorem VI.3.2) liefert nun eine
a(+,-)-Orthonormalbasis von Eigenvektoren {¢y}ren von T in (H(2),a(-,-)) zu einer Nullfolge positiver
Eigenwerte A\p. Mit py 1= )\;1 und @ = A,lc/2z/)k folgt die Behauptung. a

Bemerkung:
1) Die Aussage von Satz 7.7 bleibt richtig, wenn wir H}(£2) durch einen anderen kompakt
in L?(Q) eingebetteten Hilbertraum H mit einer H-elliptischen Bilinearform a(-,)
ersetzen.
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2) Aus (7.21) folgt insbesondere

e}
v = Z(v, Ok )Pk (Fourier-Entwicklung)
k=1
oo
HUHQH(Q) = Z(Ua or)° (Parsevalsche Gleichung)
k=1

fiir alle v € L%(Q).

3) Im Fall @ =1 und 2 = (0, 1) haben wir

or(x) = V2sin(krz) , z€Q=(0,1)
pi = (km)?

fir k=1,2,... (vgl. [?, S. 228]).

Man beachte auch die Eigenfunktionen und Eigenwerte des Laplaceoperators zu un-
serem Modellbeispiel auf Q@ = (0,1) x (0,1) (siehe Satz [6.20). Man kann iibrigens
auch in allgemeineren Fillen die Eigenwerte pj; mit einer Skala von Frequenzen der
Eigenfunktionen in Verbindung bringen. N

Nun kénnen wir folgenden Darstellungssatz beweisen.

Satz 7.8 Sei u € C([0,T],L?(2)) N L%((0,T), H}()) eine Losung des Variationsproblems
(7.19). Dann hat u die Darstellung

o0

t
u(t) = Z (u()? Sok)eiukt + /(f(s)7 Spk)eiuk(tis) ds Pk
0

k=1

Beweis:
Sei also u eine Losung. Dann ist insbesondere

ut) € L*(Q)  Vt>0

und daher

U(t):i(U(t),tpk)sok vE>0 . (7.22)

Einsetzen in die Variationsgleichung ergibt unter Verwendung von (7.19) und (7.20) zusammen mit der
Stetigkeit von (-,-) und a(-,-) in L*(Q)

&.‘g‘

2D (u(), 1) (9, v) + Y _(ult), o)k (ox,0) = (F(1),v) Vo € Ho ()
k=1 c=

k=1

Im n#chsten Schritt setzen wir v = i, k = 1,2..., und erhalten die gewohnlichen Differentialgleichungen

up(t) + prur(t) = (£(1), ox) (7.23)
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fiir die (noch) unbekannten Fourierkoeffizienten
Uk(t) = (u(t),(ﬁ’k) ) k= 1727'~~

Die Anfangsbedingungen

ug(0) = (uo, pr) (7.24)
folgen durch Fourier-Entwicklung von ug und Koeffizientenvergleich.
Die Losung des Anfangswertproblems (7.23), (7.24]) ist

t

uk(t) = (uo,wk)e*“kf + /(f(s), @k)67“k<t75> ds

0

Diese Formel, die sich fiir C*-Losungen uy leicht verifizieren lisst, kann man fiir stetige rechte Seiten in
durch Variation der Konstanten herleiten. Man beachte jedoch, dass das Anfangswertproblem hier im
schwachen Sinne fiir beliebige rechte Seiten aus L?(0,T) zu losen ist. Der Nachweis, dass , auch
in diesem Sinne eine eindeutige Losung hat, die durch die genannte Formel gegeben ist, sei den Lesern zur
Ubung iiberlassen.

SchlieBlich liefert Einsetzen der Formel fiir die uy in die Fourierentwicklung die Behauptung. a

Folgerung 7.9 Die Losung des Variationsproblems ist eindeutig bestimmt, denn wir kennen
ja (im Ezistenzfalll) die Fourierkoeffizienten.

Ziel unserer Untersuchungen ist der abschlieffende Existenzsatz.

Satz 7.10 Das Anfangsrandwertproblem (7.13)) hat die eindeutig bestimmte Losung u €
C([0,T), L2(2)) N L2((0,T), H} (Q)) gegeben durch

t
oo
Z (uo, i)t / ), op)e ) ds | o (7.25)
k=1 0

Beweis:
1. Schritt

Wir 16sen das Problem fiir die Approximation

m

uom =Y _(uo, o)k

k=1

von ug. Die Lésung u,, ist dann gegeben durch

t

= [ope 4 [0 ds | o (7.26)

k=1 0

Das bestétigt man einfach durch Einsetzen unter Verwendung der Linearitdt der schwachen Ableitung.
Wieder ist u,, als schwache Losung des Anfangswertproblems aufzufassen.

2. Schritt
Wir fithren den Grenziibergang m — oo durch, und zwar: a) in C([0, T], L*(22)); b) in L2((0, T), H5 (Q)).

a) Wir zeigen, dass u., eine Cauchy-Folge in C([0,T], L*(£2)) ist.
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Seien dazu m < n beliebig, aber fest gewihlt. Dann folgt aus der Parsevalschen Gleichung und der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir jedes ¢ € [0, T

" Vol [ 2\
() = o (Ol] 2 s( 3 (uo,m?) + / (F(s), r)e (=) ds
k=m+1 k=m+1 0
" : " T }
1
S( > (U07<.01c)2> + > G (f(s), x)* ds
k=m+1 k=m+1 Mk 0

Fiir n,m — oo geht die rechte Seite gegen 0 (und dies gleichméBig in ¢t € [0,7]), denn es gilt ja

1
oo 2
ol 20y = | D_ (o, ox)?
()

k=1

und
1
2

T
122 0,1),22(0)) = /Hf(t)Hi%Q) dt
0

k=1

- / SOU(), ) de

Es ist dabei eine Anwendung des Lebesgueschen Integralsatzes fillig. Insgesamt ist damit wu,, eine
Cauchy-Folge in C([0,T], L*(2)), also

Um —uj in C([0,T],L*(Q)) . (7.27)

b) Wir zeigen, dass uy, eine Cauchy-Folge in L?((0,T), Hg(Q)) ist.
Einsetzen der Darstellung (|7.26]) liefert zunéchst

¢ 2

s (0) = (), 0n(®) = (0) = 37 e | Cosipn)e ™+ [ (7)) ds

k=m+1 0

Verwenden wir nun die Hj (Q)-Elliptizitit von a(-,-) und (a + b)? < 2(a® 4 b%), so ergibt sich fiir ein
¢ > 0 und jedes t € [0, T

i (8) = tm () 1y < = @t () = o (8), 4 (8) = ()

t

Z i | (w0, x) e 24" + /(f(s)vsﬁk)e*“"‘(tfs)ds
0

k=m-+1

2

<

oIN

Wir haben diese Abschiitzung in ¢ iiber [0,7] zu integrieren. Zur weiteren Abschitzung nach oben
stellen wir

N =

T
_ 1 _
,uk/e 2”’“tdt:Q(l—e 2Ty <

0
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und
t

T
s (f(s), r)e "7 ds
v

t

e 2= qs [ (f(s), or)? ds dt
] [

\ /\
K‘

Ot~y T

T
< 5 (f(t)790k)2 dt
bereit. Daraus folgt
" T
1
/Hun — tm ()71 (g dt < =7 o | (wosen)? +T/(f(t)7¢k)2 dt
k=m+1 0

Wie oben gilt, dass die rechte Seite dieser Abschétzung fiir n, m — oo verschwindet. Damit ist w,, eine
Cauchy-Folge in L*((0,T), H3()), und aus der Vollstindigkeit dieses Raums folgt die Konvergenz

Um — us in L?((0,T),Hy(Q)) . (7.28)
3. Schritt (u] = u3)
Aus (7.27) folgt
Um —ui in L*((0,T),L*(Q)) ,
und (7.28) liefert

Um —uj in L2((0,T), L*(Q))

Also muss u} = uj =u* € L?((0,T), H3(Q)) N C([0,T], L*(Q)) sein.
4. Schritt (u* ist Losung)
Die Herleitung von ([7.28)) liefert fiir alle ¢ € [0, 7] die Konvergenz

U (t) = u*(t) in  Hy(Q)
Daraus schlieffit man wie oben die gleichméflige Konvergenz von
a(um(t),v) = a(u*(t),v)

und
(um(t),v) = (u*(t),v)

in t € [0, 7] fiir alle v € Hj(Q). Da aber
d
L e (1),) + alun(®).0) = (£0),0)

fiir alle m € IN und alle v € H} () gilt, folgt damit aus bekannten Konvergenzresultaten, dass auch
u” die Variationsgleichung im Sinne von (7.18]) erfiillt.
Zur Anfangsbedingung: Aus (7.27)) erhilt man

Um (0) = u*(0) in L*()

Andererseits ist aber
m

Um (0) = Z(uo,@k)gok —uy in L*(Q)
k=1

Also muss u*(0) = ug sein. Damit ist v = u* die Lésung unseres Problems. m|
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Aus der Losungsdarstellung ([7.25)) folgt direkt die stetige Abhéngigkeit der Losung von den
Daten ug und f. Dies ergibt sich namlich aus der folgenden a-priori-Abschétzung.

Satz 7.11 FEs gilt fiir alle t € [0,T]

t
[w() L2y < llwoll g2y e +/llf(S)IlL2<Q) e =9 gs
0

Bewgis:
Zur Ubung. O



8 Numerische Verfahren fiir parabolische
Probleme

8.1 Zeitintegration
Wir betrachten das Anfangswertproblem
we CY[0,T],R) : « =o(t,u) fir te(0,7] , u(0)=ug
Zur Diskretisierung gehen wir der Einfachheit halber von einem #quidistanten Gitter
t; = iAt  i=0,...,N

aus. Wir betrachten das Einschrittverfahren

1
A it — i) = O p(tivt i) + (1= 0) p(ti, ui)
fir © € [0, 1].
Anschaulich ersetzen wir die exakte Losung zwischen u; und u;y1 durch ein Gerade mit der
gemittelten Steigung Ou'(ti11) + (1 — ©)u/(¢;).

A

i+l

w(t,)

Y

i+l
Abbildung 8.1: Integrationsschritt

Die Werte © = 0, %, 1 sind von besonderer Bedeutung. Man erhélt:

130
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0=0 Eulersche Polygonzugmethode (explizites Eulerverfahren)
0= % Mittelpunktsregel
=1 implizites Eulerverfahren
Man beache, dass fir © = %, 1 die Berechnung von w;+1 auf die Losung einer (u. U.

nichtlinearen) Gleichung hinauslduft. Solche Verfahren nennt man implizit. Fiir © = 0 ist
w41 explizit gegeben.

Wir untersuchen die Konsistenzordnung der Verfahren, welche man (wie schon bei Differen-
zenverfahren fiir elliptische Differentialgleichungen) durch Untersuchung des Abschneidefeh-
lers erhélt. Der Abschneidefehler ergibt sich durch Einsetzen der exakten Loésung u in die
Differenzengleichung.

Wir erhalten durch Taylorentwicklung

(1) = 7 (ultis) — ult)) — O plties, wiss) — (1 - ©) gty )

=u'(t;) + gU"(?fi) + O ((A1)?) = (Ot (ti1) — v/ (1)) + v/ (ti)

2
(% —O) Atu"(t;) + O ((At)?)

fon e#
S lo(ay?) e=

N[ NI

Damit ist das Verfahren von erster Ordnung fiir © # % und von zweiter Ordnung fiir © =
Wir betrachten die Stabilitdt der Verfahren. Entsprechend dem Stabilitdtskonzept von Dah
quist (vgl. [?, Kap. 6, 7]) betrachten wir das Anfangswertproblem

= o=

u'=-Xu t>0,A>0 mit u(0)=ug (8.1)

mit der Losung u(t) = uge * und verlangen, dass die entsprechenden Niherungen wie u

abklingen oder zumindest nicht wachsen. Die Anwendung unserer Diskretisierung liefert

é(uﬂ_l - ul) = @(—)\uiﬂ) + (1 — @)(—AU,Z) s
also
. _1-(1-0)AtA '
YT T e AN
 (1-(1-0)AtNY’
“”1_< 1+ ©ALA >“O

Beschrénktheit von |u;| ist also dquivalent mit

IR(\AL)| =

‘1_(1_6)At/\’§ 7

1+0OAtA (8:2)
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und das ,,<*-Zeichen sorgt fiir Abklingen.
Im Falle 0 < © < % ist (8.2) dquivalent zu der Schrittweitenbeschréinkung

1
ANAL < < -
- 1-20 0_@<2 ’

wohingegen (8.2)) fiir % < © < 1 unbedingt erfiillt ist. Damit ergibt sich

explizites Eulerverfahren stabil, falls At < %

©
© , 1 Mittelpunktsregel, implizites Eulerverfahren unbedingt stabil

I
= O

Zwischen © = % und © =1 gibt es noch einen kleinen Unterschied. Es gilt offenbar

<1 falls © >

N[ =

lim R(AtA) =1 - 07!
At=0 >1 falls © <

N[ =

Damit wirkt das implizite Euler-Verfahren auch fiir beliebig grofle Zeitschritte noch damp-
fend! Solche Verfahren heiflen stark stabil. Die Mittelpunktsregel hat diese Eigenschaft nicht
und ist damit, wie sich zeigen wird, fiir Rechnungen iiber lange Zeitintervalle, bei denen sich
viele Fehler akkumulieren kénnen, nicht so vorteilhaft.

8.2 Semidiskrete Verfahren

8.2.1 Linienmethode

Analog zum Galerkin-Verfahren fiir elliptische Probleme wihlen wir nun eine Folge endlich-
dimensionaler Teilrdume

Sh C H&(Q)

Der Diskretisierungsparameter h = h; , j = 0,1,..., steht dabei zum Beispiel fiir den
maximalen Durchmesser aller Dreiecke einer zugrundeliegenden Triangulierung.

Wir wollen nun fiir alle ¢ € [0,7] die kontinuierliche Losung u(t) durch ein up(t) € Sy
approximieren. Das entspricht einer Diskretisierung im Ort. In Analogie zum kontinuierlichen
Problem formulieren wir nun das entsprechende semidiskrete Problem:

Finde uy, € C([0,T7],Sp), so dass

i(uh(t),v) + a(up(t),v) = (f(t),v) Yv € Sy

dt (8.3)

uh(O) = UQ,h c Sh

Beachte, dass die Normen || - [|z2(q) und || - [|g1(q) auf dem endlichdimensionalen Raum Sj,
dquivalent sind, d.h. es gilt mit einem ¢ > 0

CHU”Hl(Q) < ||UHL2(Q) < ||UHH1(Q) Yv € Sh

Daher ist
C([Oa T]a Sh,LQ(Q)) - C([()? T]7 Sh,Hl(Q)) - LZ((Oa T)v Sh,Hl(Q)) )
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wobei jeweils die Norm im Index in Sp, zugrunde gelegt werden soll. Im Gegensatz zum kon-
tinuierlichen Fall (51ehe Satz(7.10]) ist damit der Raum C([0, 7], S},) bereits der Losungsraum

fiir das Problem .

Lemma 8.1 Es existieren Funktionen or, € Sy, k= 1,...,N, und zugehirige ppp € IR
mit
O0<pr <prp<pon<...<pUuNh

(wobei 1 aus Satz[7.7 stammt), so dass gilt

a(rpsv) = tep(Prnv) Y E Sy
¢k,p ist Orthonormalbasis von S, 12()

Beweis:
Siehe Satz und anschlieBende Bemerkung 1). Zur Behauptung p1 < u1,, siehe [?, S. 146]. O
Satz 8.2 Das semidiskrete Problem (8.3)) hat eine eindeutig bestimmte Liosung uyp, und es
qgilt

N t

t t—

=> | (uop, prp)e 0 + / ), prn)e M ori=) ds | gy,
Beweis:
Man {ibertrage den Beweis zu Satz [7.10| m]

Wir wollen die Konvergenz von u;, gegen u zeigen. Ein wesentlicher Schritt in diese Richtung
ist folgende a-priori-Fehlerabschiitzung. Hierfiir definieren wir noch C*([0, T, H}(Q2)) als den
Raum aller u € C([0, T, H} (2)), deren schwache Ableitung $u(t) = u'(t) fiir jedes ¢ € [0,T]
als Grenzwert

lim u(t + At) — u(t)

At—0 At

in der H'(2)-Norm auftritt und in C([0, T], H}(2)) liegt. Damit ist fiir festes v die in (8.3)
auftretende Ableitung sogar klassisch (siehe (8.4]) im nachfolgenden Beweis).

Satz 8.3 Es seiu € C1([0,7T], H}(Q)). Dann gilt fiir alle t € [0, T
lun(t) = w(®)ll 2y < luop — Prvoll agq) €7 + (1 = Pu)u(®) ] r2(q)

du

7 (s) e H(t=s) gg

(I - P
[l-wol,,

Dabei ist I die Identitit auf H}(Q) und Py, : H}(Q) — Sy die Ritz-Projektion, also
Pyw e Sy a(Pyw,v) = a(w,v) Yv € S,

fiir alle w € H} ().
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Beweis:
1. Schritt: (Defektproblem)
Da u und uy, fiir alle S;, C H} () die Variationsgleichung in (8.3) erfiillen, folgt nach Definition von P,

d

= E(u(t) — Pyu(t),v) = YveS,

%(uh(t) — Pou(t),v) + a(un(t) — Pult), v)

Aus der H§(Q)-Elliptizitit von a(-,-) folgt die Stetigkeit von Py, da P, eine a(-, -)-Orthogonalprojektion ist.
Weiter gilt wegen u € C*([0,T], H(2)) gerade

’ Phu(t+ At) — Pou(t) — At Py, du < const. ||u(t + At) — u(t) — At du
dt || g1 At || g1 (@)
= o(|At])
Damit haben wir P,u € C*([0,T], H5(2)) mit
d du
°p - p
(dt h) u=Ig
nachgewiesen. Einsetzen liefert
A () = Pou(t),v) + alun(t) — Pou®),v) = (-2 o) voes, . (8.4)
dt dt dt
(Wie rechtfertigt man & (u(t),v) = (%%,v) ?)
Weiter gilt natiirlich
uh(O) — Phu(O) = Uo,h — Phuo . (8.5)

2. Schritt (a-priori-Abschétzung)

un(t) — Pu(t) ist Lésung des Defektproblems (8.4)), und geniigt daher der a-priori-Abschitzung aus
Satz Dabei hat man zunéchst statt p; den diskreten Eigenwert ji1,;, einzusetzen, und aus p1 < pin
folgt dann die Behauptung. a

Nun kénnen wir den angestrebten Konvergenzsatz beweisen.
Satz 8.4 Es gelte u € C1([0,T], H}(Q)) und fiir alle v € HL ()

inf — —0
v;gsh [v Uh||H1(Q)

fiir alle v € HL(Q) sowie
||U0,h — UOHLQ(Q) —0

Dann folgt
up —u  in C([0,T], L*(Q))

Beweis:
1. Schritt
Wir betrachten die Folge h; — 0. Fiir ein festes v € C([0,T], H3(Q)) setzen wir

gi =l = P )v( )l g1y € C([0,TT)

Wir wollen nun zeigen, dass

i (t 0 fi 3 . 8.6
zgﬁ)%]g()% ir i — oo (8.6)
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Das Céa-Lemma liefert fiir jedes feste ¢t € [0, 7]

r .
1= Py e®) ey < 5 ot 100) = onlls o)

also nach Voraussetzung

gi(t) = 0 vt € [0, 7]

Da alle P, a(-,-)-Orthogonalprojektionen sind, gilt die Abschitzung

r
IPro (@)l 1) < 5 vl 1.0

gleichmiBig in h. Dies liefert zusammen mit der Stetigkeit von v : [0, T] — Hg () die gleichgradige Stetigkeit
der Menge {g; | ¢ € IN}, d.h. zu jedem ¢* € [0,7] und jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dass

[t—t"| < d=|gi(t) —gi(t")| < & Vi € IN
Nun folgt durch einen einfachen Widerspruchsbeweis oder direkt aus dem Satz von Arzela-Ascoli.

2. Schritt
Wir verwenden das Resultat im Falle v = v und v = ‘2—7; und erhalten

IN

lluo,n — Pruoll2(q) [[wo,n = toll 2 gy + [I(1 = Pr)u(0)]| 2oy — 0

IN

max ||(I — Pn)u(t)|| g1y — 0

I — Pp)u(t
max |7 = Pu(t) 2 < max

t€[0,T

sowie
t
1
max /H(I— Ph)@(s) e M= g < — max ||(I- Ph)d—u(s) -0
te[0,T] ) dt £2(9) H1 s€[0,T] dt £2(9)
Nun folgt die Behauptung aus der a-priori-Fehlerabschédtzung in Satz O

Das semidiskrete Problem ([8.3)) ist ein Anfangswertproblem fiir ein System gewdhnlicher
Differentialgleichungen. Wahlt man némlich eine Basis {\; , i = 1,..., N} von Sy, so fiihrt
die Darstellung

N
un(t) = ui(t)\s
i=1

auf

MU+ AU = F t e (0,7)
U0 = U
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Dabei ist

M = ((\i, )\j))ﬁvj:l Massenmatrix

A = (a(A, )\j))ﬁvj:l Steifigkeitsmatrix

F=((ft), )Y, rechte Seite

U= (ul(t))f\i 1 Unbekanntenvektor
N

Uo = (ui(0)iL, uon = > ui(0)A;
i=1

Zur Losung von Problemen der Form stehen eine Vielzahl von Verfahren (und Codes)
zur Verfiigung. Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass es sich wegen der stark unterschiedlich
abklingenden Komponenten der Losung (beachte die Darstellung in Satz um ein steifes
System handelt, bei dem gewisse Stabilitdtsprobleme auftauchen.

Beispiel:
Man betrachte das Problem ({8.3) mit dem Raum S}, der linearen finiten Elemente auf 2 =
(0,1) und b = (N + 1)~! fiir ein N € IN. Stellt man dafiir das System in auf und
vereinigt die h-Abhéngigkeit in der Steifigkeitsmatrix, indem man durch h teilt, so erhélt
man die N x N-Tridiagonalmatrizen

4 1

1 4 1 -1 2 -1

N
|

—_

[\

Die Matrix M/h wird in der Praxis durch sogenanntes ,Lumping® zur Einheitsmatrix ge-
macht: Man addiert im wesentlichen einfach die Zeileneintrége und schreibt die Summe in
die Diagonale. Dies ist so, als ob man zur Berechnung der Eintrdge von M die Trapezregel
als Quadraturformel verwenden wiirde. Damit erspart man sich das Bilden von M~!, und
erstaunlicherweise biifit man durch diese Vereinfachung nichts an Approximationsgiite ein
(siehe [?, Kap. 15])! Versténdlich wird dies durch die Tatsache, dass die Massenmatrix M zu
einer Korrelation der Zeitableitungen an verschiedenen Punkten fithrt — ein Phénomen, das
nur durch die Diskretisierung auftritt und im kontinuierlichen Problem gar nicht vorhan-
den ist. In diesem Sinne kann man Lumping sogar als eine Richtigstellung der Diskrepanz
zwischen dem diskreten und kontinuierlichen Problem ansehen.

Die Matrix A/h? hat (siehe den Beweis zu Satz die Eigenwerte \; = 4h~?sin?(iZh), i =
1,...,N,also \; = (z%)2 fiir kleine h, d.h. man hat es bei feiner werdender Ortsdiskretisierung
mit einer immer gréferen Bandbreite von Eigenwerten zu tun. Eine numerische Behandlung
des entstandenen Anfangswertproblems mit expliziten Verfahren wiirde nun, &hnlich wie in
Abschnitt eine Schrittweitenbeschriankung in der Zeit n6tig machen. Konkret hétte man,
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da Ay in der GroBenordnung h~? liegt, die Beschréinkung

1
At< —— 2
~2(1-0)

zu beachten. Man ist also bei solchen Problemen gezwungen, implizite Verfahren zu verwen-
den, fiir die diese Stabilitéitsanforderung nicht erfiillt sein muss (das ist hier sogar nur fir
das voll implizite Verfahren mit © = 1 der Fall).

Dass fiir © = 0 (explizit) eine Zeitschrittbeschrankung notwendig ist, zeigt die Untersuchung
des numerischen Abhdingigkeitsgebiets.

At

h
Abbildung 8.2: Numerisches Abhéngigkeitsgebiet

Man hiitte nach dem ersten Zeitschritt als Niherung von (u;(At))Y, den Vektor U; =
(Ui1)iL; mit
Uy = Uy — (At/h?) AUy + At F(0)

zu berechnen. Wiahrend jedoch, wie in Abschnitt gezeigt (siehe die letzte Bemerkung;:
Greensche Funktion!), das Abhéngigkeitsgebiet von u(x;, At) aus dem ganzen Intervall (0, 1)
besteht, ist das numerische Abhéngigkeitsgebiet von U;; nur u;—1(0), u;(0) und w;y1(0).
Damit sich dieser Kegel asymptotisch aufweitet, muss % — 0 gehen, das heifit At muss
schneller verschwinden als h. Andernfalls konnte man ja Uy auBerhalb von z; £ h (z; = i/N)

verdndern, ohne dass U, ; als Approximation von u(x;, At) davon etwas merken wiirde.

Stabilitétsregel (Courant, Friedrichs, Levi):

Das numerische Abhéngigkeitsgebiet muss das kontinuierliche approximieren.

Diese CFL-Bedingung ist eine wichtige Faustregel zur Einschitzung der Stabilitdtseigen-
schaften von numerischen Verfahren.

Beim voll impliziten Verfahren kommt man ohne Zeitschrittbegrenzung aus. Das numerische
Abhéngigkeitsgebiet ist in diesem Fall aber auch das ganze vorherige Ortsgitter. Man muss
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nédmlich dann das Gleichungssystem
(I + (At/h?)A)U; = Uy + At F(0)

16sen, und es lisst sich zeigen, dass die Matrix (I + (At/h?)A)~!, die man auf die vorherige
Zeitschicht anwenden muss, mit positiven Koeffizienten vollbesetzt ist. <

Fiir weitere Betrachtungen im Hinblick auf Stablitdtsfragen zu Problemen der Art
verweisen wir auf das Lehrbuch von P. Deuflhard und F. Bornemann [?].

Bemerkung:

Die Anderung der Dimension von S, also der Approximationsgiite, éndert die Anzahl der
Unbekannten in und macht einen Restart der Zeitintegration erforderlich. Das bedeutet
Einschriankungen bei adaptiver Wahl der Ortsdiskretisierung, die vor allem in 2 und mehr
Raumdimensionen schmerzlich spiirbar werden. N

8.2.2 Rothe-Methode

Beim Existenzbeweis in Abschnitt wie auch bei der Linienmethode haben wir das An-
fangsrandwertproblem fiir die Wirmeleitungsgleichung durch ein Anfangswertproblem fiir
ein grofles System gewohnlicher Differentialgleichungen ersetzt. Wir wollen nun die schwache
Formulierung von (siehe (7.18)) direkt als Anfangswertproblem in einem unendlichdi-

mensionalen Funktionenraum formulieren. Dazu bedarf es einiger Vorbereitungen.
Jedes g € L?(2) definiert durch v — (g,v) , v € H}(Q), ein beschriinktes lineares Funktional
auf HE(Q), also ist in diesem Sinne

HY}(Q) C LA(Q) c HY(Q) !
Fiir jedes w € H(Q) ist a(w,-) € HE(Q)"! Damit ist durch
Aw € L*(Q) :  (Aw,v) = a(w,v) Yo € HH Q) (8.8)
eine lineare (unbeschréinkte!) Abbildung
A: D(A) C HYQ) — L*(Q)

definiert, wobei
D(A) := {w € H}(Q)| hat eine Losung }
gesetzt ist. A heifit L2-Darstellung der Bilinearform a(-,-).

Beispiel:
Im Falle a(v,w) = [, Vv Vwdz ist

D(A) = H*(Q) N H}(Q)

und
Aw=—-Aw , weD(A) . 4
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Durch Vervollstindigung von C*([0, T], L?(2)) beziiglich des Skalarprodukts
T

(v, ) g1 ((0,7),22(0)) = /(U(t)7w(t))dt+ /(v’(t),w’(t))dt
0

0

erhalten wir den Raum H'((0,T), L?(£2)). Dieser Raum besteht wie im reellwertigen Fall aus
allen (Aquivalenzklassen von) Funktionen v € L2((0,T), L*(2)), deren schwache Ableitung
v wieder in L2((0,T), L*()) liegt. Dabei heifit v" schwache Ableitung, wenn

T T
/ (0(t), /(1)) dt = — / (' (1), (1)) dt
0 0

fiir alle ¢ € C5°((0,7),L*(Q)) richtig ist. (Man definiert den Raums C§°((0,7), L*(9))
analog wie im Falle reellwertiger Funktionen.)
Wir betrachten nun das folgende Anfangswertproblem in L?(€2):
Finde u € L?((0,T), H} ()N H'((0,T), L*(Q)) so, dass
W —Au=f

2(0) — a0 (8.9)

in L?(Q2). Die Anfangsbedingung wird stetig in L?({2) angenommen, denn es gilt wie bei
reellwertigen Funktionen

Lemma 8.5
H'((0,T), L*()) € C([0,T), L*(%))

Den Zusammenhang mit schwachen Losungen kldrt folgender Satz.

Satz 8.6 Jede Lisung von ist eine schwache Losung von (7.13). Umgekehrt ist jede
schwache Lésung v € H((0,T),L*(Q)) von (7.13)) eine Lésung von (8.9).

Beweis:
Sei u eine Losung von . Multiplikation mit einem beliebigen v € H$ () und Integration iiber Q liefert

(W' (t),v) + (Au(t),v) = (f(t),v)  vte (0,T) . (8.10)

Sei ¢ € C§°([0,T]). Dann gilt vo € C§°((0,T),L*(Q)) mit (vyp) = vy’ (warum?), und wegen u €
H'((0,T), L*(9)) ist dann



140 8 Numerische Verfahren fiir parabolische Probleme

Damit ist (u(-),v) schwach differenzierbar mit
(W00 = L(t),0)  VoeHNQ) . (.11)
Definitionsgema$ ist auch
(Au,v) = a(u,v) Yo € Hy ()
Einsetzen in (8.10) liefert
d
7 (u(®),0) + (Au(?), v) = (f(t),v) Vv e (0,T)
Mit Blick auf Lemma [8:5] ist u also eine schwache Losung.
Ist umgekehrt w € H'((0,T), L*(Q)) schwache Losung, so gilt wieder (8.11) und somit
a(u(t),v) = (f(t) —/(t),v) Vo€ Hy(R)
Da f(t) —u'(t) € L*(Q) ist, folgt u(t) € D(A) fiir fast alle ¢ € (0,T), und wir erhalten
(u'(t) + Au(t) — f(t),v) =0 Yu € Hy(Q)
SchlieBlich ist Hg () € L*(Q) dicht und somit
' (t) + Au(t) = f(t) fi.in (0,T) . o

Die Formulierung ist Ausgangspunkt fiir Halbgruppen-Methoden fiir Evolutionsproble-
me. Wir verweisen auf [?, Chapter 111] und die dort zitierte Literatur.

Grundidee der Rothe-Methode: (Originalartikel [?])

a) Semi-Diskretisierung in t:

Ubertrage bekannte Techniken zur Losung von Anfangswertproblemen fiir gewdhnli-
che Differentialgleichungen im IR™ auf das Anfangswertproblem (Ordnungs- und
Schrittweitensteuerung)

b) Diskretisierung im Ort:

Die resultierenden Ortsprobleme miissen schliellich so genau gelost werden, dass die
Eigenschaften der Zeitdiskretisierung erhalten bleiben.

Beispiel: (Implizites Eulerverfahren zur Schrittweite At)
In jedem Zeitschritt hat man das Ortsproblem

U(tl) — U(ti_l) + At AU(tz) = At f(tl)

oder dquivalent das Variationsproblem

(U(t:),0) + Ata(U(t;),v) = (U(ti_1) + At f(t;),0) Yo € HY(Q)  (8.12)

zu losen. Zur Losung vom kann man jetzt vorhandene Verfahren (und Codes) fiir
elliptische Probleme verwenden. Insbesondere ist in jedem Zeitschritt ein anderes Ortsgit-
ter moglich. Um die Genauigkeitsanforderungen an die Ortsdiskretisierung so niedrig wie
moglich zu halten, sollten mdoglichst robuste Zeitintegratoren verwendet werden, zum Bei-
spiel scheiden Extrapolationsverfahren aus, da das zugrundeliegende Problem fiir wachsende
Ordnung schlecht konditioniert ist. Einzelheiten finden sich in den jiingsten Arbeiten von
F. Bornemann [?, 7, 7]. q
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