Kapitel 7
Algorithmus und Stabilitat

7.1 Gleitkommaarithmetik

7.1.1 Definition und algebraische Eigenschaften

Die Menge R der reellen Zahlen, versehen mit Addition und Multiplikation, ist ein Kdrper. Die reellen
Zahlen geniigen also den folgenden Korperaxiomen (siehe z.B. Bosch [4, Kap. 2.1]).

K1) x+@+z)=x+y)+z (Assoziativitét der Addition)
K2) x+y=y+x (Kommutativitit der Addition)
(K3) Es gibt ein Element 0 € R mit 0 +x = x fiir alle x € R.
. (neutrales Element der Addition)
(K4) Zujedem x € R existiert ein Element —x € R mit (—x) +x = 0.

. (Inverses Element der Addition)
(K5) x(yz) = (xy)z (Assoziativitdt der Multiplikation)
(K6) xy=yx (Kommutativitdt der Multiplikation)
(K7) Es gibt ein Element 1 € R mit 1x = x fiir alle x € R.

. (Neutrales Element der Multiplikation)
(K8) Zujedem x € R\ {0} existiert ein Element x ! € R mitx~'x = 1.

. (Inverses Element der Multiplikation)
(K9) x(y+z)=xy +xz (Distributivitét)
(K10) 1#0 (Nullteilerfreiheit)

Diese zehn Eigenschaften bilden die Grundlage fiir alle dquivalenten algebraischen Umformungen, die
wir aus der Schule gewohnt sind. Beispielsweise gewinnt man die binomische Formel (a +5)? = a® +
2ab + b* aus (K6) und dreimaliger Anwendung von (K9). Wir wollen untersuchen, in welchem Umfang
sich die Korpereigenschaften (K1) — (K10) auf die Teilmenge G C R der Gleitkommazahlen vererben.

Gleich am Anfang stoflen wir auf eine grundsitzliche Schwierigkeit: Die Grundrechenarten kénnen
aus G herausfiihren. So ist offenbar ¥ = 1234 € G(10,4) und y = 12,34 € G(10,4), fiir die Summe gilt
aber ¥+ = 1246,34 ¢ G(10,4) und auch die Multiplikation liefert 15227,56 € G(10,4). Im allgemeinen
gilt also

3yeG #= i+y x7eG.

Um die Grundrechenarten auf G zu beschrénken, miissen wir nach jeder Rechenoperation das Ergebnis
auf G zuriickprojezieren, also runden.

Definition 7.1 (Gleitkommaarithmetik). Auf den Gleitkommazahlen G definieren wir die gerundeten
Grundrechenarten -+, =, % und * fiir alle £,7 € G durch
FP=1d(E+9), FF=rdF-p), F=rd®), TF=rd(F:y), F#0.

Wir wollen sehen, ob die Gleitkommazahlen, versehen mit gerundeter Addition und Multiplikation, die
Axiome (K1)-(K10) erfiillen. Die meisten Axiome postulieren die Gleichheit gewisser Ausdriicke. Wie
wir am Ende des vorigen Abschnitts gesehen haben, sind Gleichheitsabfragen von Gleitkommazahlen
aber im allgemeinen sinnlos. Das ldsst nichts Gutes erwarten.
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78 7 Algorithmus und Stabilitat
Und schon mit (K1) gibt es Schwierigkeiten. In G(10,4) gilt ndmlich
(123430,4)10,4 = 123470,4 = 1234 # 1235 = 123410,8 = 12341(0,470,4) ,

und dieses Beispiel lasst sich leicht auf beliebige Basis ¢ und Mantissenlédnge ¢ iibertragen. Die gerundete
Addition ist also nicht assoziativ. Unser Beispiel zeigt iibrigens auch, dall bei Gleitkommazahlen aus
d+ X = a nicht notwendig ¥ = 0 folgen mu8.

Nun zur Abwechslung eine gute Nachricht: Die gerundete Addition ist kommutativ. Dies folgt aus

17 = rd(axg™ + a,q”) = rd(ax + a,q” = *)q* =rd(a, + a,q> " )g” = jIx. (7.1)

Wegen 0 € G und ¥ € G = —x € G sind (K3) und (K4) klar.
Wir kommen zur Multiplikation. In G(10,4) gilt offenbar

(1234%0,9996)%0,9999 = 1234%0,9999 = 1234
# 1233 = 1234%0,9995 = 1234%(0,9996%0,9999) .

Wieder ldsst sich dieses Beispiel auf G verallgemeinern. Die Multiplikation ist also nicht assoziativ.
Wieder sieht man auch, daB sich a¥ = @, d@ # 0, nicht dquivalent in ¥ = 1 umformen ldsst.
Wie schon die Addition, so ist auch die gerundete Multiplikation kommutativ. Der Nachweis erfolgt
analog zu (7.1).
Wegen 1 € G ist (K7) kein Problem, aber schon (K8) macht wieder Schwierigkeiten. In G(10,4) gilt
namlich beispielsweise
0,1111%9=10,9999 < 1 < 1,001 =0,1112%9.

Da die gerundete Multiplikation mit 9 streng monoton ist, also 9y < 9Z aus y < Z folgt, und da es kein
7€ G(10,4) mit0,1111 <y < 0,1112 gibt, folgt daraus, daB ¥ = 9 kein inverses Element ! € G(10,4)
hat. Die gerundete Multiplikation ist also im allgemeinen nicht invertierbar.

An dieser Stelle wird schon niemand mehr erwarten, daf das Distributivgesetz gilt. Tatséchlich findet
man schnell Gegenbeispiele. Die gerundete Addition und Multiplikation sind nicht distributiv'.

Wir haben uns also wohl oder iibel darauf einzustellen, da3 beim gerundeten Rechnen mit Gleitkom-
mazahlen elementare Rechenregeln verletzt werden. Umformungen, die bei exaktem Rechnen in R zu
dquivalenten Ausdriicken flihren, liefern beim gerundeten Rechnen verschiedene Resultate. Beispiels-
weise gilt die binomische Formel fiir Gleitkommazahlen im allgemeinen nicht. Sind ,b € G Approxi-
mationen von a,b € R, so sind die Ausdriicke (4 + b)? und & + 24b + b* im allgemeinen verschiedene
Approximationen von (a+ b)? = a? +2ab + b*. Welche ist die bessere? Spielt der Unterschied iiberhaupt
jemals eine Rolle? Zumindest die zweite Frage ldsst sich leicht mit ja beantworten wie das folgende
Beispiel zeigt.

7.1.2 Ein Polynom-Desaster

Gegeben seien das Polynom
f(x) = x>+ 12a°x — 6ax* — 8a° (7.2)

der Parameter a =4 999 999 und das Argument
xo = 10000 000 .

Gesucht ist der Funktionswert f(x).
Um diese Aufgabe zu l6sen, liegt es nahe, die Berechnungsvorschrift (7.2) direkt zu implementieren.

Algorithmus 7.2 (Auswertung von f = x> + 12a°x — 6ax? — 8a°).

! Vor dem Hintergrund all dieser Negativresultate stellt sich die Frage, warum zur Approximation von R nicht besser die
rationalen Zahlen herangezogen werden. Schlie8lich ist QQ, versehen mit Addition und Multiplikation, nach wie vor ein
Korper, in dem man, anders als in G, die gewohnten algebraischen Umformungen vornehmen kann. Der entscheidende
Grund liegt in dem hohen Zeitaufwand fiir das Rechnen mit Briichen (vgl. Abschnitt 3.4). Angesichts exorbitant hoher
Rechenzeiten wird die rationale Arithmetik derzeit nur in einzelnen Spezialanwendungen eingesetzt.
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a = 4999999;
x = 10000000;
f = x"3 + 12%xa"2%x - 6%axx"2 - 8xa”3

Algorithmus 7.2 liefert:

f =
393216

also das Ergebnis f(xo) =393216. Nun kénnten wir uns zufrieden zuriicklehnen.
Besser nicht. Unter Verwendung der binomischen Formel

(a+b)® =d>+3d’b+3ab* 4+ b*
lasst sich (7.2) dquivalent umschreiben in
fx) = (x—2a)*. (7.3)
Die andere Darstellung erzeugt einen anderen Algorithmus.

Algorithmus 7.3 (Auswertung von ' = (x — 2a)*).

a = 4999999;
X = 10000000;
f = (x - 2%a)”3

Dieser Algorithmus liefert:

f =
8

und wegen x — 2a = 2 ist das offenbar auch das richtige Ergebnis.
Wir wollen verstehen, weshalb der erste Algorithmus 7.2 derart versagt. An der Kondition kann es
nicht liegen, denn Eingabefehler treten nicht auf.

7.1.3 Praktische Realisierung

Die IEEE 754-Norm fordert bei allen Operationen exaktes Runden, d.h. die Ergebnisse der Operationen
miissen dieselben sein, die man bei zunéchst exakter Ausfithrung der Rechenoperation und anschliefen-
dem Runden erhielte. In der Praxis wird dies erreicht, indem ein interner Zwischenspeicher mit erhohter
Genauigkeit fiir die Speicherung der Zwischenergebnisse verwendet wird. Aus diesen Ergebnissen mit
erhohter Genauigkeit wird am Ende der Rechnung auf die iibliche (einfache bzw. doppelte) Genauigkeit
gerundet.

7.2 Stabilitit geschachtelter Funktionsauswertungen

Nachdem wir im vorigen Kapitel 6 das Problem der Auswertung einer Funktion f: / — R an einer Stelle
xo € I C R untersucht haben, wollen wir uns nun mit Algorithmen zu dessen Losung beschiftigen. Unter
einem Algorithmus wollen wir dabei eine Zerlegung

f(x0) =gnogn-10---0g1(x0) (7.4)

der Funktion f in elementare Funktionen g;, i = 1,...,n, verstehen. Dabei bedeutet o die Hintereinan-
derschaltung, also g;og;—1(y) = gi(gi—1(y)). Verschiedene Zerlegungen charakterisieren verschiedene
Algorithmen. Beispielsweise ist

f(x) =ax+b=grogi(x), g1y)=ay, @)=y+b. (7.5)

Unter der Voraussetzung a # 0 kann man f aber auch in der folgenden Form schreiben
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S =axtb=hohl),  mO)=yto, h)=a. (7.6

Solange alle Elementarfunktionen exakt ausgewertet werden, liefern beide Zerlegungen dasselbe Ergeb-
nis. Das ist fiir alle Algorithmen der Form (7.4) nicht anders. Oft kdnnen aber nur Approximationen g;(y)
von g; praktisch realisiert werden. Beispielsweise fiihrt die Beriicksichtigung von Rundungsfehlern auf
die Approximation

gi(y) =rd(gi() =g)(1+&), |&i| <eps. (7.7)
Dann erhélt man auch anstelle der Funktion f nur eine Approximation, ndmlich
J(&.x) =gnogn10-081(x) . (7.8)
Die Approximation f(g,x) hingt offenbar von den Stérungen &; aller Elementarfunktionen g; ab, die in
dem Vektor € = (g1,...,¢&,) aufgehoben sind.

Verschiedene Algorithmen fihren auf verschiedene Approximationen. Beispielsweise flihrt Algorith-
mus (7.5) bei gerundeter Arithmetik auf die Approximation

fe(&,x) = (ax(1+&)+b) (1 + &),

wihrend (7.6) eine andere Approximation, namlich

fh(s,x) = (ax+b)(1 +81)(1 +82) ,

ergibt. Welche ist besser? Dazu schauen wir uns den jeweiligen Auswertungsfehler f(xo) — f(€,x0) an.
Zu dessen Quantifizierung verwenden wir das relative Fehlerkonzept*. Wir erhalten einerseits

[f(x0) — fg(€.x0)| _ |axoer + (axo + b)es|

el - et omadlallel)

und andererseits

|/ (x0) — (e, %0)]

1/ (x0)] =|1-=(1+&)(1+&)| = e+ &|+o(max{|e],|el}) .

|axo|

Tavg+B] > 1 (Ausloschung!) deutlich bessere Fehler-

Die Version (7.6) erlaubt also insbesondere im Falle
schranken als (7.5).

Vor diesem Hintergrund wollen wir jetzt die Stabilitit von Algorithmen zur Funktionsauswertung de-
finieren. Dabei betrachten wir nur Stoérungen der Form (7.7), also Rundungsfehler. Zu deren Quantifizie-

rung verwenden wir die Abkiirzung

llell = max |&], e=(&1,...,8&).
i=1,....n

=1,...

Bekanntlich gilt ||€|| < eps nach Satz 5.5 in Abschnitt 5.3.

Definition 7.4 (Relative Stabilitiit). Es sei f(x¢) # 0. Dann ist die relative Stabilitit o, von Algorith-
mus (7.4) gegeniiber Rundungsfehlern (7.7) die kleinste Zahl o, mit der Eigenschaft

|/ (x0) — f(&,%0)]
|/ (x0)]

flir geniigend kleine Storungen €. Liegt (7.9) fiir keine reelle Zahl o vor, so wird Oye| = oo gesetzt.

< Orel[€][ +o([[]]) (7.9)

Die Einschrinkung auf ,,genligend kleine Stérungen bedeutet, da3 es ein p > 0 geben muf, so daf
(7.9) fiir alle £ mit ||&|| < p richtig ist. Es kann sein, daB es kein p > 0 gibt, so daB 7(-,xo) fiir alle £ mit
le]] < p auch nur auswertbar ist. Dann ist Gye| = oo.

Die Stabilitét o] = 0,(x0) hangt nur von der Zerlegung (7.4) in Elementarfunktionen g = (g1,...,gx)
und dem Argument xg ab.

% Die Betrachtung von Rundungsfehlern (7.7) ist in natiirlicher Weise mit dem relativen Fehlerkonzept verbunden (vgl.
Satz 5.5 in Abschnitt 5.3).
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Die Stabilitit ist eine Eigenschaft des Algorithmus.

Analog zu (6.10) ist Definition 7.4 gleichbedeutend mit

|/ (x0) — F(&,x0)| .

Orel = ——— limsup
@) e—o ll€ll
Allgemein gilt
Ol > 1, (7.10)
denn bei Wahl von €] = --- = g, = 0 ist offenbar
|f(X()) —]7(8,)60)| _ |f(X()) - (1 +8n)f()60)| _ ‘8 | _ HEH
= =g, = .
|/ (x0)] |/ (x0)]

Beispielsweise hat der triviale Algorithmus

f(x0) = g1(x0)

wegen

|/ (x0) — f(&,x0)| _ lg1(xo) — (1 +€)gi(x0)| _ |
1/ (xo) g1 (x0)|

die Stabilitit oy = 1.
Die Stabilitét o, und oy, der Algorithmen (7.5) und (7.6) ist gegeben durch

|ax0\

, op=2.
laxo + b| ¢

Oy, =1+

Im allgemeinen hat man es mit gestérten Eingabedaten X zu tun. Die Stabilitdt von Algorithmus (7.4)
ist dann oy (Xp). Eingabefehler und Auswertungsfehler bewirken zusammen den Gesamtfehler

|/ (x0) — f(&,%0)|
|/ (xo)] '

Den Gesamtfehler konnen wir mit Hilfe der Kondition ;. des Problems (6.8) und der Stabilitit oy (o)
kontrollieren.

Satz 7.5. Es sei xo # 0 und f(xo) # 0. Dann geniigt der Gesamifehler der Abschdtzung

|f(x0) — /(&,%0)| < o Yo —Tol

en) < el + el (%) [|€[| 4 o(|xo — Xo[ + [|e]]) - (7.11)
Beweis. Unter Verwendung der Definitionen von relativer Kondition und Stabilitit berechnet man
|/ (xo) = fle.%0)| _ |/ (xo0) = f (o)l AC f(e %)l |f(o)]
|/ (xo) o)l /(o) |/ (xo)
xo — o N |/ (x0) — /(Zo)|
< KrelT + Ore1 (o) [ €| (1 |(xo)|)

+o(lxo — o) +o([l])

X0 —
Krelg + Orel (Fo) €| + o(|xo — To| + [l€]]) -
o

a

Die Summe aus Eingabefehler, verstirkt durch die Kondition, und Auswertungsfehler, verstérkt durch die
Stabilitdt ist also eine obere Schranke fiir den Gesamtfehler.
Wir kommen nun zu Stabilititsabschdtzungen.
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Satz 7.6. Es seien h : [ — I, C R und g : I, — R zwei Funktionen und
h(xo) =hyo---ohi(xp) (7.12)

ein Algorithmus zur Auswertung von h(xo). Bezeichnet K, die Kondition der Auswertung von g an der
Stelle y = h(xo) und oy, die Stabilitit von Algorithmus (7.12), so gilt fiir die Stabilitiit O von

f(x0) =gohyo---ohi(x) (7.13)
die Abschdtzung
Orel < KoOp+1. (7.14)
Beweis. Berticksichtigung der Auswertungsfehler ergibt

f(&,x0) = (1+&)g(h(en,x0))

mit € = (&,,&), € = (€1,...,&,) und & € R. Aus den Definitionen von Kondition und Stabilitdt erhalt
man mit der Dreiecksungleichung

|f(x0) — f (e, x0)| < Ig(h(xo))*g(it(sh,xo))\+|gg| |g((en,x0))|
/o) 2(h(xo)) g(h(x0))]
: g|h<X0)|h<f:o(>£|h’XO)|~+o (|h(XO)|h(jo(>8h’x0)|> e
i)
< Kg0nl[€nll + €] +o(ll€]])
< (kg0 +1)|lel[ +o(llel])
und damit die Behauptung. O

Durch induktive Anwendung von Satz 7.6 wollen wir nun die Stabilitdt der Approximation (7.8) durch die
Kondition der elementaren Funktionen g; abschétzen. Als Vorbereitung notieren wir folgendes Lemma.

Lemma 7.7. Gegeben sei die inhomogene Differenzengleichungen erster Ordnung
xi=oxi1+B, i=12,..., x0=0, (7.15)

mit nicht-negativen Koeffizienten oy, 3; € R, i = 1,2.... Dann geniigen alle Folgen e; mit der Eigenschaft

eiga;ei_l—i—ﬁ,-, i=1,2..., ep=0, (7.16)
der Abschiitzung’
i i
eigx,-:ZK,-jﬂj, Kij: H oy 121,2, (717)
Jj=1 k=j+1
Beweis. Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion. Fiir i = 1 bestétigt man die Gultigkeit
von (7.17) durch Einsetzen. Ist (7.17) fiir ein i > 1 richtig, so folgt
i i+1
Xir1 = Cip1 3, KiiBj+ Biv1 = Y, Kiv1,;B;
Jj=1 Jj=1

durch Einsetzen in (7.15). SchlieBlich erhélt man aus (7.16) und o4 1, Biy+1 > 0 sofort
eir1 < Q1€+ i1 < 01X+ Bir1 = Xig1

und damit die Behauptung. O

3 Man beachte H}czz o = 1.
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Satz 7.8. Es bezeichne K; die Kondition der Auswertung der elementaren, reellwertigen Funktion g; an
der Stelle y;_1, und es sei y; = gi_1(vi—1), i =2,...,n, y1 =xo. Dann gilt

n n
o< ] v =1+ml+mi(l+...x3(1+K)...)). (7.18)
J=li=j+1
Beweis. Setzt man
fi(xo) =gio---ogi(x0) , i=1,...,n, (7.19)

so ist offenbar f;(xg) = g;o fi—1(x0) und f,(x¢) = f(xo). Anwendung von Satz 7.6 ergibt fiir die Stabilitt
o; von Algorithmus (7.19) die Ungleichungsrekursion

O'iSK[O'[_l—i-l, 122771’1 (720)

Der triviale Algorithmus f (xo) = g1 (xo) hat die Stabilitét o; = 1. Setzt man 6y = 0, so ist die Rekursion
(7.20) also auch fiir i = 1 richtig. Mit o; = x; und f; = 1, folgt die Abschdtzung (7.18) nun unmittelbar
aus Lemma 7.7. O

Sind alle Elementarfunktionen g; gut konditioniert, also k; klein, so ist nach Satz 7.8 auch oy klein,
also der Algorithmus (7.4) stabil. Fir die Entwicklung von Algorithmen bedeutet das:

Schlecht konditionierte Elementarfunktionen vermeiden!

Als Beispiel betrachten wir die Funktion

f(x) =1/1—cos?(x)

auf 7 = (0,7). Einen naheliegenden Algorithmus zur Auswertung von f an der Stelle xo € I liefert die
Zerlegung

f(x0) =gsogrogi(xo), gilxo) =cos(xo), gi)=1-y1, g02)=rm. (7.21)
Unter Verwendung von Satz 7.8 und

o — 2cos?(xg) . 1
> 1—cos2(x) ’ )

ldsst sich die Stabilitit o, von (7.21) wie folgt abschitzen

1 +cos?(xo)

<1 1 =14+ —.
Op < 1+15(1+K2) +2(1—c052(x0))

Offenbar wird diese obere Schranke fiir xo — 7 beliebig grof3. Der Grund dafiir ist die schlechte Kondition
von g (Ausloschung!). Zu deren Vermeidung schreiben wir f dquivalent um. Mit Hilfe der bekannten
Formel sin?(x) + cos?(x) = 1 gilt nimlich

f(x) = sin(x) .
Der resultierende triviale Algorithmus
Sf(xo) =hi(xo) ,  hi(xo) = sin(xo),

hat bekanntlich die optimale Stabilitit o, = 1.
Wir werfen noch einen Blick auf die Stabilititsabschitzung in Satz 7.8. Offenbar taucht die Kondition
K1 der Auswertung von gj (xo) dort iiberhaupt nicht auf. Diese Beobachtung fiihrt zu der zweiten Regel.

Unvermeidbare, schlecht konditionierte Elementarfunktionen an den Anfang!
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Beispiele haben wir mit den Algorithmen (7.5) und (7.6) schon gleich zu Beginn dieses Abschnitts
kennengelernt.

Als nichstes wollen wir Zerlegungen in Summen, Differenzen, Produkte oder Quotienten von Funk-
tionen betrachten. Da diese Grundrechenarten jeweils zwei Argumente haben, sind die entsprechenden
Elementarfunktionen g; vektorwertig oder haben Vektoren als Argumente. Beispielsweise wird die Zer-
legung

f(x) = ax® 4+ bx = u(x) +v(x) , u(x) =ax’, v(x)=bx,

in der Form (7.4) geschrieben, indem man

S =gogilx), @)= (ul)v(x), guv)=utv
setzt. Wir beginnen mit einem Analogon zu Satz 7.6.
Satz 7.9. Es sei f(xo) # 0 sowie u(xg), v(xo) # 0 und

u(xp) =uyoup_10---oup(xg), v(xo)=vmovy_10---0ovi(xg)

Algorithmen zur Auswertung von u(xo) und v(xo) mit der relativen Stabilitit ©,, ©,. Dann geniigt der
Algorithmus
fx0) = u(xo) *v(xo) = (upo---oui(xg)) * (vyo---ovi(xp))

die Stabilititsabschdtzung
Orel < 1+ K, max{O'u, Gv} s

wobei K, jeweils die Kondition der Grundrechenart x = +, —, -, / an der Stelle u(xy), v(xo) bedeutet. Im
Falle x = +,— ist dabei u(xo),v(xo) > 0 vorausgesetzt.

Beweis. Ist 0, = o0 oder 0, = oo, so bleibt nichts zu zeigen. Es sei also o,, 6, < eo und
fle,x0) = (1+&)ii(&4,x0) * 7(&,%0)
mit &, = (&,.1,---,&un)s & = (&1, -, Em), & € Rund € = (g,, &,, & ). Mit den Abkiirzungen
f=f(xo), f=Ff(ex0), u=ulxo), d=ii(e,x0), v=v(xo), v=7v(&,x0),
erhilt man aus den Definitionen von Kondition und Stabilitdt mit der Dreiecksungleichung

it
[usv]

|u—a| [v—7] lu—d| |v—7] sy —iixD|
{15 5 o (max (UG B ) e e 5

K. max{ 0y, oy} max{||& |, [[&[]} +[&] +o(max{|[e.]], [l&.})

=1 < luxv—isy]

T = Jws]

+ &

A
i)
8
)
bl

A

< (1+ x.max{oy,,0,}) [|€]| +o([[]])
und damit die Behauptung. O

Wir verzichten darauf, beliebig geschachtelte vektorwertige Elementarfunktionen zu betrachten und
ein entsprechendes Gegenstiick zu Satz 7.8 zu formulieren.

Stattdessen wollen wir Satz 7.9 nutzen, um das Polynomdesaster aus Abschnitt 7.1.2 zu erklaren. Die
in Algorithmus 7.2 implementierte Darstellung f(x) = x> + 12a%x — 6ax? — 84> basiert auf der Zerlegung*

f(x0) = (w1 (x0) +ua(x0)) —v(x0),  w(x)=x", w(x)=12a"x, v(x)=6ax’+8a’. (7.22)
Wir ignorieren also die bei der Auswertung der Komponenten u, u, und v auftretenden Rundungsfehler.
Bekanntlich ist

Oy =0y, =0y, =1

die Stabilitét der trivialen Algorithmen zur Auswertung von u;(x¢), u2(xo) und v(xg). Aus Satz 7.9 erhélt
man daher fiir die Stabilitét o, des Algorithmus

4 Die Klammerung wihlt MATLAB automatisch.
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u(xo) = uy (x0) + u2(xo)

die Abschitzung
oy < 1+max{o,,0,}=2.

Eine weitere Anwendung von Satz 7.9 ergibt fiir die Stabilitit von Algorithmus (7.22) die Abschitzung

|u(x0)[ + |v(x0)|

Orel < 1+
* |u(x0) — v(x0)|

max{c,,0,} ~ 10 .

Dementsprechend miissen wir im Ergebnis mit einem relativen Fehler der Gro3enordnung
102eps = 10%' - 10716 = 10°

rechnen. Genau das ist passiert.
Die dquivalente Umformulierung

f(x) = (x—2a)*
von (7.22) fiihrt auf den Algorithmus

f(xo) =haohi(xo) , hi(xo) =x0—2a, h(y)=y;. (7.23)

Man beachte, dal die unvermeidliche Ausléschung nun in hy am Anfang des Algorithmus untergebracht
ist. Direkte Anwendung von Satz 7.8 liefert fiir die Stabilitit o, von (7.23) die Abschétzung

op<l+K=4.

Das ist eine echte Verbesserung.

7.3 Rekursive Stabilititsberechung mittels Auswertungsbiumen

Unsere bisherigen Berechnungen von Stabilititsindikatoren hinterlassen nicht unbedingt den Eindruck,
dass man solche Berechnungen auch fiir sehr viel komplexere Algorithmen durchfithren kann. Genau
diesen Eindruck wollen wir nun widerlegen und zeigen, dass man die Abschitzung des Rundungsfehlers
sogar recht einfach automatisch parallel zu jedem Algorithmus durchfiihren kann. Dazu braucht man
nicht mehr Einsicht in das Problem als wir uns bisher erarbeitet haben.

Unser Startpunkt ist die Einsicht, dass jede Auswertung einer beliebigen Funktion F' : R” — R durch
eine Sequenz von geschachtelten Elementaroperationen erfolgt. Verschiedene Auswertungen unterschei-
den sich in der Reihenfolge, in der Elementarfunktionen rekursiv ineinander geschachtelt sind. Manche
Elementarfunktionen greifen dabei direkt auf die Eingabewerte x1,...,x, zurlick, wahrend andere auf
Ergebnisse vorher durchgefiihrter Berechungen als Eingabe verwenden.

Beispiel 7.10. Fiir F(x1,x;) = (x] —x2)? betrachten wir die zwei Auswertungen

Fl(x17x2):f2(fl(x17x2))v fl(xay):xfyv f2(x):x2

Fa(rixa) = 5(fi (ol s (n2)) ) o) ).
fy)=xy,  falx) =2x, fs(xy) =x+y

Wir wollen die Verschachtelungen der sukzessiven Auswertung von Elementarfunktionen, wie in Ab-
bildung 7.1 fiir das obige Beispiel illustriert, in Baumform darstellen. Ein solcher Auswertungsbaum
besteht aus Knoten und Kanten, wobei die Knoten jeweils entweder eine Elementaroperation oder einen
Eingabewert reprasentieren und die in einen Knoten eingehenden Kanten angeben, welche Eingabewer-
te oder Ergebnisse vorher durchgefiihrter Elementaroperationen in dem Knoten verwendet werden. Als
Blétter bezeichnen wir jene Knoten, die Eingabewerte représentieren und daher keine eingehenden Kan-
ten haben.

Ausserdem hat der Baum eine Wurzel, d.h., einen Knoten, der nur eingehende Kanten und keine aus-
gehenden hat; jedes Blatt ist mit der Wurzel verbunden und es gibt nur eine Wurzel (was die eindeutige
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Abb. 7.1 Darstellung der Auswertungen Fj und /> als Auswertungsbdume.

Charakterisierung eines Baumes ist). Nimmt man alle Kanten weg, die in die Wurzel einmiinden, so
zerfallt der Baum in (Teil-)Baume, deren jeweilige Wurzeln die vorher mit der urspriinglichen Wurzel
verbundenen Knoten sind.

Wir werden jeden solchen Auswertungsbaum mit 3 bezeichnen und mit #f die Anzahl der Knoten in
dem Baum f3. Von seiner Wurzel aus gesehen, ist der Baum eindeutig dadurch gekennzeichnet, dass man
die (Teil-)Baume angibt, in die er nach Wegnahme der zur Wurzel fiihrenden Kanten zerféllt. Also kann
B wie folgt dargestellt werden:

B = [ﬁh'"vﬁm]a

wobei B, ..., B, die Teilbdume bezeichnen. Die Gesamtzahl von Knoten in einem solchen Baum ergibt
sich dann als
#B =14+#B1+...+#Bwn.

Der einfachste Baum hat nur einen Knoten (seine Wurzel) und die Form
B=I], mit #B=1,
da nach Entfernen der Wurzel nichts iibrig bleibt.

Beispiel 7.11. Fir F} und F, aus dem letzten Beispiel ergeben sich die in Abbildung 7.1 gezeigten Aus-
wertungsbdaume, deren formale Darstellung nun so aussieht:

Br, = [Bi],  Br=[Bo.1,Po2]

wobei die beiden Baume Sy 1 = o> = [] die Blatter darstellen, mit den Eingabewerten x; in By s, k= 1,2.
Der Auswertungsbaum zu F, ist vergleichsweise komplizierten (man beachte Abbildung 7.2):

Br, = [Be, By
Be = [BasBl. By = [Bd]
Ba = [Boil, Bo=1[Bcl, Bc=[BoiiBoil, Ba=I[Bo]

wobei die vier Baume By = (|, k = i,ii, iii,iv die Blétter darstellen, mit den Eingabewerten x; in By 4,
k=1i,iiund x, in By x, k = iii, iv.

Abb. 7.2 Teilbaume f3,, B und f3 (von rechts nach links) des Auswertungsbaums S, .

Fiir die mit einem Auswertungsbaum assoziierte Auswertung ordnen wir jedem Knoten, der kein Blatt
ist, eine Elementarfunktion zu. Jeder solcher Knoten ist die Wurzel eines Teilbaums mit mehr als einem
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Knoten; wir bezeichnen die mit dem Teilbaum f assoziierte Elementarfunktion mit /#. Durch die Aus-
wertung ergeben sich in den Knoten (Zwischen-)Ergebnisse. Das Zwischenergebnis in dem Knoten, der
die Wurzel des Teilbaumes f ist, bezeichnen wir mit z. z# berechnet sich mittels der Elementarfunkti-
on fP aus den (vorher zu berechnenden) Ergebnissen zA! | ..., zP» der Berechnungen in den Teilbdumen
Bi,. .., Bn die durch Kanten mit der Wurzel von f3 verbunden sind. Stellt 3 ein Blatt dar (gilt also #§ = 1,
so dass es keinen dem Baum B untergeordneten Teilbaum gibt), so ist z8 ein Eingabewert. Daraus ergibt
sich die folgenden rekursive Darstellung der Auswertung:

B if #8=1
Zﬁ: Z 1
{fﬁ(zﬁl,...,zﬁm)if #3=m+1>1, B=I[Bi,..., B (7.29)

wobei eine zusitzliche Zuordnung angibt, welche Eingabewerte den GroBen zf mit #8 = 1 zu geordnet
sind.

Beispiel 7.12. Fiir die Auswertungsbdume zu F| und F, ergibt sich folgendes
Pri=p, Pr=h, Pr=xk=12 (7.25)
und

fPr=f, fPe=f, ffr=p,
=t fPr=rp, =g rP=p,

mit den Eingabewerten ZPok = x1, k=1i,ii und ZPok = X2, k =1iii, iv.

Aus der rekursive Darstellung (7.24) der Auswertung folgt mittels unserer bisherigen Ergebnissen zu
Stabilitatsindikatoren (Sétze 7.8 und 7.9 und offensichtliche Verallgemeinerung auf Elementarfunktionen
mit mehr als zwei Argumenten/Eingabewerten) sofort die assoziierte rekursive Abschétzungsvorschrift
fiir die Stabilitétsindikatoren der zu den Teilbdumen gehdrenden Auswertungen:

Satz 7.13. Die Stabilititsindikatoren der durch (7.24) definierten rekursiven Auswertungsvorschrift las-
sen sich mittels

1 if #58=1
of < 14+ k(fPymax(chi,... .oPr)if #B=m+1>1, (7.26)
and B =[Bi,...,Bn]
rekursiv abschdtzen, wobei K( f' ﬁ) die relative Kondition der Funktion fB in den Eingabewerten P 2P

bezeichnet.

Offensichtlich erlaubt (7.26) die vollig automatische Abschétzung der Stabilititsindikatoren und damit
des in der Berechung angesammelten Rundungsfehlers. Wenn wir annehmen, dass wir alle Teilkonditio-
nen k(fP) stabil berechnen konnen, dann konnen wir folgenden Merksatz formulieren:

Automatische Abschitzung des wiahrend der Ausfithrung eines Algorithmus angesammelten
Rundungsfehlers ist moglich!

Doch bevor wir diese Einsicht auf wesentlich komplexere Algorithmen anwenden, wollen wir noch ei-
nige einfachere Beispiele studieren, um uns an die technische Durchfiihrung der rekursiven Abschétzung
zu gewohnen.

Beispiel 7.14. Wir wollen diese rekursive Abschitzungsvorschrift zuerst in Anwendung auf den Auswer-
tungsbaum zu F illustrieren. Wir wéhlen konkrete Eingabewerte, um die Rechnung iibersichtlicher zu
gestalten: x| = 10 — 1 =99999999999, x, = 10!!. Aus 0o+ < 1 fiir die Eingabebdume mit £ = 1,2 und

e x|

= =2-10" —1,
X1 —xa|

Kk(/P1) = Kk(f1)

erhalten wir sofort A1 < 2-10'!. Dann mit x(/%2) = k(f>) < 2 weiterhin sofort
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ofi =oP <1+4.10".

Wir erwarten bei der Auswertung /] mit den Eingabewerten x| = 10! — 1 und x, = 10! auf einer Ma-
schine mit Maschinengenauigkeit eps = 107'° also einen maximalen (relativen) Rundungsfehler von

|F(x1,%2) — F1(x1,x2)]

<olleps < (1+4-10").eps~4-1075.
) ps< )ep

Wegen F(x1,x2) = 1 erwarten wir also auch den maximalen absoluten Rundungsfehler 4-107>. Die
Durchfiihrung dieser Berechnung (zum Beispiel auf einem handelsiiblichen Taschenrechner) liefert in
der Tat F1(x1,x3) = 1, also einen Fehler (relativ und absolut) von 0. Der Fehler ist erheblich kleiner als
abgeschitzt, da die Eingabewerte nicht gerundet werden und somit schon oy = 1 eine Uberschitzung
darstellt. Wenn wir allerdings zu x; = 99999999999.0001 und x; = 10'! iibergehen, dann ist das nicht
mehr der Fall. Die Auswertung auf demselben Taschenrechner ergibt dann Fj (x1,x;) = 0.9998 und damit
einen (relativen und absoluten) Fehler von 2- 1074,

Beispiel 7.15. Zum Vergleich betrachten wir nun die rekursive Abschétzungsvorschrift in Anwendung auf
den Auswertungsbaum zu F,. Wieder sei x; = 101 — 1, x, = 10!, Aus 0o« < 1 fiir die Eingabebdume
mit k = i, ii,iii,iv und

K(P) =x(f) <2, k(ff) =k(P)=x(h) <2, x(P)=x(f)<2,
erhalten wir sofort oPe <3, Ll <3, oha <3 und obr < 7. Dann mit

):2 Y1 x 22 4 11
2 3’10 '10 1
K’(fﬁe)<| 1‘ | 12|* ~3

T —2nx| 102 —1

)

und

3|+ b} — 2313

K(fPr) < —2.102 1,

- \x% er% —2xx1 |
und in Folge sofort

O—ﬁe

IN

1+ 7x(fP) ~ 22
o2 = obPr < 1+656K(fﬁF2) ~ 44107

Wir erwarten bei der Auswertung F5 mit den Eingabewerten x| = 10! — 1 und x; = 10! auf einer Ma-
schine mit Maschinengenauigkeit eps = 10~'° also einen maximalen (relativen) Rundungsfehler von

|F(x1,x2) = F>(x1,x2)]

< olreps~4.4-10.
Feow) o0 P

Wegen F(x1,x;) = 1 erwarten wir also auch den maximalen absoluten Rundungsfehler 4.4 - 107. Die
Durchfiihrung dieser Berechnung (zum Beispiel auf einem handelsiiblichen Taschenrechner) liefert in
der Tat F>(x1,x2) = 2097152, also einen Fehler (relativ und absolut) von ca. 2.1- 109,

7.4 Summationsalgorithmen
Unsere Aufgabe besteht in der Summation von # positiven reellen Zahlen, also der Auswertung von

n
sn:Zx,»:x1+xz+~--+xn.
i=1

Genauer gesagt wollen wir einen Algorithmus finden, der s, durch sukzessive gerundete Additition
moglichst genau approximiert. Diese Problematik hat praktische Bedeutung und ist daher recht genau
untersucht. Ueberhuber [36, Kapitel 5.8] widmet dem Thema eine Fallstudie. Einen umfassenden Uber-
blick tiber Summationsalgorithmen gibt Highham [18, Kapitel 4].
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7.4.1 Rekursive Summation

Eine naheliegende Moglichkeit s, auszuwerten besteht darin, die Summanden x; bis x, einfach nach-
einander zu addieren. Man beachte, dafl dadurch eine bestimmte Klammerung festgelegt wird, ndmlich
beispielsweise

s5 = (((x1 +x2) +x3) +x4) + x5 .

Die entsprechende Rekursionsformel
Sy =X1, Si=Si-1+x, i:27"'7n7
lasst sich direkt in einen Algorithmus umsetzen.

Algorithmus 7.16 (Rekursive Summation).

s=x(1) ;

for i = 2:n
s=s+x (1) ;

end

Gleichbedeutend mit der Anwendung von Algorithmus 7.16 ist die Auswertung der gestorten Rekur-
sion
S| =x1, Si=8_1Fx, i=2,....n, (7.27)

bei der wir die exakte Addition durch die Gleitkommaaddition ersetzt haben. Wir wollen feststellen, wie
stabil sich die Berechnungsvorschrift (7.27) gegeniiber dieser Storung verhélt. Die Frage ist also, wie
stark sich die Lawine von Rundungsfehlern, die bei den vielen Gleitkommaadditionen entsteht, auf das
Endergebnis auswirkt. Vereinfachend setzen wir dabei voraus, dal3

x=%>0eG, i=1,...,n. (7.28)
Es gibt also keine Eingabefehler, und es kann keine Ausléschung auftreten.

Satz 7.17. Unter der Voraussetzung (7.28) gilt fiir die rekursive Summation (7.27) die Fehlerabschdtzung

n
Isp —8a| < 3 2 (2" — 1)eps . (7.29)
i=1

Dabei bedeutet eps = eps(q,{) die Maschinengenauigkeit.

Beweis. Zur Vorbereitung erinnern wir an die binomische Formel
(a+b)k = i Y alpt Mo kB (7.30)
— A\ ’ 1) k-0 '

Setzt man a = b = 1, so folgt
k
2(’1‘)22’& (7.31)
=0

Doch nun zum eigentlichen Beweis. Wegen Satz 5.5 ist
§IZX1(1+81), s~,-:rd(s~,-,1 +x,~):(§,-,1+x,-)(1+8,-), i:Z,...,n,
mit & =0 und |&| < eps, i =2,...,n. Daraus folgt mit vollstindiger Induktion die Darstellung
n n
Sy = ZX;’H(l +£j) .
=1 j=i
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhélt man daraus
n

[T +e)-1

J=i

n
Isp —§u| < inKi ) Ki = . (7.32)
i=1
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Wir haben nun die Faktoren K; abzuschétzen. Nach Ausmultiplizieren des Produkts heben sich die Sum-
manden 1 und -1 weg. Dann wendet man die Dreiecksungleichung an, fiigt die Summanden 1 und -1
wieder hinzu und macht die Ausmultiplikation riickgéngig. Auf diese Weise ergibt sich

n

[T(+g)-1

J=i

n
<JT(1+lg)—1< (1+eps)" ' —1. (7.33)
Jj=i

[<i:

Nun liefert die binomische Formel wegen eps < 1 und (7.31) fiir k = n+ 1 — i die Abschétzung
Sk &k
(1+eps)f—1= D (1) eps' < eps Y, (l) = (2"~ 1)eps. (7.34)
I=1 =1

Insgesamt gilt also '
K < (2" —1)eps, i=1,....n.

Durch Einsetzen dieser Abschdtzung in (7.32) erhalten wir schlielich die Behauptung. ad

In Satz 7.17 haben wir eine absolute Fehlerabschdtzung bewiesen. Offenbar liefert (7.29) aber unmit-
telbar auch die folgende Abschétzung des relativen Fehlers

|50 — S

|5l

< (2"—1)eps. (7.35)

Wir stellen erschreckt fest, daB sich die auftretenden Rundungsfehler von der GroBenordnung eps im
Laufe der Summation derart aufschaukeln konnen, daf sie in ihrer Auswirkung auf das Ergebnis um
einen exponentiell wachsenden Faktor verstirkt werden. Nun, ganz so schlimm muf} es nicht kommen,
denn (7.29) und (7.35) stellen nur obere Schranken dar, welche den tatsdchlichen Fehler im allgemeinen
erheblich iiberschitzen.’

Um zu sehen, wie man die Abschitzung wesentlich realistischer machen kann, kehren wir kurz zu
unseren Uberlegungen zu Auswertungsbiumen zuriick. Die rekursive Summation lisst sich in unserer
Schreibweise aus Abschnitt 7.3 wie in Abbildung 7.3 darstellen:

Abb. 7.3 Auswertungsbaum zur rekursiven Summation.

Zuerst haben wir all die Auswertungs(teil)bdume, die nur aus Bléttern bestehen und die Eingabewerte
zur Verfiigung stellen (die nicht-gefiillten Knoten in Abbildung 7.3):

Boi=1, withzPi=x,
flir i = 1...,n. Die niachste Schicht von Knoten (die ausgefiillten in Abbildung 7.3) sind die Wurzeln der
Teilbdume, die die Summen s,_; +x; berechnen, angefangen mit 8, = [fo,1,Bo2] und zo = x| +x; und
weiter fiiri = 3,...,n,
ﬁi:[ﬁi*hﬁo,i]v fﬁi(xvy):x+y7 Zi:ZBi:Zifl_in-

Da (/' Bi ) = 1 (wir betrachten hier lediglich die Addition positiver Zahlen) erhalten wir unmittelbar

of <14+max{cP1 1} =14+06P, i=3.. . .n

3 Das liegt unter anderem an der sehr pessimistischen Abschitzung (7.34). In dieser Abschitzung haben wir auch héhere
Ordnungen der Stérungen in eps beriicksichtigen. Das hatten wir eigentlich bei der Definition der Stabilitit ausgeschlossen.
Wenn wir die Abschitzung nur in fiihrenden Ordnung ausfiihren, das heisst (14 eps)* — 1 durch keps ersetzen, dann ergibt
sich sofort die viel bessere Abschitzung ||s, — §,|/|sx| < neps.
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Daraus resultiert mit o2 < 2 sofort ohi < i. Daher haben wir gerade den folgenden Satz bewiesen:

Satz 7.18. Fiir die rekursive Summation positiver Zahlen gilt die verbesserte Fehlerabschditzung
—3
——F— <mneps. (7.36)

Der Vergleich von (7.35) und (7.36) zeigt, welchen riesigen Gewinn wir soeben erzielt haben. Der Run-
dungsfehler kann nicht exponentiell mit der Anzahl der zu summierenden Zahlen wachsen, sondern le-
diglich linear und damit recht schwach! Also haben wir zum wiederholten Male gesehen, dass eine obere
Abschitzung des Rundungsfehlers immer in Gefahr steht, den Fehler substantiell zu iiberschitzen. Ob
das auch noch fiir die lineare Fehlerabschétzung (7.36) zutrifft, konnen wir jetzt noch nicht wissen; wir
werden weiter unten numerische Experimente dazu zeigen. Die Abschitzung sagt uns allerdings, dass
die rekursive Summation nur bei sehr grossen Summandenanzahlen signifikante Rundungsfehleranteile
zeigen wird. Kann man dieses Problem auch noch vermeiden?

7.4.2 Hierarchische Summation

Die obige Abschitzung scheint zu zeigen, dass eine Verbesserung mdglich ist, wenn man den Auswer-
tungsbaum so flach wie moglich macht. Das fiihrt uns sofort auf die Grundidee der sogenannten hierar-
chischen Summation. Dazu nehmen wir der Einfachheit halber an, daB n = 2’ eine Zweierpotenz ist’.
Setzt man nun die Klammern, beispielsweise fiir n = 8 = 23, wie folgt,

ss = ((x1 +x2) + (x3 +x4)) + ((x5 +x6) + (x7 +x3)) ,

so ist jeder Summand genau an J = 3 Additionen beteiligt. Das Prinzip besteht darin, in jedem Schritt die
benachbarten Summanden zu addieren und dadurch eine neue Summe mit halbierter Anzahl von Sum-
manden zu erzeugen. Die hierarchische Struktur dieser Vorgehensweise wird in Abbildung 7.4 deutlich.

X X2 X3 X4 X5 X6 X7 X3
v v v AV
S(ll) Sgl) S(31) SA(‘U
NS NS
s(1 ) s§2>
N v
3)

Abb. 7.4 Hierarchische Summation

Aus Abbildung 7.4 lasst sich auch die folgende Rekursion ablesen,

O =x, 1=1,..,2, s =D N 2 k=, (137)

Das gesuchte Ergebnis ist dann s, = sgj). Die Berechnungsvorschrift (7.37) ldsst sich direkt algorithmisch

umsetzen:
Algorithmus 7.19 (Hierarchische Summation).
sS=X;

for k = 1:J0

® Theoretisch konnen wir das natiirlich immer erreichen, indem wir gegebenenfalls zusitzliche Nullen addieren. Praktisch
wird man effizientere Modifikationen finden.
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for 1=1:2%% (J-k)
s(l)=s(2%1-1)+s(2%1);
end
end

Eleganter wire allerdings eine rekursive Implementierung.

Abbildung 7.4 sollte ausreichen, um gleichzeitig deutlich zu machen, wie der zugehorige Auswer-
tungsbaum aussieht. Die Auswertung von Algorithmus 7.19 in Gleitkommaarithmetik ist gleichbedeutend
mit der gestorten Berechnungsvorschrift

2, §O NI PR k=10, (738)

und dem Endergebnis §, = §. Im Vergleich mit Algorithmus 7.16 haben wir nur die Klammerung
gedndert. Wir wollen sehen, ob es uns gelungen ist, auf diese Weise die Stabilitit zu verbessern.

Satz 7.20. Unter der Voraussetzung (7.28) gilt fiir die hierarchische Summation (7.38) die Fehler-
abschditzung
‘Sn - §n|

ISl

< (14 logn)eps . (7.39)

Beweis. Die Blitter des zur Berechnung (7.37) gehorenden Auswertungsbaums seien mit
Boi=1, withzPi=x,

bezeichnet, das entspricht der Ebene 0 im hierarchischen Baum und dem Superindex 0 in (7.37). Auf
Ebene j > 0 (bzw. fiir Index ;) werden die Ergebnisse je zweier Baume der darunterliegenden Ebene
addiert:

Bii=Bi12e1Bj 12, Pr=zPrrag P iy (2)).

Daher haben wir
oPii <1+ max{cPi121 oPiay = 14 oPitae < 1,

und damit auf der letzten Ebene J = logn in der Wurzel des Gesamtbaumes:
ob <J+1=1+logn.
Daraus folgt sofort fiir die behauptete Aussage fiir den relativen Gesamtfehler.

Abschlielend wollen wir anhand numerischer Experimente feststellen, inwieweit sich unsere theoreti-
schen Resultate auch im praktischen Verhalten der Algorithmen widerspiegeln. Da sich Rundungsfehler
zufdllig verstirken oder ausloschen konnen, sollen unsere Summationsverfahren anhand mehrerer Tests
verglichen werden. Fiir jeden Test wihlen wir jeweils 1y = 2/ Zufallszahlen x; € (0, 1) mit £ = 7 Stellen
und J = 1,...,15. Deren Summe berechnen wir dann approximativ mittels rekursiver und hierarchischer
Summation bei 7-stelliger Gleitkommaaddition. Zum Vergleich wird noch die ,,exakte” Summe s, durch
hierarchische Summation mit doppelt genauer Arithmetik (15 Stellen) ausgerechnet. Abbildung 7.5 zeigt
die Mittelwerte der relativen Fehler von 100 solcher Tests in Abhingigkeit von der Anzahl 2!,... 215 der
Summanden. Zunéchst fallt auf, da} bei allen Verfahren der Fehler deutlich geringer ausfillt als nach un-
serer Stabilititsanalyse zu befiirchten war. Qualitativ werden unsere theoretischen Untersuchungen aber
nachhaltig bestitigt: Die Verbesserung der rekursiven Summation 7.16 durch aufsteigende Anordnung
der Summanden ist sichtbar, aber nicht gravierend. Dagegen entspricht die Uberlegenheit der hierarchi-
schen Summation 7.19 dem dramatisch besseren Stabilitdtsresultat in Satz 7.20. Wahrend bei rekursiver
und aufsteigender Summation der relative Fehler um zwei Groflenordnungen anwéchst, ist bei der hier-
archischen Summation auch fiir ny5 = 32 768 Summanden kein wesentlicher Einflul der Rundungfehler
sichtbar.

Die Summation positiver Zahlen ist stabil.
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Abb. 7.5 Vergleich von rekursiver und hierarchischer Summation

7.5 Varianzberechnung

Wir wollen als weiteres etwas anspruchsvolleres Beispiel die Berechnung der Varianz einer Datenfolge

X1,...,X, betrachten,
n

V(xlv"'axnaaziz(xk_f)zv x=

1
=

S| =

n
zxkv
k=1

wobei wir davon ausgehen, dass wir den Mittelwert x bereits als vorab berechneten Wert vorliegen haben.
Wir konnen dabei davon ausgehen, dass die Datenfolge durchweg positive Zahlen enthilt, so dass die
Berechnung des Mittelwerts mittels hierarchischer Summation kaum Rundungsfehler erzeugt und daher
die durch die Berechnung ins Spiel kommenden Fehler im Weiteren ignorieren werden konnen. Wenn
wir den Rundungsfehler dieser Vorabberechnung trotzdem in unserer Analyse beriicksichtigen mdchten,
so konnte er als Eingabefehler betrachtet werden und dann mittels Satz 7.5 behandelt werden.

In der Literatur findet man zwei verschiedene Auswertungsvorschriften fiir die Funktion V:

1 n
V(X1 Xn,X) = — 2 (xx —x)>  (Summe der Abweichungsquadrate)
=

1 =
Va(X1,s.eyXn,X) = — z xi . (Summe der Datenquadrate)
2

wobei V5 voraussetzt, dass x tatsichlich der Mittelwert ist.

Wir werden nun das Rundungsfehlerverhalten von auf diesen beiden Formeln beruhenden Algorith-
men studieren. Bei einer Auswertung von V7, z.B. wie in Algorithmus 7.21, werden viele potentiell zu
Ausléschung fiihrende Subtraktionen ausgefiihrt, wihrend bei einer Auswertung von V5 nur eine Subtrak-
tion ndtig ist. Gilt die oben formulierte allgemeine Regel, dass potentiell schlecht konditionierte Opera-
tionen (also hier die Subtraktionen) zuerst auszufiihren sind, dann immer noch? Anders gefragt: Ist eine
Auswertung von ¥} im Normalfall stabiler als eine von /,? Zur Beantwortung dieser Frage miissen wir
natiirlich wiederum zuerst die Rundungsfehler abschétzen.

Ein Algorithmus, der die Berechnung von V] realisiert ist der folgende:

Algorithmus 7.21 (Rekursive Berechnung der Varianz /).

Var=0;

for i = 1:n
Var=Var+ (x (1) -bx) "2;

end

Var=Var/n;

Ein moglicher Auswertungsbaum zu V; bzw. Algorithmus 7.21 auf Basis rekursiver Summation der
Differenzen ist in Abbildung 7.6 skizziert. Natiirlich konnte man auch hier zur hierarchischen Summation
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Abb. 7.6 Auswertungsbaum zur Varianzberechnung V7.

greifen und dabei vermuten, dass der sich ergebende Rundungsfehler geringer ausfallen wiirde. Das wer-
den wir aber wegen der etwas aufwendigeren Notation beim hierarchischen Vorgehen vermeiden; es wird
sich letztlich herausstellen, dass die wesentlich wichtigeren Beitrage zum Gesamtrundungsfehler aus den
(eventuell schlecht konditionierten) Subtraktionen kommen.

Satz 7.22. Unter den oben gemachten Voraussetzungen gilt fiir die Algorithmus 7.21 die Abschditzung des
Rundungsfehlers

V—"(x,... -
1(X1, X0, X) ‘ < (C(n) +2 max M)eps, (7.40)
V Jj=1,...n |Xj—)?|
mitV ="V (xi,...,x,,x) und einer Konstanten C = C(n), die nicht von den jeweiligen Werten der betrach-

teten Datenfolge, sondern lediglich linear von deren Linge abhdingt:
Cn)=5+2n=0(n).
Dabei bedeutet eps = eps(q,t) die Maschinengenauigkeit.

Beweis. Wir beziehen uns im Folgenden auf den in Abbildung 7.6 skizzierten Auswertungsbaum.
Die Blitter dieses Baums sind 7 + 1 Knoten mit den Eingabewerten (blau in Abb. 7.6):

Bo=1[, withzP=x,  Bi=[, withzF=x.

Die néchste Schicht von Knoten (weiss in Abb. 7.6) sind die Wurzeln der Teilbdume, die die Differenzen
X; — x berechnen:

Bi+}l - [ﬁia BO]v fﬁ[+/1 (xvy) =X—) ZﬁH—” =X —X.
Die bekannte Formel fiir die relative Kondition der Subtraktion fiihrt uns sofort zu
_ xl+ |f|7 P < 14 il + 13T
o — x] |x; — x]

Nun kommen wir der Schicht von Knoten (rot in Abb. 7.6), in der die Differenzen jeweils quadriert
werden:

K(fﬁH”)

Bivan = [ﬂi+n]a fﬂi”" (x) :xz, P = (xi _f)za

mit Kondition und Stabilitit gemaéss

Jxi] + [x]
i —x]

Die letzte Schicht von Knoten sind die Wurzeln (gelb) der Baume, die die quadrierten Differenzen suk-
zessive aufsummieren:

K(fﬁi+2n) =2, oPrm<342

Bi3n = [Bison, Bovon)s  Bivsn = [Bim1+3n: Biv1424),i =2,...,n—1,

mit
fﬁf+3n (x,y) =x+, K(fﬁi+3n) =1,

und daraus folgenden Stabilititen
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6[31+3n < 1+ max (O'ﬂ1+2n76ﬁ2+2n) =44 2max |Xi‘ + |ﬂ’
=12 |x; —X]

o Pitan < 1 +max (Gﬂi—1+3n’ GﬁH—H—Zn),
die wir nochmals abschétzen zu

oPitan <i+3+2 max M i=1,...,n—1

J=lenitl |xj—x] 7
Letztendlich wird das Ergebnis durch n geteilt:

ﬁ4n = [ﬁ4n—1}7 fB4n (-x) = X/n, K(fﬁ4n) = 27
so dass sich fiir die Gesamtauswertung ergibt:
ol = B < 14+ 20Pm-1 <542n+2 max M
j=1,...,n ‘x_]‘ —)?I

Wir sehen, dass diese Auswertung instabil werden kann, wenn es Werte x; in der Datenfolge gibt, die
sehr nahe an dem Mittelwert x liegen.
Nun wenden wir uns einem Algorithmus zu, der die Berechnung von ¥, realisiert:

Algorithmus 7.23 (Rekursive Berechnung der Varianz 13).

Var=0;

for i = 1:n
Var=Var+x (i) "2;

end

Var=Var/n-bx"2;

Satz 7.24. Unter den oben gemachten Voraussetzungen gilt fiir die Algorithmus 7.23 die Abschditzung des
Rundungsfehlers
V— VZ(xla e 7xn7)z)
14

|

< (cim +Cz<n)m)eps- (7.41)

mitV =V (x1,...,x,,X) und Konstanten Cy und C,, die nicht von den jeweiligen Werten der betrachteten
Datenfolge, sondern nur von ihrer Linge abhdiingen:

Ci(n)=64+2n=0(n), Cy(n)=10+4n= 0(n).

Dabei bedeutet eps = eps(q,{) die Maschinengenauigkeit.

-
e
-
-

Abb. 7.7 Auswertungsbaum zur Varianzberechnung V5.

Beweis. Der wiederum auf rekursiver Summation beruhende Auswertungsbaum zu V, sieht ein-
facher aus, siche Abbildung 7.7. Zuerst haben wir wieder die Schicht der Eingabeknoten (rot in Abb.
7.7):

Bo=[, withzPo=% — B =], withzh=x

und den Teilbaum, der zuerst das Quadrat des Mittelwertes berechnet:
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Boo=[Bol, SPo(x) =7, k(fP0)=2, ofw <3,
Die Folgeschicht von Knoten (weiss) berechnet die Quadrate der Daten
Bin=[B], fPrr(x)=x? ZPen=xF
mit
K(fﬁi+n> =2, oPin < 3,
Nun werden die Datenquadrate aufsummiert,

Bis2n = Bisns Bosnls  Bivsn = Bii420: Biv14n),i=2,...,n—1,

mit Kondition
fPrn(ey) =x+y, k(P =1,
und Stabilitat

o < 1+ max (oﬁf71+2n,3) —i+3
dann durch n geteilt,
Bon=Bsu1l, fPr(x)=x/n, x(fPr)=2, oPr<s542m
Dann wird erst die Differenz berechnet

Bt = [Ban—1,Bool, [P (x,p) =x—,

wobei die Kondition sich zu ) o
s/l + 1
| XXt /n—x2|

x( fB3n+1 )

ergibt und daraus die Stabilitat

o2 = gPmri <14+ K(fﬁ3n+1 ) max (O-ﬁsy:7 Gﬁoo)

| Xt /n| + 7|
| St /n—x?|

|

|V(xla"'axn7f)|)

IN

1+ (5+2n) :1+(5+2n)(1+2

folgt.

Wenn wir nun zu einer hierarchischen Summation der Datenquadrate iibergehen, dann bleibt der
Grossteil des Beweises gleich und nur der Teil, in dem die Summation abgeschétzt wird, muss angepasst
werden. Daraus resultiert sofort:

Satz 7.25. Unter den oben gemachten Voraussetzungen und n = 2’ fiir ein ganzzahliges J gilt fiir die
Berechnung von V, mittels hierarchischer Summation der Datenquadrate

V—T(x1,... X2
21, ,x,,,f)‘ < (cl(n) —&—cz(n)m)eps. (7.42)
4 V]
mit V.=V (xi1,...,x,,X) und positiven Konstanten ¢\ und c,, die nicht von den jeweiligen Werten der

betrachteten Datenfolge, sondern nur von ihrer Linge abhdngen:
ci(n) =0 (logn), c2(n)= 0O(logn).

Dabei bedeutet eps = eps(q,{) die Maschinengenauigkeit.

Zur genaueren Analyse unserer Ergebnisse wollen wir einige numerische Experimente durchfiihren
und uns dazu spezifische Daten x; anschauen. Dafiir generieren wir eine Folge von n Zahleny;,i=1,...,n
gemdl der Standard-Normalverteilung. Dann ist die Folge yi,...,yu, —1,..., —V, ebenfalls normalver-
teilt und hat den exakten Mittelwert 0 und die Varianz
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y=— .
ni:lyl

Die Berechnung der Varianz v mittels V5, ist stabil, da v wegen der Erzeugung gemall der Standard-
Normalverteilung fiir ausreichend grosse # nahe an 1 liegen wird. Dann berechnen wir zur spéteren Nut-
zung den maximalen und minimalen Betrag ymax = max; |y;| und ypi, = min;|y;| der Folge und nehmen
der Einfachheit halber fiir das Weitere an, dass yi, > 0. Fiir beliebig gegebene & € (0,1) und x > ymax
erhalten wir daraus eine Folge positiver Zahlen

X =x+0yi, Xpga=x—0y, i=1,...,n,

mit Mittelwert x und Varianz
2 X2p,X) = 52 V.
()C] 59 X2n, .

In Algorithmus 7.26 ist angegeben, wie diese Erzeugung in MATLAB realisiert werden kann.
Algorithmus 7.26 (Normalverteilte Zahlenfolge mit gegebenem Mittelwert).

y=randn(1l,n) ;

bx = 1.5xmax(y) ;
x(1:n)=bx+deltaxy;

x (n+1:2n)=bx-deltax*y;

Beispiel 7.27. Wir erzeugen uns gemif der gerade erarbeiteten Idee eine Datenfolge positiver, normalver-
teilter Zahlen x1, . .., x2, mit n = 10.000, Mittelwert x und Konstanten y,i, > 0 und v wie oben eingefiihrt.
Wir wollen studieren, wie sich die Rundungsfehler der Algorithmen 7.21 und 7.23 fiir verschiedene Werte
von 6 verhalten. Mit Hilfe unserer obigen generellen Ergebnisse ergibt sich folgende obere Schranke fiir
den relativen Fehler der Auswertung V7 :

oV'§5+4n+2( al +1)

ymin5
V(xla“'ax2n7)z)7V1(x17“'5x2n7£)‘ < (7+4I’l+2 X )eps.
V(xla--'ax2n7;) J’min5
Ebenso fiir die alternative Auswertung V>:
2
" ]
o2 <1+(5+4n)(14+2—
<14+ (5+4n)(1+ v52)
V(X],...7x2n,.;)_172()(:1,...7)(2”7)?)‘ ( ‘ﬂz
< (1+G+an)1 2—) .
V(xl7"'ax2l17£) N +( - n)( N VEz) o

Abbildung 7.8 zeigt die jeweiligen relativen Fehler und die zugehdrigen oberen Schranken in ihrer
Abhéngigkeit von §. Dabei wurde v in hoherer Genauigkeit vorab berechnet. Wir erkennen, dass die
oberen Schranken den Verlauf der jeweiligen Fehler im gesamten Wertebereich prinzipiell gut wieder-
geben, auch wenn sie natiirlich Uberschitzungen darstellen. Es wird deutlich, dass die Auswertung 7>
deutlich hohere Fehler erzeugt als V. Ausserdem wird sie fiir sehr kleine 0 erwartungsgemal instabil.
Wenn wir bei der Berechnung von V5 hierarchische Summation statt rekursiver Rekursion verwenden,
dann ergibt sich ein dhnliches Bild, wie man Abb. 7.9 entnehmen kann. Nur findet man eine wesentlich
bessere obere Schranke, wie Satz 7.25 vielleicht schon vermuten liess. Das zeigt, dass der Hauptanteil des
Rundungsfehlers nicht aus der Summation resultiert, seine oben beobachtete Uberschitzung aber schon.

Bei der Berechnung der Varianz einer Datenfolge sind die Varianten, die die Subtraktionen zuerst
ausfiihren (Berechnung mittels Summe der Abweichungsquadrate), im Normalfall stabiler als die,
die eine spater Subtraktion ausfithren (Berechnung mittels Summe der Datenquadrate).
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relativer Fehler

Abb. 7.8 Relativer Fehler der Varianz-Auswertungen /; und V5 fiir die Daten aus Beispiel 7.27 in Abhdngigkeit vom
Parameter § fiir n = 10000 auf einer Maschine mit Maschinengenauigkeit eps = 2.22 - 107!, Rot, Sterne, gestrichelt:
Relativer Fehler in V; rot, gestrichelt ohne Sterne: zugehorige obere Schranke. Blaue, durchgezogene Linie mit Kreisen:
Relativer Fehler in /; blau-durchgezogen ohen Kreise: assoziierte obere Schranke, wie in Beispiel 7.27 berechnet.

-5

10

relativer Fehler

10—107

107° :

107° 10

Abb. 7.9 Relativer Fehler der Varianz-Auswertungen und V5 fiir die Daten aus Beispiel 7.27 in Abhéngigkeit vom Para-
meter § fiir n = 1000 auf einer Maschine mit Maschinengenauigkeit eps = 2.22 - 10~!°, Blaue, durchgezogene Linie mit
Kreisen: Relativer Fehler in /5; blau-durchgezogen ohen Kreise: assoziierte obere Schranke. Die Berechnung von V er-
folgte hier mittels hierarchischer Summation, was im Vergleich zu obigem zu einer wesentlich schérferen Abschétzung des
Rundungsfehlers fiihrt.

7.6 Allgemeine Einsichten zur Rundungsfehlerabschitzung

Was konnen wir aus den vorangegangenen Betrachtungen lernen? Wir haben gesehen, dass unsere
Abschitzungen der Stabilititsindikatoren mittels Auswertungsbdaumen in manchen Fillen eine gute Vor-
stellung des realen relativen Fehlers vermitteln, in anderen Fillen aber zu starken Uberschitzungen
fiihren. Was also ist der Gewinn dieser Vorgehensweise?

Der entscheidende Vorteil. Unsere rekursive Abschétzungsvorschrift 7.26 erlaubt uns, die Stabi-
litatsindikatoren der gerade durchgefiihrten Auswertung parallel zur Auswertung selbst abzuschitzen und
damit zu jedem Zeitpunkt der Auswertung eine obere Schranken fiir den angesammelten relativen Fehler
der bisher durchgefiihrten Berechnungen zu berechnen. Damit ergibt sich ein Warnmechanismus fir das
potentiell kritische Ausschaukeln von Rundungsfehlern in jedem Schritt der Berechnungen. Dabei setzen
wir natlirlich voraus, dass wir die in Zuge der Abschitzung vorkommenden Konditionsberechnung stabil
ausfithren konnen.

Der entscheidende Nachteil. Unsere Abschitzungen liefern nur eine obere Schranke und konnen das
gegenseitige Sich-Aufheben von Rundungsfehlern nicht beriicksichtigen: jeder Rundunsgfehler wird mit
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dem maximal moglichen abgeschétzt und immer ihre schlimmstmogliche Kombination beriicksichtigt. Im
Allgemeinen werden wir auch keine genauere Schitzung des Rundungsfehlers angeben konnen. Genauere
Betrachtungen einzelner Auswertungsklassen sind natiirlich moglich.

Eine generelle Regel. Entscheidende Erhdhungen der Rundungsfehlerabschitzung erfolgen nur durch
extrem schlecht konditionierte Elementaroperationen, d.h. i.A. nur durch Subtraktionen &hnlich grosser
Zahlen. Also sollte man, wenn immer moglich, solche Subtraktionen vermeiden. Wir haben in Beispiel
7.27 gesehen, dass solche Subtraktionen manchmal nicht vermeidbar sind. In Beispiel 7.27 zeigt sich,
dass die Auswertung, dort V1, die die kritischen Subtraktionen moglichst frithzeitig durchfiihrt, stabiler
ist, als die Auswertung, die die kritische Subtraktion zuletzt ausfiihrt. Damit kommen wir wieder zu
unserer schon oben ausgefiithrten generellen Empfehlung zurtick: Wahle Auswertungen, die potentiell
kritische Elementaroperationen moglichst frithzeitig durchfiihren.

7.7 Numerisches Differenzieren

Im Hinblick auf die Definition A.4 ist es naheliegend, die Ableitung einer differenzierbaren Funktion
f:(a,b) — Rander Stelle x € (a,b) durch den Differenzenquotienten

Sx+h) - fx)

D(h) = .

(7.43)
zur Schrittweite 4 > 0 zu approximieren. Dabei muss 1 < H = b — x sein, denn sonst ist f(x + /) nicht
definiert. Wir interessieren uns fiir die Auswirkung von Stérungen der Schrittweite 4 auf den Wert des
Differenzenquotienten D(%). Dazu haben wir die Kondition der Auswertung der Funktion D : (0,H) — R
an der Stelle /9 € (0,H) zu untersuchen.

Wir beginnen mit der absoluten Kondition Kyps = Kaps(/0). Zunéchst stellen wir fest, dal mit f/ auch
D differenzierbar ist. Aus Quotienten- und Kettenregel folgt ndmlich

fla+mh—(fx+h)—flx) 1 .,
n —Z(f(x—&—h)—D(h)) .

D'(h) =

Aus Satz 6.7 erhilt man nun unmittelbar das folgende Ergebnis.
Satz 7.28. Die absolute Kondition Kys(ho) der Auswertung des Differenzenquotienten (7.43) zur Schritt-
weite hy ist

Kabs (o) = | f'(x+ho) — D(ho)| - (7.44)

Als Beispiel betrachten wir die Funktion f(x) = x + O‘x mit positivem o € R und x = 0. Einsetzen in
(7.44) liefert
o
Kabs (0) = — ‘lJrO!h() (1+%h0)| = 5
Mit wachsendem o kann also die absolute Kondltlon beliebig grofl werden.
Wenn wir uns fiir die Anzahl der giiltigen Stellen von D() interessieren, miissen wir uns die relative
Kondition K] = K1 (ho) ansehen.

Satz 7.29. Es sei D(hg) # 0. Die relative Kondition k(ho) der Auswertung des Differenzenquotienten
ist dann

"(x+ ho)
el (0) = ‘ Sl ° 1’ . (7.45)
Beweis. Aus Satz 6.12 folgt unmittelbar
ho
hy) = —— hy) .
Krel( 0) |D(h0)| K‘abs( 0)
Einsetzen der Darstellung (7.44) liefert
h 1 "(x+ho)
Krel(hO) = : |f (x+h0 | = ‘f 0 l‘

\D(ho)| ho
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und damit die Behauptung. O

Im Falle f(x) =x+ %x* und x = 0 erhilt man fiir Ky (ho) die Abschitzung

1+ ahg B
1+ Sho

Krel(hO) = ‘ <1.

.y
‘ 124 ang

Aus hy — 0 folgt sogar K (hg) — 0. Das gilt sehr viel allgemeiner.

Satz 7.30. Es sei [ stetig und f'(x) # 0. Dann folgt kel (ho) — 0 fiir hg — 0.

Bewels. Aus der Stetigkeit von f” folgt f’(x+#4) — f’(x) und aus der Definition der Ableitung folgt
D(h) — f'(x) fir h — 0. Wegen f’(x) # 0 muss fiir geniigend kleine / auch D(h) # 0 gelten. Insgesamt
erhélt man fir 4y — 0

L

st =55 1| 75

"(x+h
D(h)

O
Fiir immer kleinere Schrittweiten /¢ spielt nach Satz 7.30 die Anzahl der giiltigen Stellen von /¢ kaum
noch eine Rolle fiir die giiltigen Stellen des Differenzenquotienten D(4). In diesem Sinne ist also die
Auswertung des Differenzenquotienten D(hg) fiir 4o — 0 beliebig gut konditioniert.

Wir wollen nun die Probe aufs Exempel machen und dazu die Approximation der Ableitung von
f(x) = sin(x) an der Stelle x = 0.6 wirklich ausrechnen. Offenbar ist f"(x) = cos(x) stetig und f”(x) =
cos(x) # 0 fiir x = 0.6. Fiir die Schrittweiten z; = 10 ¥ und k= 1, ..., 15 wird nun der Differenzenquotient
durch direkte Umsetzung von (7.43) in ein MATLAB—Programm ausgewertet. Die relativen Diskretisie-
rungsfehler relative Abweichung der Ergebnisse D(h;), k= 1,...,15, von der Ableitung cos(0.6) ist in
Figur 7.10 dargestellt. Offenbar verbessert sich zundchst durch Verkleinerung der Schrittweite die Ge-

. .
107" 107" 10°

Abb. 7.10 Relativer Fehler der Differenzenapproximation in Abhédngigkeit von der Schrittweite

nauigkeit, um dann aber jenseits eines Schwellwerts von ungefihr 10~% wieder schlechter zu werden.
Die berechnete Differenzenapproximation zur Schrittweite /1;5 = 10~ ist schlieBlich schlechter als fiir
hy = 107!, Da nach Satz 7.30 Stdrungen von / keine Rolle spielen und definitionsgemiB D(h) — f'(x)
gilt, konnten die groen Abweichungen fiir kleine Schrittweiten auf mangelnde Stabilitit zurtickzufithren
sein. Das wollen wir genauer untersuchen.

Wir gehen der Einfachheit halber wieder zur Bezeichnung 4 fiir das Inkrement im Differenzenquoti-
enten iiber und betrachten nun die direkte Umsetzung von (7.43) durch den Algorithmus

D(h) = g3(g2(f(g1(x, 1)), f(x)), ) (7.46)
mit
gilx,h) =x+h, g(a,b)=a—b, gs(c,h)=c/h.

Wir wollen nun die Stabilitdt von (7.46) fiir kleine Werte von /4 abschétzen. Dazu betrachten wir zuerst
einmal x und £ als gestorte Eingabewerte und den (7.46) gehdrenden Auswertungsbaum
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Bo= 0,01, z0=r(x,h)=gi(x,h) =x+h

B =[], =1 =1P(z0) = f(z0)

B=1l, 2=, =rx

Bs = BB, z=/PGEn)=ga,0)=0-2
Ba = (B3, ()], za=[(z3,h) = gs(z3,h) =z3/h.

|
=
<

Die rekursive Berechnung der Stabilitdtsindikatoren liefert dann
04 < 14+2(14+x_(1+2x7))

mit den beiden relativen Konditionen

SO+ [ e +Al /()] - Il

Fetn—f@ T )

Damit haben wir folgendes Resultat:

101

(7.47)

Satz 7.31. Sei f mindestens einmal stetig differenzierbar in x und f(x) = 0 sowie f'(x) = 0. Dann gilt fiir

den Rundungsfehler bei der direkten Berechnung des Differenzenquotienten:

[D(h) — D(h)]| (
— = < (14+2(1+x_ (142K . 7.48
ooy S (1205 (1+2x) ) eps (7.48)
Wenn f zweimal differenzierbar in x ist, dann verhdlt sich dieser Fehler fiir h — 0 wie
|D(h) —D(h)| eps /()]
— = < C+4— (2)x|+ +0(h), (7.49)
D08 i (el o) + o
wobei C eine von h unabhdingige Konstante ist.
Beweis. Die erste Aussage ergibt sich sofort aus (7.47). Die zweite Behauptung resultiert aus Tay-
lorentwicklung von f(x+ /%) um f(x) in 4, was sofort
2 /()]
K. <Ci+= +O(h
ATEOIRAAE

mit einer von /# unabhingigen Konstante C; liefert. Weiteres Einsetzen in (7.47) liefert die Behauptung.

relative error

10

0

10 10 107° 10

Abb. 7.11 Relativer Fehler der direkten Berechnung des Differenzenquotienten. Die durchgezogene Linie zeigt den Verlauf
des real auftretenden relativen Fehlers |D(h) — f'(x)|/|f'(x)| und die gestrichelte Linie die des sich aus der Stabilitits-

abschdtzung (7.47) ergebenden Rundungsfehler anteils oseps.

In Abbildung 7.11 sind numerische Ergebnisse zum Studium dieses Fehlers gezeigt. In numerischen
Rechnungen haben wir aber normalerweise keinen Zugang zu D(), sondern nur zu D(4). Daher kénnen
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wir hier nur den real auftretenden relativen Fehler

[D(h) = f'@)| _ (D) =D(h)|  |D(r) = f" ()] D(A)]
/()] S( o " D) )If’(X)\

numerisch berechnen. Der zweite Fehleranteil auf der rechten Seite der letzten Abschitzung ist allerdings
genau die relative Kondition, von der wir wissen, dass sie fiir 7 — 0 verschwindet, was auch D(#) — f'(x)
und somit D(h)/f"(x) — 1 impliziert. Also wird der real auftretende relative Fehler fiir ausreichend klei-
ne 4 mit dem in (7.48) betrachteten in sehr guter Genauigkeit {ibereinstimmen. Genau das sehen wir in
Abbildung 7.11: Fiir 4 < 10~ verhilt sich der real auftretende relative Fehler wie unsere Abschitzung
und steigt fiir kleiner werdendes / wie eps/h an, wihrend fiir grossere Werte von 4 der Rundungsfehler
nicht dominiert, sondern der Unterscheid zwischen D(%) und f”(x), also der zweite Fehleranteil der obi-
gen Abschitzung, der sich im Wesentlichen wie ¢'(h) verhilt. Die beiden Fehleranteile fiihren dazu, dass
sich ein Minimum des real auftretenden Fehlers bei 4 ~ ,/€ps ergibt, das die generelle Grossenordnung
\/€ps nicht unterschreitet.

Die numerische Approximation der ersten Ableitung durch direkte Berechnung des
Differenzenquotienten in Gleitkomma-Arithmetik mit Maschinengenauigkeit eps ist im
Allgemeinen auf eine Genauigkeit der Grossenordnung /eps beschrankt.

Wie wir schon in Abschnitt 7.2 gesehen haben, besteht ein moglicher Ausweg in einer stabilen Umfor-
mung des Differenzenquotienten. Dazu verwenden wir nacheinander das Additionstheorem sin(ot+ ) =
sin(o) cos(B) + sin(B)cos(ct), die binomischen Formel (o + B)(ot — B) = o> — B und sin®(ax) +
cos?(a) = 1, &, B € R. So erhilt man

sin(x+4) —sin(x) _ 1 (sin(x)(cos (/) — 1) + cos(x) sin(h))

h T h
= 1 (5 DL coseysinit))
- % (sin(x)m + cos(x) Sin(h)>
_ Sn®) <cos(x) _ sin(k) wzl(jl()x)“> .

Dieser Ausdruck ist zwar erheblich komplizierter, fiihrt dafiir aber auf einen stabilen Algorithmus der

prinzipiellen Form

sin()
h )

sin(x)

& (x,h) = cos(x) —sin(h) s+ 1"

Dy (h) = g1(h)-g2(x,h), gi(h)=

Auswertung zuerst von g;, dann g, und dann der Multiplikation ergibt sofort die Stabilitétsabschitzung

hcosh cos(h)|
< in)) = - Tand |
0 < 145, (14 Kgn)) 1+’ sin 1‘(1+‘ sinh ‘ h)’

da bei der Auswertung von g, keine Ausloschung auftritt. Daraus erhalten wir fiir kleine / sofort:
o <1+0(h).

Bei dieser Berechnung wird also kein signifikanter Rundungsfehleranteil auftreten. Genau das ergeben
auch die in Abbildung 7.12 illustrierten numerischen Experimente, wobei dieselben Uberlegungen be-
treffs der verschiedenen Fehleranteile anzustellen sind, wie weiter oben fiir die direkte Berechnung des
Differenzenquotienten.

Leider hat die stabile Umformung des Differenzenquotienten D; (/%) grofie Nachteile. Abgesehen da-
von, dafl man iiber jeden Fall neu nachdenken muf} lésst sich diese Technik nur anwenden, wenn die
Funktion f, wie in unserem Beispiel, in geschlossener Form vorliegt. Dann wird man aber im allgemei-
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relative error

Abb. 7.12 Vergleich der relativer Fehler der direkten und stabilen Berechnung des Differenzenquotienten fiir f(x) = sin(x).
Die durchgezogene und die diinne gestrichelte Linie zeigen wie in Abb. 7.11 den realen Fehler und den zugehdrigen Run-
dungsfehleranteil der direkten Berechnung des Differenzenquotienten. Die dickere Strich-Punkt Linie zeigt den relativen
Fehler [ D2 (%) — f'(x)|/|Da(h)| der stabilen Berechnung des Differenzenquotienten.

nen die Ableitung f” lieber exakt berechnen, notfalls mit Unterstiitzung eines Symbolik-Programms und
nicht umsténdlich durch Differenzenquotienten oder gar deren stabile Umformung approximieren. Diffe-
renzenapproximationen haben ihre Bedeutung, wenn exaktes Differenzieren nicht moglich ist, etwa weil
nur Funktionswerte von f verfligbar sind, beispielsweise aus einem Computerprogramm. Gerade dann
konnen wir aber auch keine stabile Umformungen vornehmen. Ein Ausweg aus diesem Dilemma besteht
in einem vollig anderen Verfahren, dem sogenannten automatisches Differenzieren. Dieses Verfahren ist
anwendbar, wenn f durch einen Programmcode erzeugt wird und beruht auf einer sukzessiven numeri-
schen Umsetzung der elementaren Ableitungsregeln. Einzelheiten dazu finden sich in dem Standardwerk
von Griewank und Walther [15].

7.8 Drei-Term-Rekursionen

Wir betrachten nun wiederum die Drei-Term-Rekursion (6.32) aus Abschnitt 6.5 mit vorgegebenen An-
fangswerten x_1 und xo und Koeffizienten a,b € R, die so gewihlt sind, dass das Polynom A2 +al+b
zwei reelle Nullstellen A;, A, hat. Wir nehmen an, dass

M
= 7 < 17
9=7, 1
dass die zwei Nullstellen also nicht zusammenfallen. Die Losung ergab sich dann zu
xp = oA 4 AT (7.50)

mit Konstanten o, 8, die nur von den Startwerten und den Eigenwerten abhédngen.

7.8.1 Rekursive Auswertung
Ausnutzung der rekursiven Struktur fithrt unmittelbar auf die folgende Berechnungsvorschrift zur Aus-
wertung von fi(xo) = x.
Algorithmus 7.32 (Rekursive Auswertung einer Drei-Term-Rekursion).
function £ = REKDT (x0,K)

x(-1) = xM;
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x(0) = x0;
for k = 0:K-1
x(k+1) = -axx(k)-b*x(k-1);
end
f=x(K) ;

return

Gegeniiber der geschlossenen Darstellung aus Lemma 6.23 hat Algorithmus 7.32 den Vorteil, daf3 er auch
auf inhomogene Drei-Term-Rekursionen mit variablen Koeffizienten der Form (6.30) angewandt werden
kann.

D 0%

Xs
Xy

X3
X,

X
Xo

X,

Abb. 7.13 Auswertungsgraph der 3-Term-Rekursion zum rekursiven Algorithmus 7.32. In jedem Knoten, der kein Blatt ist,
fiihren wir die Funktion x| = fBer1 (g, x5—1) = —(axy + bxg—1 ) aus.

Der in Abb. 7.13 dargestellte Auswertungsgraph zum Algorithmus 7.32 ergibt fiir die rekursive
Abschitzung der Stabilitdtsindikatoren

_ lallx] + [B] b1 |

B
Jiaa! <1+ Ko max{0y,04_1}, Kir1= |axk—|—bxk 1|

Of+1 = O

mit Startwerten 6p = 01 = 1. Da k3 > 1 fiir alle £ > 1 ergibt sich sofort oy, > oy, fiir alle £ > 0. Daher
vereinfacht sich die rekursive Abschitzung zu

_al|xx| + 1B 1]

Okt1 < 1+ K1 O, Kiy1 = (7.51)

Peretl

mit op = 1. Diese Abschitzung kann man trivial parallel zur eigentlichen Drei-Term Rekursion ausfiihren.
Da diese Ausfiihrung aber ebenfalls Rundungsfehlern unterliegen wird, hitten wir gerne grundsétzliche
Einsicht in das Wachstumsverhalten der ;. Zu diesem Zwecke bemerken wir zuerst, dass

0 <&, mit =14+ x418& & =1

Fiir die & findet man schnell eine explizite Formel (siche Lemma 7.7):

<& =1+ ZHK,-. (7.52)

Wir miissen uns also mit dem Wachstumsverhalten der k; beschiftigen, um das Wachstumsverhalten der
Stabilitdtsindikatoren oy grundsétzlich studieren zu kdnnen.
Zum néheren Studium der kj, bemerken wir zuerst, dass aus der Definition der A;, A, sofort folgt, dass

a= —(11 +)~2), b=MA.

Dieses zusammen mit der Losungsformel fiir die x; ausnutzend, finden wir mit ¢ = 4, /A,:
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_allxe] 4161

Kpp1 = ————F———
‘xk+1|

[1+q|-|og"™ "+ B| + |g| - |og" + B

lag* 2 + B

(7.53)

Um das Wachstumsverhalten zu verstehen, betrachten wir zuerst einmal zwei Spezialfille:

(A) p=0:
Es ergibt sich wegen |¢| < 1 sofort, dass

[1+g|+1 {qul —1 fallsg<0
Kyt = —— =

Iq] 2lg| ' +1 fallsg>0"

Dann liefert unsere Formel fiir k; nach Einsetzen in (7.52) mit p = (|1 +¢|+1)/|g| > 1 sofort

k k
o< 1+ Y phit! :1+2p’:%(pk—l)§Cpk, (7.54)
i=1 =1

mit einer von k unabhingigen Konstante C. Das ist eine exponentiell wachsende obere Schranke!
Wir miissen also erwarten, dass der Rundungsfehler dieser Berechnung der 3-Term-Rekursion mit &
exponentiell wéchst und ab einem bestimmten Rekursionsindex k¢ das Ergebnis komplett dominiert
und damit vollig unbrauchbar macht.
(B) a=0undgqg<O0:

Hier finden wir sofort k; = |1 +¢| + |g| = 1 und daher wegen (7.52) sofort o < 1+3Y% 1 =k+1.
Das ist eine lediglich /inear wachsende obere Schranke! Der Rundungsfehler der 3-Term-Rekursion
wird also in diesem Fall bis zu sehr grossen & keine signifikante Rolle spielen.

Beispiel 7.33. Als erstes Beispiel betrachten wir die Rekursion
4xk+1 —4xk —3xk,1 = 07 X—1 = 1 (7.55)

mit A =3/2 und A; = —1/2 und somit g = —1/3 < 0. Zuerst betrachten wir = 0, indem wir xo = 4,
setzen und dann o = 0 mittels xo = A,. Die Abbildungen 7.14 und 7.15 zeigen numerische Experimente zu
diesen beiden Fillen. In beiden bestitigt sich das oben analytisch Gefundene: Fiir § = 0 kann der Fehler
exponentiell schnell wachsen und schon fiir recht kleine & die Grossenordnung 1 erreichen, wéhrend fiir
a = 0 kein signifikanter Rundungsfehler beobachtet wird.

(=]

-
(=)

relativer Fehler

107" ]

0 10 20 30 40
k

Abb. 7.14 Relativer Fehler bei der direkten Auswertung der Dreiterm-Rekursion (7.55) mit § = 0 in logarithmischer
Skala. Die beiden (fast) parallelen Linien zeigen die Abschitzung des Rundungsfehlers laut (7.52) (gestrichelte Linie) und
(7.54) (durchgezogene Linie). Die darunter verlaufende durchgezogene Linie zeigt den realen relativen Fehler | — x| /||
mit x; laut (7.50). Das exponentielle Fehlerwachstum sowohl fiir den realen Fehler als auch fiir die Fehlerschranken ist
deutlich sichtbar.
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25

relativer Fehler

0 20 40 60 80 100
K

Abb. 7.15 Relativer Fehler bei der direkten Auswertung der Dreiterm-Rekursion (7.55) mit oo = 0 in linearer Skala. Die
beiden (fast) parallelen Linien zeigen die Abschitzung des Rundungsfehlers laut (7.52) (gestrichelte Linie) und (7.54)
(durchgezogene Linie). Die darunter verlaufende durchgezogene Linie zeigt den realen relativen Fehler |5 — x| /|| mit xj
laut (7.50). Das sehr beschriankte Fehlerwachstum sowohl fiir den realen Fehler als auch fiir die Fehlerschranken ist deutlich
sichtbar.

Wir wollen die Stabilitdtseigenschaften von Algorithmus 7.32 nun genauer untersuchen. Wir hétten
gerne eine analytische Bestitigung dafiir, dass der Fall 3 = 0 zu exponentiellem Rundungsfehlerwachs-
tum fiithrt. Das werden wir dadurch erreichen, dass wir statt einer oberen Schranke fiir den Fehler eine
exponentiell wachsende untere Schranke beweisen. Als Nebenresultat dieser Untersuchung werden wir
sehen, dass unsere obige Beobachtung sehr schwachen Fehlerwachstums flir « = 0 in gewissem Sinne
auf den gesamten Fall B # 0 {ibertragen werden kann.

Um unsere Untersuchung in einem iibersichtlichen Rahmen zu halten, beriicksichtigen wir der Ein-
fachheit halber nur die Rundung

Fry1 = 1d (1) = (—af — b5 1) (1 + &) , lex| < eps . (7.56)

Mogliche Rundungsfehler oder gar Ausloschung bei der Berechnung von —afj, — bXj,_; werden ignoriert.
Die gestorte Drei-Term-Rekursion (7.56) hat somit die variablen Koeffizienten a; = a(1+ &), by = b(1+
& ). Um den technischen Aufwand im Rahmen zu halten, nehmen wir vereinfachend an, daf in jedem
Schritt derselbe Rundungsfehler € gemacht wird, also

e=¢g, |e|<eps Vk=0,1,....
Dann wird aus (7.56) die Drei-Term-Rekursion
X1 = —a(l+&)x,—b(1+ €)%, X1=x_1, Xo=x0, (7.57)
mit konstanten Koeffizienten. Das zugehdrige gestorte charakteristische Polynom
A2+ La(l+¢€)+b(1+g)

hat die e-abhéngigen Nullstellen A, (€), A2 (€). Offenbar sind dabei 4, (0), A2(0) gerade die Nullstellen des
exakten charakteristischen Polynoms (6.33). Unter der Voraussetzung A (0)| > |41(0)| aus Abschnitt 6.5
gilt ebenfalls |12 (€)| > |41 (€)], falls |e| gentigend klein ist. Wir nehmen an, daf3

M2(e)] > [M(e)l, el <eps, (7.58)
vorliegt. Dann ist nach Lemma 6.23 die gestorte Losung X gegeben durch

% = xi(e) = au(e) (M () + B(e) (Ra(e))FH (7.59)
€)

afe) = M Ble)=x1—ale).
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Die so definierte Funktion
Xt [—eps,eps] > € — xi(€) €R

liefert fiir € = 0 die exakte Losung x;(0) der Drei-Term-Rekursion (6.32). In der Notation der vorausge-
gangenen Abschnitte 6.5 und 7.2 bedeutet das

fix0) =x¢(0),  fi(e.x0) =xi(€) -

Offenbar ist x;(e) differenzierbar in € = 0. Damit konnen wir die Stabilitit o; von Algorithmus 7.32
direkt angeben. Nach Definition der Ableitung gilt nimlich

L nle) -~ (0)
£—0 &

=x;(0)

und gleichbedeutend
xi(€) —x1(0) = x;(0)e +o(e) .

Einsetzen ergibt

7 /
— 0
|fk(‘x0> fk(87X0)| _ |xk< )‘|8|+0(8)
/i (x0) I (0)]
In direkter Analogie zu Satz 6.7 erhalten wir also
/
0
50 O]
| (0)]

Nun kénnen wir das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren.

Satz 7.34. Es sei xo # 0, fi(x0) =x1(0) # 0 und es sei (7.58) erfiillt. Unter der Voraussetzung xo # A1x_|
gilt dann fiir geniigend grofe k die Abschiitzung

o, <Ck

mit einer Konstanten C, die nicht von k abhdngt.
Im Falle xo = A x_ gilt fiir geniigend grofie k

k
O >cC|—
1
mit einer k-unabhdngigen Konstanten c.
Bewelis. Wir schreiben kurz 4; = 4;(0) und A/ = 1/(0), i = 1,2, sowie o = ¢¢(0), &’ = o/(0) und
B =B(0), B’ = p'(0). AuBerdem setzen wir
_h
q= 212 .

Wir beginnen mit dem Fall xo # Ajx_;, nehmen also an, daB 8 = (xo — A1x_1)/(A2 — A1) # 0 vorliegt.
Mit Produkt- und Kettenregel folgt dann

X (0) = AT+ (k+ DaAfA] + BAST 4 (k+1)BASA;
= A5 (&M + (k+1D)ar])gE + B/ A+ (k+1)BAS)

Beriicksichtijgt man nun |¢| < 1 und k|g|* — 0 fiir k — oo, so erhilt man fiir geniigend groBes k die
Abschitzung
W (0)] < erk|Az [

mit einer geeigneten k-unabhingigen Konstanten c¢;. Auflerdem erhalten wir etwa aus (7.59)
x4 (0) = aAFT 4 BT = A (1" + BAa) .

Aus 4, #0, B # 0und |g| < 1 folgt damit fir gentigend groies k die Abschitzung
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2k (0)] = Al ||B22] = | [[gl*| = e2|22]* > 0

mit einer geeigneten k-unabhingigen Konstanten c;. Einsetzen ergibt

()| _ ek

= Ck
i (0)] 7 e

und damit die Behauptung.

Nun betrachten wir den Fall B = 0. Aus (7.59) erhélt man unmittelbar o¢ = x_; und wegen xg # 0
ergibt sich daraus o # 0 und A; # 0. Etwas langwieriger ist der Nachweis von A # 0. Insgesamt erhlt
man schlieBlich B # 0. Damit kénnen wir |x}(0)| nach unten abschitzen. Fiir gentigend groBe & gilt

¥ (0)] = A2l¥ (@21 + (k-+ e )g* + B
> a1 — |/ 20 + (k-+ i gl| = eslalt > 0

mit einer geeigneten k-unabhingigen Zahl ¢z > 0. Zur Abschétzung von |x;(0)| verwenden wir die Dar-
stellung (6.36) aus dem Beweis von Satz 6.24. Mit elementaren Umformungen folgt

1— h+1 1—
k q k q ki |k
%k (0)] = [ A2 1_4 xollq| 1—711“1 = |xol[A2]"[q|" -
Zusammengenommen fiihren diese beiden Abschitzungen auf

X, (0 A

o = x¢(0)] ZQW\%ZC A2

xk(0)] o A

Damit ist alles bewiesen. O

Im generischen Fall xo # A1x— oder, gleichbedeutend, B # 0 wichst also die Auswirkung der Stérung
in jedem Schritt proportional zur Anzahl k£ der Schritte. Auch wenn die Konstante C gro$3 sein kann, so
ist das ein zumindest qualitativ akzeptables Verhalten. Wir nennen Algorithmus 7.32 daher stabil. Diese
Einschitzung wollen wir anhand eines weiteren numerischen Beispiels tiberpriifen. Dazu betrachten wir
erneut die Drei-Term-Rekursion (6.38)

4xk+1 —4xk —3xk,1 =0 s X_1 = 1

mit dem Anfangswert xo = 1 aus Abschnitt 6.5, was zwar zu 8 # 0 aber nicht zu o = 0 fiihrt, also von
den weiter oben betrachteten Beispielen zu unterscheiden ist.

k 10 100 1000 1500
rel. Fehler 0 0lo.1-10"[0.1-1071°

Tabelle 7.1 Rekursive Auswertung der Drei-Term-Rekursion im generischen Fall

Die relativen Fehler bleiben durchweg im Bereich der Maschinengenauigkeit und bestitigen damit die
Stabilitit von Algorithmus 7.32 im Falle 8 # 0.7

Ist B = 0, so haben wir es mit der Berechnung einer schlecht konditionierten, rezessiven Losung
zu tun (vgl. Abschnitt 6.5). Nach Satz 7.34 wéchst dann die Stabilitét selbst im besten Fall exponentiell!
Algorithmus 7.32 ist instabil. Was das bedeutet, haben wir in unserem ersten Beispiel schon eindrucksvoll
gesehen, siche Abbildung 7.14. Schon bei k£ = 20 setzt sich der dominante Losungszweig durch und macht
die Ergebnisse vollig unbrauchbar.

Zur Vorbereitung des néchsten Schritts wollen wir nochmals den Fall 8 = 0 fiir eine andere als die in
Beispiel 7.33 betrachteten Dreiterm-Rekursion studieren:

X1 +2x, — X1 =0, xo=1, x=v2-1,

7 Angesichts von nur 15 verfiigbaren Stellen wichst der absolute Fehler allerdings auf tiber 10'%° an.
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mit der rezessiven Losung x; = A{‘“, A1 = V2 — 1. Wie in Abbildung 7.16 zu sehen ist, macht sich die
Instabilitit schon nach etwa 40 Schritten verheerend bemerkbar. Algorithmus 7.32 ist zur Approximation

—10le L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abb. 7.16 Instabilitdten von Algorithmus 7.32 bei rezessiven Losungen. Gezeigt sind die berechneten Folgeglieder Xy
aufgetragen gegen k. Die analytische Losung x; = (v/2 — 1)¥! fillt exponentiell mit .

rezessiver Losungen nicht zu gebrauchen! Das zeigt unsere theoretische Analyse, und das bestétigen auch
die numerischen Rechnungen.

Die Berechnung rezessiver Losungen von Dreiterm-Rekursionen mittels Vorwértsrekursion ist
instabil, die der dominanten Losungen stabil.

Was tun? Die geschlossene Darstellung aus Lemma 6.23 macht zwar keinerlei Stabilititsprobleme,
ist aber auf konstante Koeffizienten beschrankt. Im Falle variabler Koeffizienten miissen zur Berechnung
rezessiver Losungen spezielle, aufwendigere Algorithmen verwendet werden. Darum geht es im nachsten
Abschnitt.

7.8.2 Der Algorithmus von Miller

Wir betrachten nach wie vor die Drei-Term-Rekursion (6.32) aus Abschnitt 6.5, konzentrieren uns dabei
aber ausschlielich auf die Berechnung rezessiver Losungen, also auf den Fall

X0 = 7L]x,1 N Mz| > M]| >0. (7.60)

Dabei sind x_1, xo die gegebenen Anfangswerte und A;, A» die Nullstellen des zugehorigen charakteristi-
schen Polynoms 3.6. Mit Hilfe von Lemma 6.23 kénnen wir dann zwar zu jedem xj die exakte Losung

xx=xoAf,  k=1,..., (7.61)

direkt angeben, allerdings nur fiir konstante Koeffizienten. Auf der anderen Seite versagt der allgemein
anwendbare rekursive Algorithmus 7.32 bei rezessiven Losungen (6.39) wegen mangelnder Stabilitét.
Das haben wir im vorigen Abschnitt gesehen.

Einen Ausweg aus diesem Dilemma bietet die zu (6.32) gehorige Riickwdrtsrekursion

1
yk—lzig(ayk+yk+l) ) k:na"'707 (762)

mit gegebenen Anfangswerten y, und y,, 1. Man beachte, daf sich 5 # 0 aus A; # 0 ergibt.® Die Nullstel-
len des zur Riickwértsrekursion (7.62) gehorigen charakteristischen Polynoms

) a 1
—u+-=0
H +b‘u+b

8 Selbstverstindlich lieBe sich (7.62) durch die Indextransformation X’ = 1 — k auch in der iiblichen Form (6.32) schreiben.
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sind gerade

1 1
= n = '’
und aus (7.60) folgt
| > uaf -

Im Vergleich mit der Vorwirtsiteration dreht sich also das Wachstum der zu A; bzw. A, gehorenden
Beitrage zur Losung gerade um. Bei der Riickwirtsrekursion ist der zu ) = A, ! gehorige Losungsanteil
dominant! Wéren x,, und x,,| bekannt, so konnte man daher alle anderen Folgenglieder x;, &£ < n, mit
dem rekursiven Algorithmus 7.32 in stabiler Weise berechnen. Leider ist das gerade nicht der Fall.

Trotzdem konnen wir die stabile Riickwirtsrekursion (7.62) verwenden, um fiir jedes feste ko zumin-
dest Ndherungen x,(cm, k=1,... ko, zu konstruieren, welche mit wachsendem n die exakten Werte x;
immer genauer approximieren’. Dazu wihlen wir die Anfangswerte

yn:17 yn+1:0

und berechnen aus der Riickwirtsrekursion (7.62) die zugehorige Losung
v = o Bup R = oA T L gAY =10, (7.63)

Das ist nach Satz 7.34 mit Algorithmus 7.32 in stabiler Weise moglich. Wir brauchen dazu weder A,
A2 noch ¢, B explizit zu kennen. Fiir die gewdhlten Anfangswerte y, = 1 und y,;1 = 0 folgt aus der
Losungsdarstellung in Lemma 6.23 unmittelbar o # 0. Zusammen mit |u;| > |z ergibt sich daraus
o # 0 fur geniigend groBes n. Wir setzen

)C]in):X())i7 k=1,...,k0.

Yo
Die Rechtfertigung dafiir liefert der folgende Satz.
Satz 7.35. Unter der Voraussetzung x; #0, k=1,... ko, gilt
(n)

Xk —X
nmli—iizo, k=1,... k.
n—oo ‘ Xk|
Beweis. Unter Verwendung von (7.61) erhalten wir
Xy —x,({n) = Xk —xoJﬁ = Xk <1 - ),lkyk> .
Yo Yo

Einsetzen von (7.63) ergibt wegen o # 0

e e E M n—k+1
akYk _ gk oh ( kH)*B)Lz . _ I+a (/12)

1 Yo — ™ O{),_(’H_l)—’-ﬁ)«_(n—H) - B (M n+1
1 2 1+a (E)

— 1, fir n—oo

und damit die Behauptung. O
Fiir gentigend grofBe n wird also x; durch x,((") beliebig genau approximiert. Andererseits bedeutet ein
grof3es n aber auch einen groen Rechenaufwand. Die Frage nach einem ,,geniigend groBen, aber nicht zu
groflen ““ Genauigkeitsparameter #, fiihrt auf die Frage nach mdglichst genauen Schitzungen des Appro-
ximationsfehlers |x; —x,({") |/|xx| in Abhéngigkeit von n. Wir wollen auf dieses Thema hier nicht eingehen
und tiberlassen einfach dem Anwender die Wahl.

Der folgende Algorithmus berechnet eine Néherung des Folgenglieds x; einer rezessiven Losung der
Drei-Term-Rekursion (6.32).

Algorithmus 7.36 (Miller, 1952).

9 Wir wissen bereits, daB numerische Verfahren im allgemeinen nur (rundungs-) fehlerbehaftete Losungen liefern. Daher ist
es durchaus kein Nachteil, wenn ein Verfahren nicht die exakte Losung, sondern beliebig genaue Approximationen liefert.
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function £ = MILLER (x0,K,n)
y(n) = 1; y(n+l) = 0;
for k = n:-1:0
y(k-1) = -(axy(k)+y(k+1)) /b;
end
f = x0+y(K)/y(0);
return
Wir wollen Algorithmus 7.36 ausprobieren und betrachten dazu das Beispiel

Xp1 +2x, —xp—1 =0, xa=1, xo=MA, L=V2-1,

an dem der rekursive Algorithmus 7.32 im vorigen Abschnitt so kldglich gescheitert ist. Zum Vergleich
verwenden wir jeweils die geschlossene Losungsdarstellung x; = )L{‘. Bei Wahl von n = 510 liefert Algo-
rithmus 7.36 die folgenden Ergebnisse.

ko 10 50 100 500
rel. Fehler[0.2- 10~ 1°[0.1-10-°[0.2- 10~ 13]0.3- 1010

Tabelle 7.2 Approximation rezessiver Losungen mit dem Miller-Algorithmus

Fiir ko = 10, 50, 100 erhalten wir also bis auf Maschinengenauigkeit das richtige Ergebnis. Fiir
ko = 500 macht sich die Wahl von n = 510 durch nachlassende Genauigkeit bemerkbar. Fiir groflere
ko hat man auch n weiter zu vergroflern. Dabei st6f3t man auf eine neue Schwierigkeit: Bei Wahl von
n > 805 liegt der zugehorige Wert von y(0) auBerhalb des darstellbaren Bereichs von Gleitkommazahlen.
Jede Implementierung von Algorithmus 7.36, die nicht nur Testzwecken dienen, sondern anderweitige
Verwendung finden soll, mufl dem Rechnung tragen!

Die Berechnung rezessiver Losungen von Dreiterm-Rekursionen mittels Riickwértsrekursion im
Sinne des Miller-Algorithmus ist stabil.

Im Gegensatz zu der Losungsdarstellung aus Lemma 6.23 lésst sich der Algorithmus von Miller auf
Drei-Term-Rekursionen mit variablen Koeffizienten verallgemeinern, wird dann allerdings etwas aufwen-
diger. Fiir Einzelheiten verweisen wir auf Kapitel 6 im Lehrbuch von Deuflhard und Hohmann [10].

Nun wissen wir aber aus unseren Uberlegungen zur Koniditon der Dreiterm-Rekursion, dass sie gerade
im Falle rezessiver Losungen (3 = 0 oder xo = A;x_1) schlecht konitioniert ist, siche Abschatzung 6.37.
Unser Ergebnis bedeutet also, dass wir ein Beispiel fiir die folgende Aussage gefunden haben:

Man kann auch fiir schlecht konditionierte Probleme stabile Algorithmen finden!

Diese Einsicht ist in vielen Bereichen der angewandten Mathematik zentral. Zum Beispiel werden
unter dem Schlagwort ,Inverse Probleme™ eine Vielzahl von z.B. in der Medizin, Geophysik oder Bild-
bearbeitung wichtige Probleme behandelt, deren gemeinsames Merkmal jeweils ist, dass sie schlecht
konditioniert und/oder schlecht gestellt sind und die Konstruktion stabiler Algorithmen ein bedeutsames
Forschungsthema darstellt.
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7.9 Aufgaben

Aufgabe 7.1 Wir betrachten die durch f(x) = x*sin(1 /x) fiir x # 0 und f(0) = 0 gegebene Funktion
f:R —R. a) Zeigen Sie, dapi f differenzierbar, aber die Ableitung f’ an der Stelle x = 0 nicht stetig ist.
b) Berechnen Sie die relative Kondition K1 (f,h) der Auswertung des Differenzenquotienten

Jo+h) —/x)

d(h) = .

und untersuchen Sie deren Verhalten fiir h — 0.
¢) Werten Sie d(h) fiir hy = 1073 und hy = hg + 107 aus, berechenen Sie den relativen Fehler und
kommentieren Sie die Ergebnisse.

Aufgabe 7.2 Wiederholen Sie die rekursive Abschiitzung der Stabilitdt der Dreiterm-Rekursion aus
Abschnitt 7.8 fiir den Fall oo = 0 und q > 0. Zeigen Sie, dass man eine exponentiell wachsende obere
Schranke fiir den Rundungsfehler findet. Kann der Rundungsfehler im ungiinstigsten Fall tatsdchlich
so stark anwachsen? Zeigen Sie, dass sich fiir A1, > 0 in jedem Schritt der Rekursion eine milde
Ausloschung ergibt.

Aufgabe 7.3 Berechnen sie die relative Kondition der Berechnung der Varianz. Uberlegen Sie da-
zu zuerst, was die Eingabewerte sein sollen und ob der Mittelwert dazu gehort. Dann schdtzen Sie die
Kondition fiir die zwei Berechnungsformeln Vi und V> ab und erklidren Sie eventuelle Diskrepanzen.

Aufgabe 7.4 Konstruieren Sie einen Auswertungsbaum zur Berechnung der in Abschnitt 7.5 disku-
tieren Varianz V, mittel hierarchischer Summation und schdtzen Sie das zugehdrige Rundungsfehlerver-
halten ab. Vergleichen Sie mit dem Ergebnis aus Satz 7.25.

Aufgabe 7.5 In dieser Aufgabe betrachten wir fiir 0 < q < 1 die geometrische Reihe

oo

1
So:=1limS, =Y ¢F = —
n—o0 n IZE) lfq

mit den Partialsummen

n 1— qn+1
Si= Y=
=0 I—q
1. Geben Sie eine Abschiitzung fiir |Se — Sy| in Abhdngigkeit von q und n an.
2. Es sei q = 1/2. Bestimmen Sie unter Verwendung der obigen Abschdtzung eine Zahl N so, dass
aus n > N die Abschdtzung
S — S, < 1078 (7.64)
Jolgt.
3. Uberpriifen Sie Ihr theoretisch erzieltes Resultat am Rechner. Verwenden Sie dabei zur Aufsum-

mierung der Reihenglieder eine while-Schleife und wiihlen Sie (7.64) als Abbruchkriterium. Stimmt
das theoretisch gewonnene N mit dem numerisch ermittelten tiberein? Wie erkidren Sie sich etwaige
Differenzen?

Aufgabe 7.6 Man betrachte die homogene Drei-Term-Rekursion
Xpr1 — 2,1 +0,2x51 =0, k=1,2,3,...

mit dem Startwert xo = 1.

1. Geben Sie unter Verwendung von Lemma 6.32 eine geschlossene Darstellung fiir xi als Funktion
von x| an.

2. Implementieren Sie die Drei-Term-Rekursion in MATLAB  zur rekursiven Berechnung der Folge
X, k=1,..., in Abhdngigkeit von dem Startwert x;.

3. Benutzen Sie dieses Programm, um fiir die Startwerte

x;1 =0,1 und x1 =0,01
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Jeweils die Folgenglieder xi, k=1,...,100, auszurechnen. Berechnen Sie auf3erdem die Folgenglieder
X, k=1,...,100, fiir die gestorten Startwerte

X1 =0,10001 bzw. X1 =0,010001 .

Plotten Sie den relativen Fehler |x; — X¢|/|xx| fiir 0 < k < 100. Kommentieren Sie die Ergebnisse mit
Bezug auf die relative Kondition K‘fe” aus Formel (6.41).

Implementieren Sie die geschlossene Darstellung aus a) und stellen Sie die resultierenden Folgen-
glieder xi, 0 < k < 100, zu den Startwerten x; = 0,1 und x; = 0,01 jeeils graphisch dar. Vergleichen
Sie das Ergebnis mit den Resultaten aus b)

Aufgabe 7.7 Wir betrachten die durch f(x) = x*sin(1/x) fiir x # 0 und f(0) = 0 gegebene Funktion
fR—R

a) Zeigen Sie, daf f differenzierbar, aber die Ableitung [’ an der Stelle x = 0 nicht stetig ist.

b) Berechnen Sie die relative Kondition . (f,h) der Auswertung des Differenzenquotienten

und untersuchen Sie deren Verhalten fiir h — 0.

¢) Werten Sie d(h) fiir hy = 1073 und hy = ho + 107¢ aus, berechenen Sie den relativen Fehler und
kommentieren Sie die Ergebnisse.



