Kapitel 8
Normierte Raume

8.1 Vektor- und Matrixnormen

In diesem vorbereitenden Abschnitt geht es um die Verallgemeinerung des Betrages reeller Zahlen zu
Normen von Vektoren und Matrizen.

Definition 8.1. Es sei V' ein linearer Raum iiber R. Eine Abbildung

I-1:V—-R
heiflt Norm, falls fiir alle x,y € V und o € R gilt
x>0,  [x=0&x=0, 8.1
|[ox]| = | o] ||x]] (Homogenitit) , (8.2)
[Ix+2Il < |lx||+ ¥l (Dreiecksungleichung) . (8.3)

Ein linearer Raum, der mit einer Norm versehen ist, heilit normierter Raum.

Beispiele:
Der Betrag
|x| =x sgn(x) auf V¥ =R.

Die Euklidische Norm 1
x|l = (x} +x3)2 auf V =R? .

Die Maximumsnorm
[I/]le = max | f(x)| auf V = Cla,b] .
x€la,b]

Die Maximumsnorm

[Ix]lee = max x|, x=(x), eR"aufV =R".
i=1,..,n

Die /P—Norm 1

n P
l[xll, = (Z |xi|p> ) x= (%) €R”
i=1
mit 1 <p <ecoauf V' =R".

Anmerkung 8.2. Der Nachweis der Eigenschaften (8.1), (8.2), (8.3) fiir die obigen Beispiele ist einfach.
Nur die Dreiecksungleichung fiir | - ||, macht Schwierigkeiten. Sie lautet ausgeschrieben
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118 8 Normierte Rdume

0 5 " Z 0 Z
Yhi+ylP | < X klP) + | X il?
=1 =1 =1

und heillt Minkowskische Ungleichung. Einen Beweis findet man z.B. im Funktionalanalysis—Lehrbuch
von Werner [40], Seite 12.

Anmerkung 8.3.

e Es gilt fiir jedes fest gewihlte x € R”

Jim [l = x| -

e Im Falle von p = 2 erhélt man die Euklidische Norm

1

n 2
Ixll2 = (ZX?> :
i=1

e Mittels der Bijektion ¢ : R"" — R”z, definiert durch

2

o ((aij)}j=1) = ()i,

Xi—Dn+j = Qij » ivjzla"'7n7

146t sich der lineare Raum der 1 x n—Matrizen R™" mit R" identifizieren. Jede Vektornorm auf R™
liefert also eine Matrixnorm auf R™”. Ein Beispiel ist die sogenannte Frobenius—Norm

1
n 2
14l = ( )Y |a,-j|2> A= (aij)j j=1 €R™.

ij=1
Wir wollen den Konvergenzbegriff von R auf normierte Rdume verallgemeinern.

Definition 8.4. Es sei // ein normierter Raum mit der Norm || - || und (x(")), .y eine Folge aus V. Diese
Folge heilit Cauchy—Folge, falls es zu jedem € > 0 ein vy € N gibt, so dal3

K =W <e  Yvu>w.

Die Folge hei3t konvergent gegen x € V, also

falls

x—xM|| =0, v,

V" heiBit vollstindig, falls alle Cauchy—Folgen in /' konvergent sind. Ein vollstdndiger normierter linearer
Raum heilit Banach—Raum.

Wir haben schon gesehen, dal man auf R” oder R"™” viele verschiedene Normen definieren kann. Es
stellt sich die Frage, ob es Folgen gibt, die beziiglich der einen Norm konvergieren und beziiglich der
anderen nicht. Der folgende Satz besagt, daf3 so etwas nicht sein kann.

Satz 8.5. Sei V endlichdimensional, und es seien || - || sowie ||| ||| zwei verschiedene Normen auf V. Dann
gibt es Konstanten c,C, die nicht von x abhdngen, mit der Eigenschaft

clxll <[l <Cllxll vxe V.

Beweis. Der Beweis beruht auf der Kompaktheit der Einheitskugel in R”. Wir verweisen wieder
auf Werner [40], Seite 26.

Anmerkung 8.6. Fiir unendlichdimensionale Raume, wie z.B. V = Cla, b], ist dieser Satz falsch!
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Als Folgerung aus Satz 8.5 wollen wir die Vollstandigkeit von R” und R™”" zeigen.

Satz 8.7. Die linearen Riume R" und R™" sind vollstindig beziiglich jeder beliebigen Norm || - ||gn und
Il

Beweis. Es sei (x("))veN eine Cauchy—Folge in R”. Nach Satz 8.5 gibt es ¢, C unabhéngig von x, so
daf3
c|xllgr < fI¥llee <Clixllpn, VxR,

Also ist (x(V)),cx auch Cauchy—Folge beziiglich | - ||... Dann ist aber auch die Folge von Komponenten
(Xm)veN fiir jedes fest gewdhlte i = 1,...,n, eine Cauchy—Folge in R. Da R vollstindig ist, gibt es ein

1

x; € R mit
(v)

X; X V — oo,
Fiihrt man diesen SchluB fiir alle i = 1,...,n durch, erhélt man einen Vektor x = (x;)?_, mit der Eigen-
schaft
x—xV|e =0  v—eo.

Die Konvergenz beziiglich || - ||g» folgt aus
v) LN ()
x —xMgn < =[x =3Vl =0 Voo,
c

Da sich R™" (Matrizen) mit R” (Vektoren) identifizieren lassen, sind wir fertig. a
Wir wollen uns nun speziell den Matrizen zuwenden. Auf R"” ist durch
n
AB:C7 Cijzzaikbkja
k=1

die Multiplikation von Matrizen erklart. Wir wollen eine Klasse von Matrixnormen betrachten, die mit
der Matrix—Multiplikation vertréglich ist.

Definition 8.8. Es sei || - || eine Norm auf R”. Dann ist durch
A
af = sup Iy e e (8.4)
xeR” Hx”
x#£0

die zugehérige Matrixnorm definiert.
Man iiberzeuge sich davon, daf3 durch (8.4) tiberhaupt eine Norm definiert ist!

Anmerkung 8.9. o Es gilt
[l < [l flx]] -

e Esexistiert ein x* € R” mit ||x*|| = 1 und ||4x*|| = ||4]|.
e Matrixnormen der Form (8.4) sind mit der Matrixmultiplikation vertraglich, d.h. es gilt

|4B|| < ||4|| ||B]]  V4,BER™,  (Submultiplikativitit) .

e Die Norm der Einheitsmatrix / ist
[l=1.

Satz 8.10 (Zeilensummennorm). Die Matrixnorm

[l 4[] = max
i=1

genes

n
> laijl
n]:1

gehort zur Maximumsnorm || - || auf R".

Beweis. Fir alle x € R” gilt
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n
|Ax]| = max ajjx;
=1,., j=1
n
< (Bt ) mav, ol = -
Es folgt
AX||co
sup 2= g1
x#£0 Hx||°°

Wir konstruieren nun ein x* € R” mit der Eigenschaft
[1A4]lea [} oo = [l AX"|oo -

Sei dazu iy so gewahlt, daB3

n
14l = 3 laig] -
j=1
Dann sei
x; = sgn(ai,;) j=1,...,n.
Es folgt offenbar ||x*||. = 1 und
n n
[Alleollx oo = %™ [leo > | 3 @i 5| = 3 laig ] = Aol | -
J=1 J=1

8 Normierte Rdume



Kapitel 9
Lineare Gleichungssysteme

9.1 Kondition

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

Ax=b. 9.1
Dabei seien die Koeffizientenmatrix A = (aj;); ;_; € R"" sowie die rechte Seite b = (b;);_; € R gegeben
und die Losung x = (x;)’_; € R gesucht.

Satz 9.1. Die Koeffizientenmatrix A sei reguldr, d.h.
Ax #0 VxeR", x#0.

Dann ist (9.1) eindeutig losbar mit der Losung x = A~'b.

Im folgenden sei 4 € R™" regulédr und b # 0, so daf eine eindeutig bestimmte Losung x # 0 existiert.
AuBerdem wird mit || - || durchweg eine Vektornorm und die zugehorige Matrixnorm bezeichnet.

Wir wollen nun die Auswirkungen von Eingabefehlern in den Daten 4, b auf die Losung x untersuchen.
Dabei spielt die sogenannte Kondition von 4 eine zentrale Rolle.

Definition 9.2. Sei 4 € R"". Ist A eine reguldre Matrix, so heif3t
w(4) = [l 4][47"
Kondition von A. Tst A singuldr, so wird k(4) = e gesetzt.

Anmerkung 9.3. Es gibt eine MATLAB—Funktion cond.

Es gilt
K(4) = [l 4 > 14~ 4l = 1) =1.
Insbesondere ist k(/) = 1. Eine weitere wichtige Eigenschaft ist die Submultiplikativitdt der Kondition.
Sind 4 und B regulér, so folgt aus der Submultiplikativitit der Matrix-Norm (vgl. die Bemerkung zu

Definition 8.8)
4Bl < [l4[1[IB]l . [1(4B) | = 1B A~ < [l4~ 1B~

und daraus unmittelbar
K(4B) < k(4)x(B) .
Als erstes betrachten wir Storungen der rechten Seite b.

Satz 9.4. Sei x die Losung von (9.1) und X die Losung des gestorten Systems

A¥=h 9.2)

mit beliebigem b € R". Dann gilt ~
b-b
< k(4) H o] H . 9.3)
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122 9 Lineare Gleichungssysteme
Es existieren rechte Seiten b, bhe R", so dafs in (9.3) Gleichheit vorliegt.
Beweis. Aus der Definition der zur Vektornorm || - || gehdrigen Matrixnorm folgt

e =%l = 4 b= a7'B < [lA 16 =BIl, (1]l = ll4x] < [|4[l]lx]|- (9.4)
Einsetzen ergibt die Abschidtzung

15— 5]
151l

1o 5]
161

[lx— x| [l4x]]

la="] < |4l 147

[l =l

und damit (9.3).

Nach der Bemerkung im Anschluf} an die Definition 8.8 der Matrixnorm existieren x* und »* mit den
Eigenschaften ||x*|| = ||p*|| = 1, ||4x*|| = ||4|| und ||[4~'5*|| = ||4~"||. Damit gilt bei Wahl von b = Ax*,
b=b—eb* und € > 0 das Gleichheitszeichen in den beiden Abschitzungen (9.4). Einsetzen liefert das
Gleichheitszeichen in (9.3). a

Die Kondition x(4) ist also eine obere Schranke fiir die Verstiarkung des relativen Fehlers in der
rechten Seite b. Eine kleinere Schranke, die gleichmdfig fiir alle b € R" besteht, gibt es nicht.

In welchem Zusammenhang steht dieses Resultat mit unserem Konditionsbegriff aus Abschnitt 6 ?
Um diese Frage zu beantworten, bemerken wir zunéchst, daf3 sich die Definition 6.11 der relativen Kon-
dition ke (&o) der Auswertung einer Funktion f an einer Stelle & direkt auf Funktionen f : R” — R”
erweitern 14Bt'. Dazu hat man in (6.14) nur die Betriige durch die jeweiligen Vektornormen zu ersetzen.
Nun betrachten wir die Funktion f : R” — R”", definiert durch

f&)=4a7"¢.

Die Auswertung von f an der Stelle » € R” ist offenbar gleichbedeutend mit der Losung des linearen
Gleichungssystems (9.1). Satz 9.4 besagt nun nichts weiter als

Krel(D) < K(A) VbheR".

Wir betrachten als néchstes die Auswirkung von Stérungen der Koeffizientenmatrix 4 auf die Losung
x von (9.1). Diesmal miissen wir einen ldngeren Anlauf nehmen. Der Grund liegt darin, daB3 der entspre-
chende Losungsoperator f: {X € R™" | X regulir} — R”, definiert durch

x=fX)=Xx"'p, XeR"™,
nun nichtlinear ist. Insbesondere ist nicht zu erwarten, daf3 ein gestortes System
Ax=b
mit beliebig gestorter Matrix 4 € R™” iiberhaupt eine Losung % hat.

Lemma 9.5. Es sei C € R"" und ||C|| < 1. Dann ist I — C reguldr, und es gilt

oo

I-C) =1+ D c* (Neumannsche Reihe).

k=1
Beweis. Erinnerung: R™" versehen mit || - || ist vollstédndig! Wir zeigen zunidchst, daf die Partial-
summen
n
Sy=y c*
k=0

eine Cauchy—Folge in R"™” bilden. Dies folgt aus

m m
<A< IC =0 nm—eo,
k=n k=n

S

k=n

1S — S| <

! Wir bezeichnen die unabhingige Variable ab hier mit £, um Konflikte mit der Losung x von (9.1) zu vermeiden.
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denn die geometrische Reihe Y7 ||C||* konvergiert in R. Aus der Vollstindigkeit von R™" folgt die
Konvergenz von S),. Es gibt also ein S € R"", so daf3

IS, —S|]|—0 n— oo,

Nun folgt
SiI—=C)=8,—8S,C=1+8,—Spt1 —1 n— oo,

Andererseits gilt
Su(I-C)—=S(I-C) n— oo,

Eindeutigkeit des Grenzwertes liefert
SI-C)=1I.

O

Satz 9.6. Sei x die Losung von (9.1) und A € R™" eine gestirte Koeffizientenmatrix mit der Eigenschaft

i 1
Al A ©-3)

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Lésung X des gestorten Systems
Az =b, (9.6)
und es gilt

[|lx — || < K(4) |A||;|Tl|| +o(ld—A|)) . 9.7)

Es existieren Koeffizientenmatrizen A, A € R"", so daf3 in (9.7) Gleichheit vorliegt.
Beweis. Wir setzen C = A~ (4 — 4). Aus der Voraussetzung (9.5) folgt dann
ICl <l la -4l <1 (98)

Auf Grund von Lemma 9.5 ist daher / — C reguldr. Wegen

A=A(I-C)

ist auch 4 als Produkt zweier regulirer Matrizen regulr.
Wir kommen zum Nachweis von (9.7). Es gilt

Al'=4u-o)'t=-0)tat= <I+C+ ZC") At =4t yca ' + 21—t 9.9
k=2
Wegen (9.8) ist

< 1 1
Iz-0)M < X lic)* = < TR
& I=llel = 1=l 4 - 4]

Durch Einsetzen der Beziehung (9.9) und der Abschitzungen (9.8) und (9.10) folgt

(9.10)

=% =l4""6—4""b||
=|Ab—ab—Cca ' b-CP(1-C) a7 |
< (IS + ISP =)~ 1) [l

I~ Pl - 4]l
L= [l |4 =4

< (|A1||+ ) b= Al ]

[l -

411 fl4= "1 14 —fill) l4—A]

= (Il 147"+ :
( T=fla=t fla=Af /4l
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Damit ist (9.7) beweisen. : :
Bei Wahl von 4 =7 und 4 = (1+ ¢)I ist offenbar x(4) = 1 und ||4 — 4]|/||4|| = €. Fiir beliebiges
b €R", b#0,ist dann x = b und X = (14 &)~ 'b. Einsetzen liefert

=% _ e 4 — 4]

=" —g+o(e) = Kk(4) i +o(|l4—Al|) .

O

Schlielich notieren wir noch ohne Beweis ein Resultat zur Auswirkung von Stérungen von Koeffizi-
entenmatrix und rechter Seite auf die Losung x von (9.1).

Satz 9.7. Sei x die Losung von (9.1), b € R” und A € R™" eine gestirte Koeffizientenmatrix mit der Ei-

genschaft 3
l4—4] 1

Al = k()

Dann existiert eine eindeutig bestimmte Lésung X des gestorten Systems

Az =5, 9.11)

und es gilt } N
b—b A—A ~ -
< K(4) <” ol ” + | ] ”) + o(|[4—A4]|+||b—1b]) - (9.12)

Es existieren rechte Seiten b, b e R" und Koeffizientenmatrizen A, A eR™ so daf3 in (9.12) Gleichheit
vorliegt.

Es kann sein, daB zwar A regulr ist, aber 4 = rd(4) nicht.

Beispiel 9.8 (Schleifender Schnitt).
X2

A
X2 = X1
Y2 = T

Den eindeutig bestimmten Schnittpunkt x = 0 berechnet man aus Ax = 0 mit
-1 1
=(0hle)

ot (1))

Bei der Berechnung der Kondition verwenden wir die Zeilensummennorm und erhalten

Die Inverse von A4 ist

_ (2+¢€)?
o) = [l 4™ [l = === =0, £—0.
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Ist € < eps (Maschinengenauigkeit), so folgt

W) =i, A= (—} }) .
Die Regularitdtsbedingung an ||4 —A|| < ||[47"|" aus Satz 9.6 und Satz 9.7 ist dann nicht erfiillt. Offen-
bar ist 4 singuldr. Die Gleitkomma-Approximation
A¥=0, A=rd(4),
hat damit keine eindeutig bestimmte Losung.

Die Kondition x(A4) ldsst sich als Quantifizierung der Regularitit von A interpretieren.

Satz 9.9. Fiir alle reguldren Matrizen A € R™" gilt

A—B 1
inf{ I I Be R”‘”singuléir} > — .

4]l K(4)
Beweis. Ist |4 —B||/||4]| < 1/x(A4), so muss B nach Satz 9.6 regulér sein. Also gilt |4 —B||/||4]| >
1/x(A) fur alle singuldren B € R™". Diese Abschitzung vererbt sich auf das Infimum. O

Im Falle der Zeilensummennorm || - ||.. kann man sogar zeigen, daf} es eine singuldre Matrix B mit der

Eigenschaft
4= Bl _ 1

4]l x(4)

gibt! In niachster Umgebung einer schlecht konditionierten Matrix befinden sich also singuldre Matrizen.
In diesem Sinne sind schlecht konditionierte Matrizen ,fast singular.

Beispiel 9.10 (Schleifender Schnitt). Wir betrachten wieder die Matrix

-1 1
A= (1 l+s)

2
mit der Kondition .. (4) = ||A][e|[4™" |- = (2?) . Fiir die singuldre Matrix B,

(—14—21‘3s 1 )
—l—5H 1+e)”

l4-Bl. & 1
Al 2+e)*  x(4)”

B

erhilt man gerade

9.2 Der Gaufische Algorithmus

9.2.1 Motivation

Grundidee des GauBschen Algorithmus (nach Gauf3: Theoria Motus etc. 1809) ist die sukzessive Elimi-
nation der Unbekannten.

Beispiel 9.11.

X1 +4x+ Tx3 =235,
2x1 4+ 5%+ 8x3 = —1,
3x1 + 6x3+10x3 = 0.

Auflésen nach xi:
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X1 =5—4XZ—7X3 . (9.13)
Elimination von x; durch Einsetzen in die verbliebenen Gleichungen:

—3)62 — 6X3= —11,
—6xy — 11x3= —15.

Auflésen nach x;:
—3xy =—1146x3 (9.14)

und Elimination von x; aus der zweiten Gleichung ergibt

x3="7. (9.15)
Einsetzen in (9.14):
L
2=
Einsetzen in (9.13):
8
X1 = —g .
Einen anderen Blickwinkel erlaubt die folgende Matrixschreibweise des Gaullschen Algorithmus
147 X1 5
258 X2 = —1
3610 X3 0
A x = b.

Sukzessive Elimination ldsst sich auf der erweiterten Matrix

14715
258 |—1
36100
durchfiihren: Eliminieren von xi:
14715 14 7 5

258 |—1]—2x*1.Zeile - | 0-3 —6 |—11
3610 0 ) —3x1. Zeile 0—-6—11|-15

Eliminieren von x;:

14 7 5 14 715
0-3 -6 |—11 — 0-3-6|—11
0—6—11|—15/ —2%2. Zeile \ 0 1
Als Ergebnis erhalten wir das gestaffelte Gleichungssystem:

14 7 X1

0-3 -6 x| =1-11

0 1 X3 7

R x = z.

R obere Dreiecksmatrix; sukzessives Einsetzen liefert x

Erkldrung (Beobachtung). Aus den im Eliminationsprozess auftretenden Faktoren bilde man die
untere Dreiecksmatrix
100
L=1210

321
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Dann gilt (nachrechnen!)

Zufall? Wir werden sehen.

9.2.2 Gaufischer Algorithmus und LR—Zerlegung

Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

Ax=b (9.16)
mit
A= (aij)} = €R™", regulér
b= (b)) €R.

Der Koeffizient a;; heifit OPivotelement (frz. Drehpunkt). Unter der Voraussetzung

an #0
erhalten wir nach dem 1. Eliminationsschritt die erweiterte Matrix

1) (1 1 (1)
)t |

o ) al)
(AD|pM)y =

0 a}glz) “en a}(;l) bE[l)

Dabei ist
1 . 1
agj):alj, j=1....n, bg):bl,
(1) ail ..
a..) =ajj——ay;, i,j=2,...,n,
ij L ap 1j J
a:
b =b— b i=2,...n.
arl

Das Pivotelement fiir den 2. Eliminationsschritt ist aglz). Wir haben
1
agz) #0

vorauszusetzen, um die Unbekannte x; aus den Gleichungen 3 bis n zu eliminieren. Unter der Vorausset-
zung nichtverschwindender Pivotelemente

a® Vo, k=2,..n-1,

werden durch weitere Eliminationsschritte die Gleichungssysteme

erzeugt. Die Berechnung erfolgt analog zum 1. Eliminationsschritt. Das fiihrt auf folgenden Algorithmus:

Algorithmus 9.12 (Gaufische Elimination).

Firk=1,...,n— 1 berechne

{
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Fir i=k+1,..,n berechne

(k1)

a.
E'k: ik
! (k=1)
Ak
pk) bl(kfl) _El_kbékfl)

(
1
=0

Fir j =k+1,...,n berechne

{
0 _ k=) _ (1)

4 = dij ikyej

}
Dabei ist al(jq) = a;; und bgo) = b; gesetzt.
Ergebnis ist das Dreieckssystem

(n=1) (n—1) (n=1) X1 pn=1)

ayp Ay o dy 1
o ar st || sy
0 04" ") \x,) \Br Y

7 n n

Dieses System 148t sich einfach auflosen.

Algorithmus 9.13 (Riickwiirtssubstitution).

1 _
Xy = bS,n D
=)
Ann

Firi=n—1,...,1 berechne

(Warum ist a2~V £ 09)

Erklarung (Bemerkungen zur Implementierung).
° Man kann die alten Elemente

(k1)

a;; iLj=k+1,....n

mit den neuen Elementen

9 Lineare Gleichungssysteme

a; L,j=k+1,....n
iiberschreiben.
° Man kann statt der erzeugten Nullen in der k-ten Spalte die Eliminationsfaktoren
ag
Ui = , i=k+1,....n,
(k=1)
ek

abspeichern.
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Wir wollen nun den Aufwand zur Losung des linearen Gleichungssystems (9.16) mit dem Gauf3schen
Algorithmus abschitzen. Wir wéhlen

Aufwandsmall = Anzahl der Multiplikationen.

Anmerkung 9.14. o Die Wahl der Anzahl der Multiplikationen als Aufwandsmal hat historische Griinde.
Frithere FPUs (floating-point processing units) konnten viel schneller addieren als multiplizieren. Bei
modernen FPUs ist der Unterschied dagegen zu vernachldssigen, so daf eigentlich die Anzahl der
Elementaroperationen ein geeigneteres Aufwandsmaf3 wére. An der asymptotischen Ordnung dndert
das aber nichts.

e Auch hier ist der ermittelte Aufwand bei weitem nicht proportional zur Rechenzeit und gestattet nur
qualitative Aussagen tiber das Verhalten fiir grof3e n. Die eigentlich viel interessantere Rechenzeit kann
selbst bei gleicher Anzahl von Elementaroperationen je nach Implementierung um einen Faktor 100
oder mehr unterschiedlich sein!

Wir zéhlen zunéchst die Multiplikationen von Algorithmus 9.12 (GauBsche Elimination). Dann wird aus
jeder for-Schleife eine Summation, und wir erhalten

k=1i=k+1 Jj=k+1
n—=1 n n—1

= n—k+1 Y (n—k+1)(n—k) (setze j=n—k)
k=1 i=k+ k=1
n—1

Die letzte Identitdt bestatigt man durch vollstindige Induktion. Der zusétzliche Aufwand fiir die Berech-
nung von 5"~ 1) ist

n—1 n n—1 n—1
Y 1= n—k:Zk:f(rﬁ—n)
k=1i=k+1 k=1 k=1

Der Aufwand fiir Algorithmus 9.13 (Riickwértssubstitution) ist

i(w i 1) iin—zﬂ ZJ_*

i=1 j=i+1

Damit erhalten wir als Gesamtaufwand fiir die Losung von (9.16) mit dem Gaufischen Algorithmus

1 1 1 1
§(n3—n)—|—§(n2—n)+§(n2+n) = §n3+n2—§n
1
= §n3+ﬁ(n2) .

Anmerkung 9.15. Man vergleiche den polynomiellen Aufwand des Gaulischen Algorithmus mit dem ex-
ponentiellen Aufwand der Cramerschen Regel (Lineare Algebra II).

Der Aufwand 148t sich reduzieren, wenn 4 gewisse Struktureigenschaften hat, etwa tridiagonal oder
symmetrisch und positiv definit ist. Wir verweisen wieder auf weiterfithrende Vorlesungen oder z.B. auf
das Lehrbuch von Deuflhard und Hohmann [10], Kapitel 1.

Als néchstes wollen wir unserer Vermutung aus dem einfiihrenden Abschnitt 9.2 nachgehen.

Wir definieren Gy € R™" durch

=Y i—k+1 k
k="t i=k+l,...n j=
(Gr)ij = a
0 sonst ,

und / € R™" sei die Einheitsmatrix.

Lemma 9.16. Es gilt
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wobei wieder A = A und b°) = b gesetzt ist.

Beweis. Ausrechnen liefert mit der Definition von Gy
n
(G 0), =3 (G (4%7)
A lj
= (Go)y (447Y)
kj
0 i<k,j=1,....n
laal ™) iz k1, =1
Also ist
al " i<k,j=1,....n
(([*Gk)A(k_l))_ =

i a,(f b E,ka,(flj D i>k+1,j=1,....n

O

Satz 9.17. Ist der Gaufsche Algorithmus fiir A € R™" durchfiihrbar (d.h. erhdlt man Pivotelemente
(k=1)

a 0) und ergeben sich dabei die Eliminationsmatrizen Gy,...,G,_1, so gilt
ke g g
A=LR
mit
—1 1
1 0 0 ag'f ) (171 )
n—1 621 n—1 0 :
L=1+Y Gi= , R=TJU-G,)
k=1 S .0 k=1 : L
gnl €n7n,1 1 0 .o 0 a’(:’n*l)
Beweis. Nach Lemma 9.16 ist
R=4""Y = (I—-G,_1)4"?
= (I = Gu1)(I = Gup)A" ) . 9.17)

Weiter gilt

n
(GkGr)ij = D (G u(Gr)1y (9.18)
=1

(Gk)lk(Gk) (Gk)ik'ozo Vi,j=1,...,n,
also (I+ Gy)(I — Gi) = I — GGy, = I und somit
(I-Gy) ' =I1+Gy.

Aus (9.17) ergibt sich daher
A=I+G1)---(I+G,1)R

Ahnlich wie (9.18) folgt
G.-G; =0 Vi>k.

Dabher ist
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U+G1) - (I+GCu1)=(I+G2) - (I+Gu1)+(G1 +G1G2)(I+G3)---(I+Gp—1)
=0

=(I4Gy)--([+Gy1)+G 9.19)

=I+G+G++G 1 =L.

Der Gaulische Algorithmus liefert also (falls durchfiihrbar!) eine Faktorisierung
A=LR

in Dreiecksmatrizen L,R € R™”. Kennt man eine solche LR—Zerlegung von A, so kann man das Glei-
chungssystem Ax = b in zwei Schritten 16sen, ndmlich

Vorwirtssubstitution: Lz =b
Riickwirtssubstitution: Rx =z .

Dieses Vorgehen ist besonders empfehlenswert, wenn mehrere Gleichungssysteme mit verschiedenen
rechten Seiten zu 16sen sind. Der Aufwand ist dann jeweils nur &'(n?).

9.2.3 Die Stabilitiit des Gaufischen Algorithmus

Nach Satz 9.17 lésst sich der GauBBsche Algorithmus wie folgt formulieren
AP = (1-GA%D 4O =4 PO =a-G)p* V| pO=p, (9.20)

x=R'z, R=A4"VD  z=p01, 9.21)

Bei der praktischen Durchfithrung in Gleitkommaarithmetik treten Rundungsfehler auf. Vereinfachend
nehmen wir an, daf die exakten Eliminationsmatrizen verwendet werden und nur nach jedem Eliminati-
onsschritt gerundet wird. Dies fiihrt auf den folgenden approximativen Algorithmus

ﬂ(k):rd((I—Gk);ﬁk’l)), A0 =4, B<k>:rd((1—Gk)13<"*‘>>, PO=p,  (9.22)

i=R"'z, R=4"D

, 2=pb0"1 (9.23)

Dabei ist die Rundung komponentenweise zu verstehen, also

rd(B) = (rd(bi)))i =1, 1d(b) = (rd(b:))is -

Man bestétigt leicht
B—rd(B)||e b—r1d(b)]|e
””;qu, VB € R ”|rb”()”<eps7 Vb e R". (9.24)
Wir betrachten daher von nun an die Maximums-Norm || - || = || - ||

Zunichst untersuchen wir die Fehlerfortpflanzung im Eliminationsprozess.

Lemma 9.18. Es gilt

IR —R]-- Iz = 2]
Rl < op eps+o(eps) , B < op eps+o(eps) ,
o 2|
wobei
n—1 n—1
or=3 J[ s=1+m1(l+K20l+.. . k(1+K))...)), ke = k(I — Gy).
J=lk=j+1

geselzt ist.
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Beweis. Wir zeigen nur die erste der beiden Abschitzungen. Der Nachweis der zweiten erfolgt
analog. Die Grundidee besteht darin, eine Rekursion fiir die Fehler

J4® — 9.

y k:l,...,n—l, 6020,
149

€k

herzuleiten. Zunichst bemerken wir
14V o = 17 = G1) AWl < 117 = G) [ [4P] -
Mit der Dreiecksungleichung folgt nun aus (9.24) und dieser Abschitzung

[4© (- GYA* V. (- GYA* V.,
A VI

<
= 14|

I = Gillofl 4%~ —A* V|, +eps LU= Ge) (4% —AE )|
B 145l 140l

+eps

< ki (l+eps)er_1+eps.
Die Anwendung von Lemma 7.7 mit o = k(1 + eps) und B = eps liefert nun

||R—f§Hm n—1 n—1 n—1 n—1
TR =ep1<eps 3 ] x(1+eps)<eps Y, [ xi+oleps)
oo Jj=1k=j+1 J=lk=j+1

und damit die Behauptung. a
Nun kénnen wir die angestrebte Fehlerabschatzung formulieren.
Satz 9.19. Unter der Voraussetzung

IR—R| _ 1

IRl = x(®)

gilt
[lx — ]|

I < ogeps+oleps),
X

wobei

n—1
GGZZK(A)GK og , GKZHKk,
k=1

gesetzt ist.

Beweis. Aus Satz 9.7 folgt unmittelbar

< K(R) (”ﬁu_enR” *

Iz 2]

+o([R—R]|) .
|12l )
Nun gilt }

IR—R] | Jl=—Z]

<205 eps+o(eps)
1] [

wegen Lemma 9.18. Aulerdem ist
n—1
K(R) = k((I—Gp—1)---(I—G)A) < x(4) [ ] %% -
k=1
Damit ist alles gezeigt. O

Nach Satz 9.19 ist die Kondition xj, der Eliminationsmatrizen / — Gy, entscheidend fiir die Stabilitét
des Gauflschen Algorithmus. Am besten wire k; = 1. Der folgende Satz dimpft unsere Hoffnungen.

Satz 9.20. Es gilt
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— a.
(1= Gi) = 1 = Gello| (1= Gi) Ml = max (L [lul)?, o=~y -
i=k+1,....,n a
Kk
Insbesondere ist k(I — Gy) = 1 genau dann, wenn al(,ffl) =0Vi=k+1,...,nvorliegt.

Beweis. Offenbar ist
I —Grlle = max (14 [€y]).
i=k+1

jeney

Aus (I—Gy)~! = I+ G folgt weiter

(1= Gr) o = [+ Gille = max (14|€al).
i=k+1

ERERS]

und damit die Behauptung.

(k=1)
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O

Nach Satz 9.20 liegt k; = 1 genau dann vor, wenn es nichts zu elimineren gibt. Im nicht-trivialen Fall
ist k3 > 1. Zumindest sollte man aber x; > 1 vermeiden, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 9.21 (2 x 2—Matrix). Wir betrachten das lineare Gleichungssystem

1074)61 +x=1
X1 +x =2
mit der exakten Losung
1 1
[ 1.
=1t G990 2 9999

Es ist
1 -1
—1_ 104 _ 1\~1
A = (10 1) (1 104)
die Inverse der Koeffizientenmatrix
e 10741
o 1 1/)°

K(d) = Aol 4 o =2-2(1 - 107%) " ~ 4

Wir konnen daraus die Kondition

ablesen. Unser Problem ist also gut konditioniert!

Wir nehmen an, daf uns 3 giiltige Stellen zur Verfiigung stehen. Dann ist
rd(x;) =1, rd(x) =1

die gerundete, exakte Losung. Der Gaufische Algorithmus liefert

107411 ~ 104 1
1 12 0 —rd(9999)

(107 1 1
- 0  —10000 | —10000

—rd(;998)>

und damit

Nach Zeilentausch ist ;] = 1 > 10~%. Man erhilt

L2y (1 1
107411 0 rd(0.9999)

AN 2
“lo 1 1

2
rd(0.9998)>
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und damit die gerundete exakte Losung
X =1 =1

)

Beispiel 9.22 (Wilkinson—Matrix). Als zweites Beispiel betrachten wir die Matrix

1 fallsi= joder j=n
W= (Wij)?,j:l ) wij=<¢—1 fallsi>j
0 sonst

Die Abbildung 9.1 zeigt, daB zwar die Kondition von # nur moderat mit » wéchst, die Kondition von
R aber explodiert: Fiir n = 50 gilt beispielsweise k(W) = 22.3, aber x(R) = 7.5 - 10'*! Der GauBsche
Algorithmus 9.12 erweist sich als instabil.

15

- A
At +++++++++++++++++++++++++++++

L L L L L L L L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Abb. 9.1 Kondition der Wilkinson-Matrix # und ihres Faktors R.

9.2.4 Gaufischer Algorithmus mit Spaltenpivotsuche

Um die Durchfiihrbarkeit des Gaullschen Algorithmus zu gewéhrleisten, wollen wir nun vor jedem Eli-
minationsschritt durch Zeilentausch sicherstellen, daf3 fiir das (eventuell neue) Pivotelement a,(:,{(_” #0

gilt. (Ist das im Falle reguldrer Matrizen immer moglich?) Aus Stabilitdtsgriinden wéhlen wir a,(!,i_l)
betragsmafig moglichst groB3, um entsprechend Satz 9.20 fiir moglichst gut konditionierte Eliminations-
matrizen I — Gy zu sorgen.

Diese Uberlegungen fiihren auf die folgende praktikable Variante des ,naiven Verfahrens 9.12.

Algorithmus 9.23 (GauB-Elimination mit Spaltenpivoting).

Firk=1,...,n— 1 berechne

{
ko=k
Firi=k+1,... nberechne
Falls‘ag*l)‘ > ’a,({/:kl) , setze kg :=1i

}

Vertausche die k—te Zeile mit der ky—ten Zeile

k—ter Eliminationsschritt wie in Algorithmus 9.12.

}
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Anmerkung 9.24. @ Der Zusatzaufwand fiir Spaltenpivoting besteht in &'(n?) Vergleichen und Vertau-
schungen.

e Aufgrund unserer Stabilitdtsanalyse sollte max;—j
besser ko so wahlen, dal} gilt

« || moglichst klein sein. Daher sollte man

(k—1) (k—1)
ik - ik Viek
max ax = n
ko | 6D = ko] D) SR
kok k

Dieses Vorgehen ist jedoch aufwendiger. Meist verwendet man stattdessen eine geschickte Skalierung
des Gleichungssystems. Wir verweisen auf Deuflhard und Hohmann [10], S. 13.

Aufgrund der Wahl der Pivotelemente gilt

g
(k—1)
Ak

|Cik| =

<1, i=k+1l,...n, k=1,....n—1.

Daraus folgt
op <21, ox <2"',

und man gewinnt aus Satz 9.19 die Stabilititsabschidtzung

”mWHMSZﬂAﬁ“%ﬂ_Iqum+dqm.
X|oo
Also ist fiir grofle » damit zu rechnen, dafl der GauB3-Algorithmus instabil ist, selbst dann, wenn Spalten-
pivoting durchgefiihrt wird. Fiir Matrizen mit Spezialstruktur (symmetrisch positiv definite, diagonaldo-
minante, zuféllige, Bandmatrizen, etc.) konnen deutlich bessere Resultate gezeigt werden.

Eine allgemein anwendbare Methode zur Verbesserung der Stabilitit ist die Nachiteration (siche [10]):

(1) zerlege A =LR

(2) lose Lz=1b

(3) lose R =z

(4) berechne r =b— Ax
(5) lose Lz =r

(6) 16se Rd =z,

(7) setzex=%+d

Das Analogon zu Satz 9.17 ist nun
Satz 9.25. Die Gaufssche Elimination mit Spaltenpivotsuche liefert eine Zerlegung

LR =PA

mit unterer Dreiecksmatrix L, oberer Dreiecksmatrix R und einer Permutationsmatrix P. PA unterscheidet
sich von A also nur durch Vertauschung der Zeilen.

Beweis. Die Vertauschung von k—ter Zeile mit ko—ter Zeile wird durch die Permutationsmatrix Py
reprisentiert. So bewirkt P4~ gerade die Vertauschung von k—ter und ko—ter Zeile. Dann liefert der
Eliminationsprozess Matrizen G; mit

(I—Gy1)Pyy---(I—G)PA=R.
Wegen P, ' = P und (1 — Gy) ™! = (14 Gy) ist
A=P1(]+G1)...Pn_l(l—‘an_l)R. (9.25)

Wir setzen
Or=P_1-F, k=1,....n—1, Q,=1I.

Wegen PP, = I gilt dann
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OkPi (14 Gi) = Qg1 PP (14 Gy)
= (I+ 01 Gr Qs 1) Ok
= (I + Ok+1Gk) Q41

denn
GkQ/;:l =GiPy1--Bi1 =Gy

Multiplikation von rechts mit £, bewirkt ndmlich die Vertauschung der Spalten / und /o > /, und die sind
beide Null fiir / > k.
Setzt man P = Q| = P,_ --- P, so folgt aus (9.25) schlieBlich

PPI(I+Gy)--Pri(I+Gp1) = ([ +02G1) P (I+Gy) - P 1 (I+Gp1)
=+ 0:G1)I+03Gy) - (I+Gy) (9.26)

n—1
=1+ 2 Qk+1Gk:La
m=1
denn die Matrizen Q.| Gy sind von der gleichen Bauart wie Gy, und man kann wie in (9.19) schliefen.
Aus (9.25) und (9.26) folgt die Behauptung. a

Ubrigens liefert der MATLAB—Befehl
[Ll Rl P] =1U. (A)

eine LR—Zerlegung von 4 mit Pivoting. Ausprobieren!

9.3 Aufgaben

1
Aufgabe 9.1 Zeigen Sie fiir p =1 und p =2, dass ||x||, = (X;= |xi|?)? eine Norm auf R" ist. Fiir
p = 2 kénnen Sie die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[ < lxll2llyll2 VxyeR”
verwenden.

Aufgabe 9.2 1. Zeigen Sie, dass auf dem R" die Normen || -
d.h., dass Konstanten Cy(ct,3) > 0, c,(ct, B) > 0 existieren mit

L |- ll2 und || - || dquivalent sind,

Vea(os B) lixlla < lixllp < Calet, B) %[l -

Dabei sei o, € {1,2,0}. Geben Sie die kleinstmdglichen Konstanten Cy (o, ), cu(at, B) fiir o, B € {1,2,00}
explizit an.
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass 2|ab| < a* + b? fiir a,b € R gilt.

Was geschieht mit den Konstanten C, (o, ), cq(a, B) fiir den Fall n — oo?

Aufgabe 9.3 Zeichnen Sie jeweils die Einheitskugel
B1a(0) = {x[x € R?, |lx]lo < 1}

fiir oo € {1,2,4,00}, d.h. die Einheitskugeln beziiglich der Normen || - |1, || - |21 - la und || - ||

Aufgabe 9.4 Zu x € R sei die Matrix A(x) = ()lc i) € R?? gegeben.

Fiir welche x € R ist A(x) invertierbar?

Berechnen Sie A(x) ™" und k..(A(x)).

Was geschieht mit K..(A(x)) in der Néhe der xo, fiir die A(xq) nicht invertierbar ist?
Geben Sie ein x an, fiir das k.(A(x)) < 10 gilt.
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Aufgabe 9.5 Die sogenannte Hilbert-Matrix H € R™" sei durch hjj =1/(i+j—1),i=1,...,n, ge-
geben. Wir betrachten fiir x,b € R" das lineare Gleichungssystem

Hx=b. (9.27)

1,i=1
bi= {o, i>1"
so ist die exakte Losung x € R" durch

NPTy n+i—1 n
xi=(=1) l( n—1 )(n—i)
gegeben.

Zeigen Sie fiir n = 4, dass x wie oben angegeben tatsiichlich das lineare Gleichungssystem (9.27)
l6st. Implementieren Sie ein MATLAB Programm, das fiir gegebenes n die zugehorige Hilbertmatrix H
erzeugt. Schreiben Sie weiter ein Programm, das mit Hilfe des ,Backslash*-Operators ,\“ das lineare
Gleichungssystem (9.27) lost. Die numerisch erhaltene Losung sei X. Bestimmen Sie die relative und
absolute maximale Abweichung

Wihlt man als rechte Seite b € R" mit

[x = %]l bzw ]|
(o[
von X experimentell fiirn = 1,2,3,...,13, und visualisieren Sie Ihre Ergebnisse. Was fdllt Ihnen auf?

Aufgabe 9.6 1. Es sei || - || eine Norm auf R". Zeigen Sie, dass fiir A € R""

[[Ax]]
[[4] := sup = sup ||4x]|.
X£0 ||x|| xl=1
xeR? xeR”

Zeigen Sie weiter, dass auf diese Weise tatsdchlich eine Norm auf R™" definiert ist.

Bestimmen Sie ohne Zuhilfenahme des MATLAB Befehls cond die relative Kondition der Hilbert-
matrix H fiir n = 3 beziiglich der Maximums—Norm || - || .
Hinweis: Um H und H™" zu bestimmen, kénnen Sie MATLAB verwenden.

Gegeben sei die Tridiagonalmatrix

aj b] 0 0
Ccl1 ap bz
A: O 0 eRan'

e Cu1 Ap1 by
0... 0 ¢ ay

Wir nehmen an, dass 4 invertierbar ist und betrachten das lineare Gleichungssystem
Ax=0>b
fiir ein festes b € R”.

Aufgabe 9.7 1. Zeigen Sie, dass in der Gauf3-Elimination (Alg. 10.1 im Skript)

AE;C):O fiirallek e Nundi> j+1

gilt.
Geben Sie einen modifizierten Gauf3-Algorithmus an, der die spezielle Struktur des Problems benutzt.
Insbesondere sollen Multiplikationen, von denen a priori klar ist, dass sie Null ergeben, gar nicht erst

ausgefiihrt werden. Wieviele Multiplikationen braucht Ihr Algorithmus fiir ein Gleichungssystem der
Groffe n x n?



