COMPUTERORIENTIERTE
MATHEMATIK |

Christof Schitte
Wintersemester 2016/17

Lineare Gleichungssysteme, Teil 1

10. Vorlesung

20.1.12



Memo: Komplexitiat und Effizienz

Komplexitat und Effizienz

Aufwand: maximale Anzahl dominanter Operationen (worst-case).
Beispiel.

Landau-Symbole und Grenzwerte. Beispiel.

Definition:
Komplexitat eines Problems. Effizienz eines Algorithmus.

Berechnung des grélRten gemeinsamen Teilers von a > b:
Naiver Algorithmus (Ausprobieren): Aufwand: O(b) Divisionen.
Variante (Ausprobieren riickwirts): Aufwand: O(b) Divisionen
(worst-case!).

Strukturelle Einsicht: Kongruenzen (GauR 1801), Rekursionssatz.
Euklidischer Agorithmus: Aufwand: O(log(b)) Divisionen.
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Lineare Gleichungssysteme

n = 3 lineare Gleichungen fiir n = 3 Unbekannte:

x1 + 4x + X3 = 5
2x1 + bx + 8x3 = -1
3x1 + 6xo 4+ 10x3 = 0
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Lineare Gleichungssysteme

n = 3 lineare Gleichungen fiir n = 3 Unbekannte:

x1 + 4 + TIx3 = 5
2x1 + bx + 8x3 = -1
3x1 + 6xo 4+ 10x3 = 0

Matrixschreibweise:

1 4 7 X1 5

2 5 8 X2 = -1

3 6 10 X3 0
A X = b
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Lineare Gleichungssysteme

eine Gleichung fiir Vektoren mit n = 3 Komponenten:

X1 +4X2 = 7X3 5

2x1 +5x + 8x3 | =| -1

3x1 +6x, +10x3 0

Matrixschreibweise:

1 4 7 X1 5
2 5 8 X2 = -1

3 6 10 X3 0

A X = b
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Matrix-Vektor- und Matrixprodukt

Matrix-Vektor-Produkt:

Matrix A = (aiJ)7J=1 € R™", Vektor x = (x;)j=1 € R”

Ax= (A1 €R™,  (Ax)i=) ajx
j=1
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Matrix-Vektor- und Matrixprodukt

Matrix-Vektor-Produkt:

Matrix A = (a;;)7;,_; € R™", Vektor x = (xj)i=1 € R"

Ax= (A1 €R™,  (Ax)i=) ajx
j=1

Matrixprodukt:

Matrizen A = (a;;)7,_;, B = (bj;)];—; € R™"

AB=((AB)j)i—1,  (AB)j =) auby
k=1
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Existenz und Eindeutigkeit

Satz:
Die Koeffizientenmatrix A € R™" heillt regular, falls

Ax #£0 Vx eR", x#0,

andernfalls singular.
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Existenz und Eindeutigkeit

Satz:
Die Koeffizientenmatrix A € R™" heillt regular, falls

Ax #£0 Vx eR", x#0,

andernfalls singular.

Ist A regular, so gilt det(A) # 0 und es existiert eine eindeutig
bestimmte Inverse A~! € R™" von A mit der Eigenschaft

AATL=ATTA=T
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Existenz und Eindeutigkeit

Satz:
Die Koeffizientenmatrix A € R™" heillt regular, falls

Ax #£0 Vx eR", x#0,

andernfalls singular.

Ist A regular, so gilt det(A) # 0 und es existiert eine eindeutig
bestimmte Inverse A~! € R™" von A mit der Eigenschaft

AATL=ATTA=T

und das lineare Gleichungssystem Ax = b hat fiir jede rechte Seite
b € R” eine eindeutig bestimmte Lésung x = A~1b.
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Ganz dumme ldee zur Losung linearer Gleichungssysteme

Berechne die Inverse zu A € R™":

1

(Ail)l—j = (_1)i+jdet(A)

det(Ay),

wobei A; € R"~17=1 die Matrix ist, die aus A durch Streichen der
iten Zeile und jten Spalte hervorgeht.
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Ganz dumme ldee zur Losung linearer Gleichungssysteme

Berechne die Inverse zu A € R™":

1
det(A)

(AN = (-1 det(Ay),

wobei A; € R"~17=1 die Matrix ist, die aus A durch Streichen der
iten Zeile und jten Spalte hervorgeht.

Aufwand der naiven Berechnung: O(n!)
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Ganz dumme ldee zur Losung linearer Gleichungssysteme

Berechne die Inverse zu A € R™":

1
det(A)

(AN = (-1 det(Ay),

wobei A; € R"~17=1 die Matrix ist, die aus A durch Streichen der
iten Zeile und jten Spalte hervorgeht.

Aufwand der naiven Berechnung: O(n!)

Genauere Analyse ergibt Instabilitat des Algorithmus!
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Ganz dumme ldee zur Losung linearer Gleichungssysteme

Berechne die Inverse zu A € R™":

1

(Ail)l—j = (_1)i+jdet(A)

det(Ay),

wobei A; € R"~17=1 die Matrix ist, die aus A durch Streichen der
iten Zeile und jten Spalte hervorgeht.

Aufwand der naiven Berechnung: O(n!)

Genauere Analyse ergibt Instabilitat des Algorithmus!

In der numerische Mathematik vermeidet man, wenn immer es
geht, die Berechnung der Inversen!
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R” aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R"", b € R"
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R” aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R"", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A =~ A, b~ b (Kondition)
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R” aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R"", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A =~ A, b~ b (Kondition)

Algorithmus:  GauBscher Algorithmus

Auswirkung von Auswertungsfehlern (Stabilitat)

Aufwand und mégliche Aufwandsreduktion (Effizienz)
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Schreibweise mit erweiterter Matrix

Matrixschreibweise:

1 4 7 X1 5

2 5 8 X2 = -1

3 6 10 X3 0
A X = b

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Schreibweise mit erweiterter Matrix

Matrixschreibweise:

X1 5
X2 = -1
X3 0

w N =
o 01 b
—

o © N

erweiterte Matrix:

W N =
S O B
(o)
|
—

10| 0
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GauBscher Algorithmus

eliminieren von xy:

1 4 715 1 4 7 5
2 5 8 |—-1)—-2x%x1.Zeile -0 -3 —6 |-11
3 6 10| 0/ —3x*1. Zeile 0 -6 —11|-15
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GauBscher Algorithmus

eliminieren von xy:

1 4 7|5 1 4 7 5

2 5 8 |—-1]—-2x%1. Zelle -0 -3 —6 |—11

3 6 10| 0/ —3x1. Zeile 0 -6 —11|-15
eliminieren von x»:

1 4 7 5 1 4 7 5

0 -3 -6 |-11 — 0 -3 —6|-11

0 -6 —11|—-15/ —2x2. Zeile \O 0 1 7
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Gestaffeltes Gleichungssystem

1 4 7 X1 5

0 -3 -6 X2 = —11

0 O 1 X3 7
R X = z
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Gestaffeltes Gleichungssystem

1 4 7 X1 5

0 -3 -6 X2 = —11

0 O 1 X3 7
R X = z

Losung durch Riickwartssubstitution:

x1 +4x> +7x3 5 —-8/3
—3x —6x3| =1[-11 — x= -31/3
X3 7 7
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LR-Zerlegung

1 00 1 4 7 1 4 7

210 0 -3 -6 = 2 5 8

3 21 0 0 1 3 6 10
L R = A

LR—Zerlegung
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Der 1. Eliminationsschritt

Voraussetzung:  Pivotelement a17 # 0 e
1 1 1) | (1)
ain aip - ap| b agl) a§2) agn) by
a1 adx» - | - 0 aglz) 387)
ﬁ
apnl an2 - dnn bn 0 3212) 32}1) bf,l)
(Alb) = (A(°)|b(°)) (A(l),b(l))
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Der 1. Eliminationsschritt

Voraussetzung:  Pivotelement a17 # 0 e
1 1 1 (1)
an a;p - a| b agl) a§2) agn) by
a1 ax -+ a| : 0 aglz) 387)
%
apnl an2 - dnn bn 0 3212) s 32}1) bf,l)
(Alb) = (A(O)‘b(o)) (A(l),b(l))
Berechnung von (A0 |p©) — (AM)|p(1);
alj) = ay;. b = by,
a,(jl) = a; — fi1ay b,(l) =bi —lnb1, lp:=1,
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Gaullsche Elimination

fork=1:n—1do

{
for - i=k+1:ndo (falls akk #O')
i (k) (k=1) (k=1) (k)
bix = EI; 1) b;"" = b; — Likby, a3y =05
ek
forj=k+1:ndo
{ k k—1 k—1
3,8-):3,8-_)—51'@59-—);
¥
¥
}
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Aufwandsbetrachtungen

Aufwandsmall: Anzahl der Punktoperationen
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Aufwandsbetrachtungen

Aufwandsmall: Anzahl der Punktoperationen

Aufwand des Eliminationsschritts:

A = nz_:gn:[1+1+zn:1]

k=1 i=k-+1 j=k+1
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Aufwandsbetrachtungen

Aufwandsmall: Anzahl der Punktoperationen

Aufwand des Eliminationsschritts:

n—1 n n
A= D> [i+1+ ) 1]
k=1 i=k+1 j=k+1
n—1 n n—1
= > > (@+n—k)=> (2+n—k)(n—k)
k=1 i=k+1 k=1
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Aufwandsbetrachtungen

Aufwandsmall: Anzahl der Punktoperationen

Aufwand des Eliminationsschritts:

n—1 n n
A= D> [i+1+ ) 1]

k=1 i=k+1 j=k+1
n—1 n n—1

= > > (@+n—k)=> (2+n—k)(n—k)
k=1 i=k+1 k=1
n—1 n—1 n—1 1

= 24+4)y =2 | + 2=n(n—1)+ =(n—1)n(2n—1
j_zl( i ;J ;J (n=1)+ ¢(n—1)n( )
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Aufwandsbetrachtungen

Aufwandsmall: Anzahl der Punktoperationen

Aufwand des Eliminationsschritts:

n—=1 n n
A=) 41+ Y]

k=1i=k+1 j=k+1
n—1 n n—1

= > > (@+n—k)=> (2+n—k)(n—k)
k=1i=k+1 k=1
n—1 n—1 n—1 1

= D @+Ni=2) j+) P =nln—1)+¢(n—1)n(2n—1)
J=1 Jj=1 j=1

= n(n—1) <%n o g) = %n‘?’ + O(n?)
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Summenformeln

Zk = %n(n—l)

n—1 1
d K= c(n—1)n(2n—1)
k=1
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Aufwandsbetrachtungen

Aufwandsmall:  Anzahl der Punktoperationen
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Aufwandsbetrachtungen

Aufwandsmall:  Anzahl der Punktoperationen

Aufwand des GauBschen Algorithmus:

Aufwand des Eliminationsschritts:

S s (1 in 1)
= %n3 + O(n?)
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Aufwandsbetrachtungen

Aufwandsmall:  Anzahl der Punktoperationen

Aufwand des GauBschen Algorithmus:

Aufwand des Eliminationsschritts:

S s (1 in 1)
= %n3 + O(n?)

Aufwand der Riicksubstitution:

S (14 X l) = Sa(n—i+1) = X = §(? 4+ n)
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Aufwandsbetrachtungen

Aufwandsmall:  Anzahl der Punktoperationen

Aufwand des GauBschen Algorithmus:

Aufwand des Eliminationsschritts:
S s (1 in 1)
= %n3 + O(n?)

Aufwand der Riicksubstitution:

S (14 X l) = Sa(n—i+1) = X = §(? 4+ n)

Gesamtaufwand:  1n® +n? — 3n= in®+ O(n?)
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Ruckwartssubstitution

Gestaffeltes Gleichungssystem:

A Y ) g
o Az || [
0 o0 alm ) )\
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Ruckwartssubstitution

Gestaffeltes Gleichungssystem:

A Y ) g
o Az || [
0 o0 alm ) )\

Algorithmus  (Riickwartssubstitution)

fori=n—1:(-1):1do

Xp = ﬁbgn—l) 1

gl (n—1) - (n-1)
n X = D) BT = Y Ay

ii Jj=i+1
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Eliminationsmatrizen

0 0
0
: 0o - : al Y
Ge=| . . _ o bik = (k—1)
: ley1he 5 Ak
: 0
: 0
0 0 Ly O 00
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Eliminationsmatrizen

0 0

0

0 : a(:—l)
Ge = | S =)
Cryik - : Ak
: 0

: : : : .0

0 --- 0 ok 0 --- 0 0
Lemma: Mit A® = A und b(® = b gilt
AR = (=G )AKD b = (-G )bk | k=1,...,n-1
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LR—Zerlegung von A

MVERSITE

Satz: Ist der GauRsche Algorithmus fiir A € R™" durchfiihrbar (d.h.
erhilt man Pivotelemente 35(1;:1) # 0) und ergeben sich dabei die

Eliminationsmatrizen Gy, ..

n—1

., Gy_1, so gilt

n—1

A=LR mit L=1+Y G, R=]J(-G)A

k=1
und
1 0 0
L= | ., R=
: 0
énl gn,n—l 1
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P IR
0

0 o0 gl



Linearer Raum (Vektorraum)

Definition: Auf der Menge V seien

» Addition a+b:VxV -V
» Multiplikation mit Skalaren a@a:RxV — V

erklart und haben folgende Eigenschaften:

> V ist Abelsche Gruppe (Assoziativitit, Nullelement, negatives
Element, Kommutativitat)

» Addition und Multiplikation sind vertraglich, d.h. fir o, 5 € R,

a,beVgilt
> afa) = (ap)a (Assoziativitit)
» a(a+b)=aat+ab, (a+f)a=aa+ b (Distributivitit)
»l-a=a (Einselement)

Dann heift V linearer Raum (Vektorraum) iiber R.
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Normen auf Vektorraumen

Definition:
Es sei V ein linearer Raum tiber R. Eine Abbildung

|-|: V=R
heilt Norm, falls fiir alle x,y € V und a € R gilt

X[ =0, [x|=0&x=0,

|lax|| = |a ||x]| (Homogenitat) ,

Ix + vyl < |Ix]| + |y (Dreiecksungleichung) .

Das Paar (V, || - ||) heiBt normierter Raum.
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Beispiele: Vektornormen

Vektor x = (x;)7_; € V =R"

Typische Normen:

» Euklidische Norm: ||x]|» = Zx,z
i=1
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Beispiele: Vektornormen

Vektor x = (x;)7_; € V =R"

Typische Normen:

n 1/2
» Euklidische Norm: ||x]|2 = Zx,z
i=1
n 1/p
> p-Norm: [lx[l, = [ D |xi| , 1<p<oo

i=1
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Beispiele: Vektornormen

Vektor x = (x;)7_; € V =R"

Typische Normen:

1/2
» Euklidische Norm: ||x]|2 = (Zx )
n 1/p
» p-Norm: |[|x||, = (Z yx,-yp> , 1<p<oo
i=1

» Maximumsnorm (co—Norm):  ||x|lcc = _max | ;|
i=1,...,n
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