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Lineare Gleichungssysteme

Problem:

Berechne die Lésung x von Ax = b zu gegebenem A € R™" und
beR"

Ziele:
» Konditionsanalyse dieses Problems
» Stabilitadtsanalyse des GauBischen Algorithmus.
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Existenz und Eindeutigkeit

Satz:
Die Koeffizientenmatrix A € R™" heillt regular, falls

Ax #£0 Vx eR", x#0,

andernfalls singular.
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Existenz und Eindeutigkeit

Satz:
Die Koeffizientenmatrix A € R™" heillt regular, falls

Ax #£0 Vx eR", x#0,

andernfalls singular.

Ist A regular, so gilt det(A) # 0 und es existiert eine eindeutig
bestimmte Inverse A~! € R™" von A mit der Eigenschaft

AATL=ATTA=T
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Existenz und Eindeutigkeit

Satz:
Die Koeffizientenmatrix A € R™" heillt regular, falls

Ax #£0 Vx eR", x#0,

andernfalls singular.

Ist A regular, so gilt det(A) # 0 und es existiert eine eindeutig
bestimmte Inverse A~! € R™" von A mit der Eigenschaft

AATL=ATTA=T

und das lineare Gleichungssystem Ax = b hat fiir jede rechte Seite
b € R” eine eindeutig bestimmte Lésung x = A~1b.
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R” aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R"", b € R"
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R” aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R"", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A =~ A, b~ b (Kondition)
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R” aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R"", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A =~ A, b~ b (Kondition)

Algorithmus:  GauBscher Algorithmus

Auswirkung von Auswertungsfehlern (Stabilitat)

Aufwand und mégliche Aufwandsreduktion (Effizienz)
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Linearer Raum (Vektorraum)

Definition: Auf der Menge V seien

» Addition a+b:VxV -V
» Multiplikation mit Skalaren a@a:RxV — V

erklart und haben folgende Eigenschaften:

> V ist Abelsche Gruppe (Assoziativitit, Nullelement, negatives
Element, Kommutativitat)

» Addition und Multiplikation sind vertraglich, d.h. fir o, 5 € R,

a,beVgilt
> afa) = (ap)a (Assoziativitit)
» a(a+b)=aat+ab, (a+f)a=aa+ b (Distributivitit)
»l-a=a (Einselement)

Dann heift V linearer Raum (Vektorraum) iiber R.
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Normen auf Vektorraumen

Definition:
Es sei V ein linearer Raum tiber R. Eine Abbildung

|-|: V=R
heilt Norm, falls fiir alle x,y € V und a € R gilt

X[ =0, [x|=0&x=0,

|lax|| = |a ||x]| (Homogenitat) ,

Ix + vyl < |Ix]| + |y (Dreiecksungleichung) .

Das Paar (V, || - ||) heiBt normierter Raum.
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Beispiele: Vektornormen

Vektor x = (x;)7_; € V =R"

Typische Normen:

» Euklidische Norm: ||x]|» = Zx,z
i=1
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Beispiele: Vektornormen

Vektor x = (x;)7_; € V =R"

Typische Normen:

n 1/2
» Euklidische Norm: ||x]|2 = Zx,z
i=1
n 1/p
> p-Norm: [lx[l, = [ D |xi| , 1<p<oo

i=1
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Beispiele: Vektornormen

Vektor x = (x;)7_; € V =R"

Typische Normen:

1/2
» Euklidische Norm: ||x]|2 = (Zx )
n 1/p
» p-Norm: |[|x||, = (Z yx,-yp> , 1<p<oo
i=1

» Maximumsnorm (co—Norm):  ||x|lcc = _max | ;|
i=1,...,n
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Matrixnorm

A= (aj)]j—; € V=R"™", Matrizen mit n Zeilen und n Spalten

Jede Vektornorm auf R™ induziert Matrixnorm auf R™"
(interpretiere A € R™" als Vektor im R™)
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A= (aj)]j—; € V=R"™", Matrizen mit n Zeilen und n Spalten

Jede Vektornorm auf R™ induziert Matrixnorm auf R™"
(interpretiere A € R™" als Vektor im R™)

Vertraglichkeit der Matrixnorm || - || p mit
Matrix—Vektor—Multiplikation:

1A < Al nmllx]l

||Al|m ist eine obere Schranke fiir die Langendnderung.
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Die zu einer Vektornorm gehérige Matrixnorm

Definition:
Es sei || - || eine Vektornorm auf R”. Dann ist durch
A
1Al = sup Ay g
xER" ||X”
x#0
die zugehorige Matrixnorm || - ||v definiert.
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Die zu einer Vektornorm gehérige Matrixnorm

Definition:
Es sei || - || eine Vektornorm auf R”. Dann ist durch
A
1Al = sup Ay g
xER" ||X”
x#0
die zugehorige Matrixnorm || - ||v definiert.

Bemerkung: Fiir zugehdrige Matrixnormen gilt

o || - |[m ist eine Norm.
o [[Ax]| < [|Allam 1|
o |AB|lm < |Allm [|B]lm VA, B € R™", (Submultiplikativitat)

e Die Norm der Einheitsmatrix / ist ||/||p = 1.
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Die zur Maximumsnorm gehérige Matrixnorm

Satz (Zeilensummennorm)
Die Matrixnorm

n
1Alleo = ,-:nfax,,z |ajjl | A= (aj)ij=1 €R™",
9200y _j:l
gehért zur Maximumsnorm || - || auf R”.
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Die zur Maximumsnorm gehérige Matrixnorm

Satz (Zeilensummennorm)
Die Matrixnorm

i=

n
|A]lco = rTaan |lajj| A= (a;)lj—y €R™,
AR j:l
gehért zur Maximumsnorm || - || auf R”.

Bemerkung:

Es sei || - || eine beliebige Vektornorm und || - ||y die zugehérige
Matrixnorm.

Dann existiert ein x* € R” mit ||x*|| = 1 und ||Ax*|| = ||A||m-
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Konvergenz in normierten Raumen

Definition:
Es sei (V, | - [|) ein normierter Raum und (x(*)), ., C V eine
Folge. Die Folge heilt konvergent gegen x € V/, also
xW) 5 x| vV — 00,

falls

Ix —x®)| =0, v — 00 .
Beispiel:  V =R", Maximumsnorm || - ||
(X(V))UGN CR" 5 xeR" «— x,-(y) =X, i=1,...,n
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Aquivalenz von Normen auf endl.-dim. Riumen

Satz;

Es sei V ein endlichdimensionaler linearer Raum und || - || und
[l| - ||| Normen auf V. Dann existieren ¢, C € R, so daR

clixlf <Xl < Clix|l - vxe V.
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R” aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R"", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b ~ b (Kondition)
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R” aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R"", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b ~ b (Kondition)

Losungsoperator:  f(A,b) = A~1b  nicht explizit gegeben
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R” aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R"", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b ~ b (Kondition)
Losungsoperator:  f(A,b) = A~1b  nicht explizit gegeben

Eingabefehler:
» b— b gemessen in Vektornorm

» A—A gemessen in zugehdriger Matrixnorm
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Kondition, Stabilitat und Effizienz

Problem:

Berechne x € R” aus Ax = b zu gegebenen Daten A € R"", b € R"

Auswirkung von Eingabefehlern A ~ A, b ~ b (Kondition)
Losungsoperator:  f(A,b) = A~1b  nicht explizit gegeben

Eingabefehler:

» b— b gemessen in Vektornorm

» A—A gemessen in zugehdriger Matrixnorm
Ausgabefehler:

» x — % =A"1b— A1} gemessen in Vektornorm
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Fehlermal

normweiser absoluter Fehler:
||X_)?||7 X7)?€Rn

Beispiel:
x=(05,123)", £ =(1,100)7 , |x—%|lcc = max{0.5, 23} =23
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Fehlermal

normweiser absoluter Fehler:
||X_)?||7 X7)?€Rn
Beispiel:
x=(05,123)", £ =(1,100)7 , |x—%|lcc = max{0.5, 23} =23

normweiser relativer Fehler:

[Ix = X .
— x,x€R", x#0
X
Beispiel: )
x=(05,123)T, %= (1,100)7, Izl — mex{02.25} g 156,

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Die Kondition einer Matrix

Definition:
Sei A € R™" eine reguldare Matrix. Dann heifit

K(A) = JAIIA7H
Kondition von A. Ist A singuldr, so wird k(A) = co gesetzt.

Bemerkung: Es gilt
> k(A)>1und k(/) =1
> x(AB) < k(A)k(B)
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Auswirkungen von Stérungen der rechten Seite b

Satz:
Sei x die Losung von Ax = b, b # 0, und X die Lésung des
gestorten Systems j

Ax =b

mit beliebigem b € R". Dann gilt

% b—b
SK(A)HH[)HH'

Es existieren rechte Seiten b, b € R”, so daR in dieser Abschatzung
Gleichheit vorliegt.
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Storungen der Koeffizientenmatrix A

Satz:
Sei x die Losung von Ax = b, b # 0, und X die Lésung des
gestorten Systems

Az =b
mit A€ R™" und ||A— A| < ||A~Y||~! (kleine Stérungen). Dann
gilt )
[[x — || |A— Al

< r(A) 1AL +o(||A - AJ)).

Es existieren Koeffizientenmatrizen A, A € R™", so daR in dieser
Abschatzung Gleichheit vorliegt.
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Numerisches Beispiel: Stérung von A

exaktes System: Ax=0b T
1 —300 -100 —3990 10
A=-300 300 —100 b= | —1000 x =110
—100 —100 —99.9 —2999 10
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Numerisches Beispiel: Stérung von A

exaktes System: Ax =b o <
1 —300 -—-100 —3990 10
A= -300 300 -—100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10

gerundete Koeffizientenmatrix: A% = b,
k(A) = 2570, 14 Al= — 1 43. 104

AT o
j 1 —300 —100 8.5
A= |-300 300 —100 X=1092
—100 —-100 —100 12
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Numerisches Beispiel: Stérung von A

exaktes System: Ax =b o <
1 —300 -—-100 —3990 10
A= -300 300 -—100 b= | —1000 x= |10
—100 —100 —99.9 —2999 10

gerundete Koeffizientenmatrix: A% = b,
k(A) = 2570, 14 Al= — 1 43. 104

AT o
j 1 —300 —100 8.5
A= |-300 300 —100 X=1092
—100 —-100 —100 12

Relativer Fehler:

[[Alloo

[1x = Xlloo

[X[loo

2
=15 < 54 =2570-1.43-10* = 0.3672

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Auswirkungen von Stérungen von A und b

Satz:
Sei x die Losung von Ax = b, b # 0, und X die Losung des
gestorten Systems : 5
Ax=b
mit A € R™" und ||A — A| < |[A~1||"! sowie b € R". Dann gilt

‘= A—A| [b—b I
b= ¢ ) (” o+ B ') +o(llA—~ Al + [Ib— Bl).

Es existieren rechte Seiten b, b € R” und Koeffizientenmatrizen A,
A € R™" so dal in dieser Abschatzung Gleichheit vorliegt.
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Die Kondition als Quantifizierung der Regularitat

Teilmenge der singuldren Matrizen:
S :={M C R™ | M singular}

relativer Abstand von A# 0 zu S:

dist(A,S) = inf { %’ B e S}
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Die Kondition als Quantifizierung der Regularitat

Teilmenge der singuldren Matrizen:
S :={M C R™ | M singular}

relativer Abstand von A# 0 zu S:
: . [A-B]|
dist(A,S) = inf { W’ B e S}

Satz:
Fiir alle reguldren Matrizen A gilt

dist(A, S) > K(l) .
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Die Kondition als Quantifizierung der Regularitat

Teilmenge der singuldren Matrizen:
S :={M C R™ | M singular}
relativer Abstand von A #£ 0 zu S:

dist(A,S) = inf{ ”A|A|I|3” ’ B e S}

Satz:
Fiir alle reguldren Matrizen A gilt
dist(A,S) > I
| s = /{(A) o

Folgerung:
A fast singular, d.h. dist(A,S) klein = £(A) groR!

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Ausblick: Problem und Algorithmus

Problem:  Lose das lineare Gleichungssystem Ax = b

Auswertung von f(A, b) = A~1b zu Eingabe-Daten A, b

Satz: Relative Kondition des Problems r,. = x(A)
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Ausblick: Problem und Algorithmus

Problem:  Lose das lineare Gleichungssystem Ax = b

Auswertung von f(A, b) = A~1b zu Eingabe-Daten A, b

Satz: Relative Kondition des Problems r,. = x(A)

Algorithmus:

Zerlegung des Losungsoperators in Elementaroperationen
x=Ab=gno-og(Ab)

Qualitatskriterien: Aufwand und Stabilitat
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Organisatorisches zur Klausur am 10.2.2012

Raum:

Horsaal 2, Habelschwerdter Allee 25

Beginn: 12:15 Uhr, Ende: 13:45 Uhr (90 Minuten),
Ausweis mitbringen!

Erlaubt: selbst mitgebrachte schriftlichen Unterlagen, Skript,
Biicher und nicht programmierbaren Taschenrechner

Verboten: jegliche elektronischen Kommunikationsmittel
(Mobiltelefone, Laptops, ...), Tauschungsversuche
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