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Memo: Relative und Absolute Kondition

Relative Kondition der Grundrechenarten:
Addition, Multiplikation und Division liefern beruhigende Resultate.

Die Subtraktion ist hingegen beliebig schlecht konditioniert
(Ausl6schung). Subtraktion fast gleich groRer Zahlen vermeiden.
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Memo: Relative und Absolute Kondition

Relative Kondition der Grundrechenarten:
Addition, Multiplikation und Division liefern beruhigende Resultate.

Die Subtraktion ist hingegen beliebig schlecht konditioniert
(Ausl6schung). Subtraktion fast gleich groRer Zahlen vermeiden.

Absolute Kondition von Funktionsauswertungen:
Die absolute Kondition ks ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft

[f(x0) — F(x)| < Kabs|xo — x| + o(|x0 — x]) -
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Memo: Relative und Absolute Kondition

Relative Kondition der Grundrechenarten:
Addition, Multiplikation und Division liefern beruhigende Resultate.

Die Subtraktion ist hingegen beliebig schlecht konditioniert
(Ausl6schung). Subtraktion fast gleich groRer Zahlen vermeiden.

Absolute Kondition von Funktionsauswertungen:
Die absolute Kondition ks ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft

[f(x0) — F(x)| < Kabs|xo — x| + o(|x0 — x]) -

Satze zur absoluten Kondition:
Ist f differenzierbar in xp, so gilt Kabs = |f'(x0)].
Ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, so gilt xaps < L .

Fiir geschachtelte Funktionen f(x) = g(h(x)) gilt
Rabs S Habs(gayO) ’iabs(hv XO) .
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Relative Kondition von Funktionsauswertungen

ke
gegeben: Intervall I CR, f:/ =R, 0#x€l, f(x)#0
Problem: (%)

Auswertung von f an der Stelle xg

Definition (Relative Kondition)

Die relative Kondition ke von (x) ist die kleinste Zahl mit der
Eigenschaft

[f(x0) — F(x)] X0 — x| e
O A e

Liegt dies fiir keine reelle Zahl ke vor, so wird k.o = 0o gesetzt.

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Relative versus absolute Kondition

absolute Kondition
[f(x0) — f(x)| < Kabs|xo — x| + o(|x0 — x|)

relative Kondition

fl0) = )| o X0 — x|

re—+o -
Foo)l = g T o= xl)
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Relative versus absolute Kondition

absolute Kondition
[f(x0) — f(x)| < Kabs|xo — x| + o(|x0 — x|)

relative Kondition

fl0) = )| o X0 — x|

re—+o -
Foo)l = g T o= xl)

Satz:
Es gilt

Rrel = |X0| Rab
re |f‘(X0)‘ abs
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Ronaldinho
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Flugkurve

Flughthe h
N\
/
/

~
N
3
TOR

zuriickgelegter Weg x

Flughthe und zuriickgelegter Weg in Abhangigkeit von der Zeit t,
der Abschussgeschwindigkeit v und -winkel o
. 1 5
h(t) = vtsina— §gt
x(t) = vtcosa
g: Fallbeschleunigung = 9.81m/s?
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Uberflughdhe

Flughdhe h
N
/
/

N
N
B
TOR

’ Torhohe h,

Torentfernung x,

Uberflughdhe in Abhingigkeit von Abschussgeschwindigkeit v und
-winkel «
x5

H(v,a) = xgtanax — —g———+—
(v, a) 0 252020

g: Fallbeschleunigung = 9.81m/s?
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Optimaler Lattentreffer

Flughdhe h
N

N
N
B
TOR

’ Torhohe h,

Torentfernung x,

Uberflughdhe abhingig von Abschussgeschw. v und -winkel o
H(Vo,ao): ho =2.50m

g =9.81lm/s> = z.B.ag=45° vy=13.64m/s
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Lattentreffer mit zuriickspringendem Ball

Flughdhe h
N
/

’ Torhohe h,

TOR

Torentfernung x,

Uberflughdhe abhingig von Abschussgeschw. v und -winkel o

H(vo + Av, a9 + Aa)= hg + Ah = 2.50m £ 0.04m

g: Fallbeschleunigung = 9.81m/s?
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Kondition

e
Uberflughdhe abhingig von Abschussgeschw. v und -winkel o

H(vo + Av,ap + Aa) = hg + Ah =2.50m £ 0.04m

Maximale "Eingabefehler" Av und A, so dass |Ah| < 0.047
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Kondition

Uberflughdhe abhingig von Abschussgeschw. v und -winkel o
H(vo + Av,ap + Aa) = hg + Ah =2.50m £ 0.04m

Maximale "Eingabefehler" Av und A, so dass |Ah| < 0.047

Vereinfachung: Perfekter Abschusswinkel Ao =0

|Ah(AV)| = |H(vo + Av, ap) — H(vo, ag)| < 0.04m

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Kondition

Uberflughdhe abhingig von Abschussgeschw. v und -winkel o
H(vo + Av,ap + Aa) = hg + Ah =2.50m £ 0.04m

Maximale "Eingabefehler" Av und A, so dass |Ah| < 0.047

Vereinfachung: Perfekter Abschusswinkel Ao =0
|Ah(AvV)| = |H(vo + Av, ag) — H(vo, ag)| < 0.04m
Kondition
|H(vo + Av,ag) — H(vo, a0)] < Kans(H, vo) - |Av|

dH
Ravs(Hs ) = 15 (vo,0)
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Absolute Kondition

Vereinfachung: Perfekter Abschusswinkel oy = 45°

2
X
H(Vva0) = X0 — V_g
Konditionsberechnung:
dH X2
Kabs(Hovo) = |==(v0, 0)| = 282
dv vg’
v X0l v/&
X0 — ho
— hy)3/2
Kabs(H, v0) = \/2§(X00) = 1.98sec
X0
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Absolute Kondition: Nebenrechnungen
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Relative Kondition

Vereinfachung: Perfekter Abschusswinkel o = 45°
a1

H(V7a0):X0_ V2

Konditionsberechnung:

2 (xo0— h0)3/2

el A = ——— 1.
Kabs(H, vo) Ve ” 98sec
Vo
re H’ - abs H7 TN\
tirel(H, vo) Kabs( VO)H(vo,ao)
—h
a(Hov) = 220=fol _qg
ho

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Ronaldinhos Kondition: Fehler in der Uberflughdhe

Perfekter Abschusswinkel g = 45°

Fehler Av in Abschussgeschwindigkeit

0.3

v0=49 km/h

0T | T~ Lattentreffer)

0.05 -l Latte mit zuruckkehrendem Bally

0 01 02 03 04 05
A wvin km/h
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Ronaldinhos Kondition: Fehler in der Uberflughdhe

Perfekter Abschusswinkel ajg = 45°

Fehler Av in Abschussgeschwindigkeit

Damit der Ball zu ihm zuriickspringt miisste Ronaldinho die
Abschussgeschwindigkeit auf

Av  0.05km/h

= = ~ 0.001
Vo 49 km/h 0.001,

also auf ein Promille genau treffen.
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Nichtlineare Gleichungen

gegeben: Intervall I =[a,b]C R, g:/—R, y*eR K ”
Problem: (%)
Finde x* € / so dass g(x*) = y*
g(x*)=y*
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Kondition

Definition:
Die absolute Kondition kaps von (x) ist die kleinste Zahl mit der
Eigenschaft

|x* — x| < Kabs|ly™ —y| +o(ly* —yl)

fir alle rechten Seiten y # y* mit geniigend kleinem Abstand
ly* — y| > 0 zu y* und den zugehdrigen Losungen x des gestorten
Problems

x € (a,b): gx)=y.

Existiert keine solche reelle Zahl k,ps, SO wird ka5 = 00 gesetzt.
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Existenz und Eindeutigkeit gestorter Lésungen

Satz: N
Sei g differenzierbar in /, x* € | und es gelte g(x*) = y* sowie

g'(x") #0.

Dann gibtes o, S € R mit a < a < x* < 8 < b, so dal das
gestorte Problem (x) fiir jedes y € V = [g(a), g(B)] eine eindeutig
bestimmte Losung x € U = [a, ] besitzt.
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Umkehrfunktion

Satz:
Sei g differenzierbar in /, x* € | und es gelte g(x*) = y* sowie

g'(x") #0.

Dann gibtes o, S € R mit a < a < x* < 8 < b, so dal das
gestorte Problem (x) fiir jedes y € V = [g(a), g(B)] eine eindeutig
bestimmte Losung x € U = [a, 8] besitzt.

Folgerung:
Falls g/(x*) # 0 existiert eine Umkehrfunktion g1 : V — U so
dass

glg ') =y, VyeV.
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Aquivalentes Problem

gegeben: Intervall | =[a,b]C R, g:/—R, y*€Rmit
g'(x") #0

Problem: Auswertung von g~ :V — R in y* € V

x*=g(y*)

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Ableitung der Umkehrfunktion

Unter den obigen Voraussetzungen ist g—* differenzierbar und eg
gilt
1
—1y/
g )W) =G WeVvV.
&™) g'(g7'(y))

Denn, mit Kettenregel: 1=y = Ze(g " (»)=g'(g*()- (€)' ()

x*=gi{y*)

glx*)=y*
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Kondition nichtlinearer Gleichungen

Sei g differenzierbar, x* € (a, b), g(x*) = y*, sowie g’'(x*) # 0.
Dann ist die absolute Kondition k.1, der Lésung der nichtlinearen
Gleichung bei Storung der rechten Seite y* gegeben durch

1
Fabs = 11|
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Kondition nichtlinearer Gleichungen

Sei g differenzierbar, x* € (a, b), g(x*) = y*, sowie g’'(x*) # 0.
Dann ist die absolute Kondition k.1, der Lésung der nichtlinearen
Gleichung bei Storung der rechten Seite y* gegeben durch

1

Die relative Kondition ergibt sich zu

ly*] lg(x)!

Krel =T——17—xiRabs = 711 7 o\
eI xellg! ()
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Nebenrechnungen

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Einfachstes Beispiel

Losung: x* =1, g7 Yy)=14+~(y—-1), x* =1

Rrel = ﬁ = KRabs = 7

Konsequenz: schlecht konditioniert fiir grosses ~
(=schleifender Schnitt)

g(x)=y

el oy A=Y |Locococoooz==

gx¥)=y*f~~""""""~~2

e —
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