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Memo: Relative und Absolute Kondition

Relative Kondition der Grundrechenarten:
Addition, Multiplikation und Division liefern beruhigende Resultate.

Die Subtraktion ist hingegen beliebig schlecht konditioniert
(Ausl6schung). Subtraktion fast gleich groRer Zahlen vermeiden.
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Memo: Relative und Absolute Kondition

Relative Kondition der Grundrechenarten:
Addition, Multiplikation und Division liefern beruhigende Resultate.

Die Subtraktion ist hingegen beliebig schlecht konditioniert
(Ausl6schung). Subtraktion fast gleich groRer Zahlen vermeiden.

Absolute Kondition von Funktionsauswertungen:
Die absolute Kondition ks ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft

[f(x0) — F(x)| < Kabs|xo — x| + o(|x0 — x]) -
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Memo: Relative und Absolute Kondition

Relative Kondition der Grundrechenarten:
Addition, Multiplikation und Division liefern beruhigende Resultate.

Die Subtraktion ist hingegen beliebig schlecht konditioniert
(Ausl6schung). Subtraktion fast gleich groRer Zahlen vermeiden.

Absolute Kondition von Funktionsauswertungen:
Die absolute Kondition ks ist die kleinste Zahl mit der Eigenschaft

[f(x0) — F(x)| < Kabs|xo — x| + o(|x0 — x]) -

Satze zur absoluten Kondition:
Ist f differenzierbar in xp, so gilt Kabs = |f'(x0)].
Ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L, so gilt xaps < L .

Fiir geschachtelte Funktionen f(x) = g(h(x)) gilt
Rabs S Habs(gayO) ’iabs(hv XO) .
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Relative Kondition von Funktionsauswertungen

ke
gegeben: Intervall I CR, f:/ =R, 0#x€l, f(x)#0
Problem: (%)

Auswertung von f an der Stelle xg

Definition (Relative Kondition)

Die relative Kondition ke von (x) ist die kleinste Zahl mit der
Eigenschaft

[f(x0) — F(x)] X0 — x| e
O A e

Liegt dies fiir keine reelle Zahl ke vor, so wird k.o = 0o gesetzt.
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Relative versus absolute Kondition

absolute Kondition
[f(x0) — f(x)| < Kabs|xo — x| + o(|x0 — x|)

relative Kondition

fl0) = )| o X0 — x|

re—+o -
Foo)l = g T o= xl)
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Relative versus absolute Kondition

absolute Kondition
[f(x0) — f(x)| < Kabs|xo — x| + o(|x0 — x|)

relative Kondition

fl0) = )| o X0 — x|

re—+o -
Foo)l = g T o= xl)

Satz:
Es gilt

Rrel = |X0| Rab
re |f‘(X0)‘ abs
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Die Kondition ist eine Eigenschaft des Problems!
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Berechne das Polynom f(x) = x3 + 12a%x — 6ax® — 82°
mit a = 4 999 999 an der Stelle x; = 10 000 000 .

» a = 4999999;
» x = 10000000;
»fF=x34+12%xa%%xx—6%xa*xx?—8xa°

f=
393216
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Auswertung eines Polynoms mit Matlab

Berechne das Polynom f(x) = x3 + 12a%x — 6ax® — 82°
mit a = 4 999 999 an der Stelle x; = 10 000 000 .

» a = 4999999;
» x = 10000000;
»fF=x34+12%xa%%xx—6%xa*xx?—8xa°

f=

393216
> f=(x—2xa)’
f=

8

Was ist hier schief gelaufen?
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Algorithmen zur Funktionsauswertung

gegeben: f: I >R, xp €l CR
Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(x0) = 8nogn-10---0g1(x0)

der Funktion f in elementare Funktionen g;, i=1,...,n.
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Algorithmen zur Funktionsauswertung

gegeben: f: I >R, xp €l CR
Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(x0) = 8nogn-10---0g1(x0)

der Funktion f in elementare Funktionen g;, i=1,...,n.
Beispiel:
fex)=ax+b=gog(x), @gly)=ay, g)=y+b
b b
fr(x) = ax+b = a(x—i—;) = hyohy(x) , hi(y) = Y‘f‘g , h(y)=ay
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Algorithmen zur Funktionsauswertung

gegeben: f: I >R, xp €l CR
Ein Algorithmus ist eine Zerlegung

f(x0) = 8nogn-10---0g1(x0)

der Funktion f in elementare Funktionen g;, i=1,...,n.
Beispiel:
fex)=ax+b=gog(x), @gly)=ay, g)=y+b
b b
fr(x) = ax+b = a(x—i—;) = hyohy(x) , hi(y) = Y‘f‘g , h(y)=ay

Welcher Algorithmus ist besser?
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Welcher Algorithmus ist besser?

Beispiel:
fe(x) =ax+b=gog(x), @gy)=ay, gy)=y+b
b b
fa(x) = ax + b= a(x + ~) = h2 o (x) , h(y)=y+5 . hly)=ay
Rundungsfehler:

&i(y) = rd(gi(y)) = &) (1+e),  hily) = rd (hi(y)) = hi(y)(1+6)),
mit |d;], |ei| < eps ergeben:

g(e,x) = (ax(1+e1)+b)(1+e2)
}(0,x) = (ax+ b)(1+61)(1+ 82).
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Welcher Algorithmus ist besser?

Abschatzen von

foe,x) = (ax(14¢1)+b)(1+ )
liefert:
£ (x0) — fz (&, %0)] laxoe1 + (axo + b)ea)
= + ol|le
[700)] 0 + B (l<h
|ax0\
o *+ 1] el + ol

mit [|e]] = max{[ea], [e2}-

Linearer Verstarkungsfaktor:

|ax0\
— [ ROl
g [|axo+b] i
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Welcher Algorithmus ist besser?

Abschatzen von

fh(0,x) = (ax+ b)(1+01)(1+ d2).
liefert:

| (x0) — Fu(5, X0)]
|f(x0)]

= [1=(1+01)(1 + d2)| = [61 + 62| + o(]|]])
< 2|6l + o([l41])

mit ||0]| = max{|d1],|d2|}-

Linearer Verstarkungsfaktor:
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Welcher Algorithmus ist besser?

Vergleich der Verstarkungsfaktoren des Rundungsfehlers:

‘8X0|

0:7—1—1}, oh = 2.
&~ l)axo + b "

Bei Ausléschung (axo ~ —b) wird oz sehr viel gréRer als oy,.

~» fg ist instabiler als f.
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Merksatze

Die Kondition ist eine Eigenschaft des Problems!

Verschiedene Algorithmen fiihren zu verschiedenen Approximationen
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Auswertungsfehler

Runden der Zwischenergebnisse:

f(e,%) = E&n0&n-10---0&1(x0)

gerundete elementare Funktionen gi(y) = (1 +¢;)gi(y)
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Auswertungsfehler

Runden der Zwischenergebnisse:

f(e,%) = E&n0&n-10---0&1(x0)

gerundete elementare Funktionen gi(y) = (1 +¢;)gi(y)

relative Rundungsfehler:

lgi(y) — &(y)|
&i(y)l =1,...

Auswirkung auf das Ergebnis: Auswertungsfehler

|f(x0) — f(&, x0)|
| (x0)
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Relative Stabilitat

Wir wollen Storungen durch Rundungsfehler abschatzen. Dabei:

llell = max e, e=(e1,...,€n) .
i=1,...,n

Definition:
Es sei f(xp) # 0. Dann ist die relative Stabilitat ¥ von
f(x0) = gnogn-10---0gi(xo) gegeniiber Rundungsfehlern

() =g(y)1+e), |ei| < eps,

die kleinste Zahl ¥ mit der Eigenschaft

£ (x0) — f(&, x0)|
| (x0)]

Liegt dies fiir keine reelle Zahl ¥ vor, so wird ¥ = oo gesetzt.

< Fllell + o(llell) -
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Gesamtfehler

Ix0 — %ol
X0

max. Rundungsfehler: |||

Eingabefehler:

£ (x0) — F(e, %)
| (o)

resultierender Gesamtfehler:
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Gesamtfehler

Ix0 — %ol
X0

max. Rundungsfehler: |||

Eingabefehler:

[ (x0) = F(, %)
| (x0)

resultierender Gesamtfehler:

Satz: Es sei xp # 0 und f(xp) # 0.
Dann geniigt der Gesamtfehler der Abschatzung

| (x0) — F (2, %)) Ixo =%l | ..o ,
< Frel + (%) lell + o|x0 — %ol + llel]) -
| (x0)] |xol
Dabei bezeichnet 7(Xp) die Stabilitat der Funktionsauswertung an
der Stelle Xg.
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Beweis

<9
Unter Verwendung der Definitionen von relativer Kondition und
Stabilitdt berechnet man

o) = Fe.5o)l . [F(0) — F(Ro)| . |F (%) — Fe, %)l
L ]
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Beweis

Unter Verwendung der Definitionen von relativer Kondition und
Stabilitdt berechnet man

F(x0) = Fe.50)] _ If(x0) — F(Ro)| . | (o) — Fle, %)l
ol 1)l T JFGo)
F0) = FG0)| , 1F(0) — F(e, %)l [F(5)
= T o) Gl [F(o)]
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Beweis

Unter Verwendung der Definitionen von relativer Kondition und
Stabilitdt berechnet man

£ (x0) — (e, %) [f(x0) = F(%0)| _ |f(%0) — F(e, %)l
| (x0)] = ool [FCo)
[f(x0) = £(%0)] | [f(%0) — Fe. %)l (%)
B | (o) | (o) | (xo)

X0 — o F(X M
< Krel ol +7(%)lle ‘( | (x0)] )
+o(|xo — %o|) + o(Jlell)
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Beweis

Unter Verwendung der Definitionen von relativer Kondition und
Stabilitdt berechnet man

£ (x0) — (e, %) [f(x0) = F(%0)| _ |f(%0) — F(e, %)l
| (x0)] = ool [FCo)
[f(x0) = £(%0)] | [f(%0) — Fe. %)l (%)
B | (o) | (o) | (xo)

X0 — o F(X M
< Krel ol +7(%)lle ‘( | (x0)] )
+o(|xo — %o|) + o(Jlell)

Xo—)N(o ~f e~ ~
< a0l 7o) el + ofbo = ol + e

N
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Beweis: Nebenrechnung

Definitionen von Stabilitat:

|f (%) — f(e; %))
| (%0)|

< #(%o)llell + o(llell)
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Beweis: Nebenrechnung

Definitionen von Stabilitat:

|f (%) — f(e; %))
| (%0)|

< #(%o)llell + o(llell)

Also:

| (%) — F(e, %0)| (%)
| (%0)| | (x0)

(%)
(x0)|

| o f
‘ < F(%o)|le|l 7 +o([lell)

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Beweis: Nebenrechnung

Definitionen von Stabilitat:

|f (%) — F (e, %)

< #(%o)llell + o(llell)

7o)
Also:
£ (%) = F(e, %)l [F(5o)l _ 2 3yt [ G0)]
Gl 17Go) = vollel iy + otlel)
Und:
) - F00) + Fle) — FGo) _  1F(5) = o)
o)l = ol S IfGo)
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Beweis: Weiter Nebenrechnung

|f(%0) — f(Xo)I)
| (x0)!

~f e X0 — Xo .
< F(%)lell (1 + melﬁ + o(|xo — x0|)>

Fo)llell (1 +

< #zo)llel + ollell + 1x0 — 5l))
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Faustregel

Gesamtfehler = k * Eingabefehler + o % Auswertungsfehler!

Christof Schiitte — Coma | =WS 2016/17



Stabilitatsabschatzungen: Grundrechenarten

Satz: Es sei g(xo), h(x0) > 0 und

g(x0) =gnogn-10---0g1(x0), h(x)=hmohm_10---0hi(x)

Algorithmen zur Auswertung von g(xo) und h(xp) mit der relativen
Stabilitt oz, o).
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Stabilitdtsabschatzungen: Grundrechenarten

Satz: Es sei g(xo), h(x0) > 0 und

g(x0) =gnogn-10---0g1(x0), h(x0)=hmohm_10---0hi(x)

Algorithmen zur Auswertung von g(xo) und h(xp) mit der relativen
Stabilitt oz, o).

Bezeichne « eine der Elementaroperationen « = +, —. -, / und die
sei die zugehdrige relative Kondition der Elementaroperation mit x,
bezeichnet.
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Stabilitdtsabschatzungen: Grundrechenarten

Satz: Es sei g(xo), h(x0) > 0 und

g(x0) =gnogn-10---081(x0), h(x)=hmohm_10---0hi(x)

Algorithmen zur Auswertung von g(xo) und h(xp) mit der relativen
Stabilitt oz, o).

Bezeichne « eine der Elementaroperationen « = +, —. -, / und die
sei die zugehdrige relative Kondition der Elementaroperation mit x,
bezeichnet.

Dann gilt fiir die relative Stabilitdt of der Auswertung
f(x0) = g(x0) * h(xo):

of <1+ ke max{og,op}.

Beweis siehe Satz 7.9 um Skript.
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Stabilitdtsabschatzungen: Nebenrechnungen
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Hintereinanderausfiihrung

Es seien h: | — I C R und g : [z — R zwei Funktionen und
h(xo) = hno---0 hi(xo)

ein Algorithmus zur Auswertung von h(xp). Bezeichnet k, die
Kondition der Auswertung von g an der Stelle y = h(xp) und o}, die
relative Stabilitat des obigen Algorithmus fiir h, so gilt fiir die
relative Stabilitat 7 von

f(x0) =gohpo---0hi(xo)

die Abschatzung
F<1+Kgop.
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